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ABSTRAKT

Cilem bakalarské prace bylo vytvorit shirku fesenych a nefesenych piikladu z obycej-
nych diferencidlnich rovnic. Shirka by méla slouzit prevazné studentum bakalaiského
studia na FAI UTB ve Zliné, a to jako studijni pomucka v predmétu Matematika 3 -

Diferencialni rovnice.

Kli¢ovd slova: obycejna diferencidlni rovnice, obecné teseni, partikularni feseni, chara-

kteristicka rovnice, fundamentalni systém, homogenni rovnice, nehomogenni rovnice.

ABSTRACT

The purpose of this bachelor thesis was to create a collection of solved and unsolved
examples of ordinary differential equations. The collection should be used by students

of Mathematics III course on Faculty of Applied Informatics, UTB, Zlin.

Keywords: ordinary differential equation, general solution, particular solution, cha-
racteristic equation, fundamental system, homogeneous equation, nonhomogeneous

equation.
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UVOD

Diferencidlni rovnice patii dnes k nejpropracovanéjsim disciplindm matematiky. Pomoci
nich muzeme popsat celou fadu fyzikalnich zakonu, pouzivaji se pii feSeni problému
technickych, pfirodovédnych i ekonomickych. Piikladem mohou byt volny pad, popu-
la¢ni rust, primocary pohyb apod. Prvni zminky o diferencialnich rovnicich se objevily
na prelomu 16. a 17. stoleti v dilech J.Napiera pfi vypoctu logaritmu ¢isel. Dalsi zminka
je datovana do posledni ¢tvrtiny 17. stoleti v pracech anglického matematika I. New-
tona a némeckého matematika G. W. Leibnize a trvd az do konce 18. stoleti, kdy
byly nalezeny vsechny dodnes znamé metody feSeni. Pocatkem 18. stoleti se pomoci
diferencialnich rovnic zacala popisovat vétsina fyzikalnich a jinych déju. Dalsi rozvoj
tedy probihd v souvislosti s feSenim ruznych fyzikalnich loh feSeni pohybovych rov-
nic, feSeni elektrickych obvodu apod. V prubéhu 18. stoleti se o rozvoj diferencialnich
rovnic nejvice zaslouzil L. Euler, ktery popsal metodu feseni linearnich diferencialnich
rovnic n—tého fadu s konstantnimi koeficienty. V této praci mimo jiné zavedl pojmy
partikularni feseni a obecné TeSeni.

Prace je rozdélena na teoretickou a praktickou ¢ast. V teoretické ¢asti bakalarské préace
je uveden strucny piehled zdkladnich pojmu a typu diferencidlnich rovnic (zejména
separovatelnd DR, homogenni DR, linearni DR 1. fadu, linedrni DR vyssich fadu s
konstantnimi koeficienty) s metodami jejich feseni. Prakticka ¢dst obsahuje jak fesené
priklady s podrobnym vysvétlenim postupu fesSeni, tak nefesené piiklady s vysledky.
Posledni c¢ést bakalafské prace je také vénovana nékterym aplikacim diferencidlnich
rovnic v praxi. Kapitoly v teoretické i praktické casti jsou nazvany stejné pro snazsi
orientaci v pripadé nejasnosti ve vypoctu.

Pro pochopeni problematiky, kterou se tato bakalaiska prace zabyva, se predpokladaji
zékladni znalosti diferencialniho a integralniho poctu funkei na drovni prvnich dvou

semestru matematiky na fakulté aplikované informatiky UTB ve Zliné.
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I. TEORETICKA CAST
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1 ZAKLADNI POJMY

Diferencialni rovnice (DR) je rovnice, v niz neznamou je funkce a v niz se vyskytuji
derivace této funkce.

Obycejnou diferencidlni rovnici (ODR) nazyvame rovnici, ve které neznamou je
funkce jedné proménné a ve které se vyskytuje aspoi jedna derivace této funkce.
Parcialni diferencidlni rovnici (PDR) nazyvdme rovnici, ve které nezndmou je
funkce vice proménnych a ve které se vyskytuji parcialni derivace této funkce.
Radem DR nazyvdme 74d nejvyssi derivace hledané funkce vyskytujici se v dané
rovnici.

Diferencialni rovnici (ODR ¢i PDR) nazyvame linedrni, je-li tato rovnice linedrni

vzhledem ke hledané funkci i jeji derivaci, ptipadné derivacim.

1.1 ODR 1. fadu

Oby¢ejnou diferenciilni rovnici prvniho fadu s nezndmou y rozumime rovnici
tvaru

F(z,y,y") =0, (1)
kde F' je redlnd funkce tii proménnych, x nezavisle proménnd, y funkce jedné realné
proménné x a ' derivace funkce y.
Lze-li z rovnice (1) explicitné vyjadiit derivaci 3/, t;.

y = f(z,y), (2)

kde f je redlna funkce dvou proménnych, pak rovnici (2) nazyvame ODR prvniho

fadu rozreSenou vzhledem k derivaci.

Resenim (téz integralem) rovnice (2) na intervalu I rozumime kazdou funkei y =
y(z), kterd je diferencovatelna na I a spliuje zde identicky rovnici (2).
Nechf z,yo jsou redlnd cisla. Uloha najit fesenf rovnice (2), které splituje zadanou
pocateéni podminku

y(w0) = Yo, (3)
se nazyvd pocatecni iloha (Cauchyova iloha, poc¢ate¢ni problém). Jejim
fesenim rozumime funkci, kterd spliuje podminku (3) a je feSenim rovnice (2) na

néjakém intervalu obsahujicim bod z.
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1.2 ODR n—tého fadu

Obycejnou diferencialni rovnici n—tého fadu rozumime rovnici tvaru
F(z,y,y.y", ... ,y(")) =0, (4)
kde F' je redlna funkce n + 2 proménnych, x nezavisle proménnd, y je funkce jedné
realné proménné z a v',y”, ..., y" jeji derivace.
Lze-li z rovnice (4) explicitné vyjadrit nejvyssi derivaci funkce y, tj.
y" = fe,y. 99"y Y, (5)
kde f je realna funkce n+1 proménnych, fikdme, Ze rovnice (5) je rozieSena vzhledem

k nejvyssi derivaci.

Resenim (nebo té7 integrialem) ODR n—tého #adu (5) nazyvame kazdou funkci
y = y(z), kterd ma na uvazovaném intervalu I derivace az do n—tého radu véetné a
vyhovuje dané rovnici, tj. po dosazeni této funkce a jejich derivaci do dané rovnice

dostaneme na intervalu I identickou rovnost.

Necht zg, Yo, Y1, - . . , Yn—1 jsou konstanty. Uloha najit reseni rovnice (5), které vyhovuje
pocateénim podminkam
y(xo) =0, ¥(wo) =y, ... YV (20) = yn-1,

se nazyva pocatecni tloha (nebo také Cauchyova tloha, poc¢ateéni problém).
Resen{ rovnice (5) nazyvame
e obecné teseni, jestlize jej lze vyjadiit ve tvaru

O(x,y,C,...,Cp) =0 nebo y=p(x,C,...,Cp),
kde C1, ..., C, jsou konstanty,

e partikularni feSeni, lze-li jej ziskat z obecného feseni pro konkrétni hodnoty

konstant C', ..., C,, které vypocteme nebo zvolime,

e vyjimecné reSeni, nelze-li jej ziskat z obecného feseni pro zadnou volbu hodnot

C1,...,C,. Existuje pouze u nékterych typu DR.



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 13

2 ROVNICE SE SEPAROVANYMI PROMENNYMI

ODR tvaru

y =fz)-9(y), (6)
kde f, g jsou spojité funkce na otevienych intervalech, nazyvame obycejnou diferen-
cialni rovnici se separovanymi proménnymi.

Postup Teseni rovnice (6): Resime metodou

SEPARACE PROMENNYCH:

1. Predpoklddejme nejprve, ze g(y) # 0 na uvazovaném intervalu.

e Derivaci ¢ formélné nahradime podilem diferencidlu % :
dy
2 = (@) 9y).

e Se zlomkem % pracujeme normalné jako s podilem dvou vyrazu. Nasobenim
a délenim prevedeme rovnici na tvar, ktery obsahuje na kazdé strané pouze
jednu proménnou (tj. odseparujeme proménné):

ﬂ_ x i
g(y)—f( ) de:

e Obeé strany ziskané rovnosti zintegrujeme, pravou stranu podle proménné

x, levou podle proménné y, a na jednu ze stran rovnice pridame integracni

/%:/f(x)derC.

Obdrzena rovnice implicitné urcuje obecné feSeni rovnice (6).

konstantu:

e Pokud je to mozné, prevedeme feseni do explicitniho tvaru (tj. vyjadiime
y)-

e Pokud je zadédna pocatecni podminka, dosadime ji do obecného feseni a
ur¢ime hodnotu konstanty C. Tu pak dosadime do obecného feseni a ziskdme

tak TeSeni partikularni.

2. M&-li rovnice g(y) = 0 teSeni ky, ..., k,, jsou konstantni funkce y = k1, y = ko,
y=ks,...,y = k, feSenimi rovnice (6). Pokud je mozné nékteré z konstantnich
feseni obdrzet vhodnou volbou konstanty ve vzorci pro obecné reSeni, zahrneme

toto konstantni feseni do obecného.
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3 HOMOGENNI ODR

ODR tvaru
Y
v =1(2). (7)
kde f je spojitd funkce na néjakém otevieném intervalu, se nazyvda homogenni

obycejna diferencialni rovnice 1. fadu.

Postup teseni homogenni rovnice (7):

1. Zavedeme substituci

Odtud
y=ur =— ¢y =vzr+u kde v =—.

2. Dosadime do puvodni rovnice a dostaneme
/
vrtu=f(u) = u=—(f(u)—u),
x
coZ je rovnice se separovanymi proménnymi z, u. Najdeme jeji feseni u(zx).

3. Obecné feseni puvodni rovnice (7) pak dostaneme wuzitim vztahu

y(x) = zu(z).



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 15

4 LINEARNI ODR 1. RADU

ODR tvaru

y = a(x)y +b(z), (8)
kde a(z),b(x) jsou spojité funkce na otevienych intervalech, nazyvdme linedrni
obycejnou diferencialni rovnici 1. fadu.
Je-li b(x) = 0, nazyvame rovnici (8) homogenni linearni ODR 1. fadu, v opa¢ném

pripadé mluvime o nehomogenni linearni ODR 1. fadu.

Postup tesenti linedrni rovnice (8): Obecné feseni hleddme metodou
VARIACE KONSTANTY.
Probiha ve dvou krocich:

1. Nejdiive rovnici zhomogenizujeme, tj. polozime b(x) = 0. Dostaneme homo-
genni linedrni ODR ptislusnou (nebo téz ptridruzenou) k rovnici (8) ve
tvaru

y = a(z)y, (9)

v niz muzeme za predpokladu y # 0 separovat proménné. Metodou separace
proménnych nalezneme obecné feseni y;, homogenni rovnice (9) ve tvaru

y = Cel “@d O c R (10)

(volba C' = 0 zahrnuje piipad y = 0, ktery je rovnéz fesenim (9)).

2. Hleddme obecné feseni puvodni nehomogenni rovnice (8). Toto feseni je také
tvaru (10), ale s tim rozdilem, ze C' jiz neni konstanta, ale jista funkce proménné
x. Ma tedy tvar

y = C(x)el 9@, (11)
Funkci C(x) nalezneme tak, ze vztah (11) i s jeho derivaci (derivujeme jako
soucin)
y = C'(x)el “ @ 4 O(z)a(x)el *@d
dosadime do ptvodni nehomogenni rovnice (8). Po dosazeni (cleny obsahujic
C'(z) se musi vzdy odecist, jinak jsme pii pocitani udélali chybu) vyjde
C'(x)el A@dr — (),

neboli

Integraci dostaneme
C(z) = [ b(x)e @ dr 4 C, CeR.
Dosazenim této funkce C'(x) do vztahu (11) dostdvdme obecné teSeni neho-
(

mogenni linedrni ODR (8).
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5 BERNOULLIOVA ROVNICE

ODR tvaru

y' = a(z)y +b(z)y", (12)
kde r € R,r # 0,7 # 1 a funkce a(x),b(z) jsou spojité na uvazovanych otevienych
intervalech, se nazyva Bernoulliova rovnice.

Poznamka: Pro r = 0, resp. 7 = 1 bychom dostali linearni rovnici typu (8), resp. (6).

Postup teseni Bernoulliovy rovnice (12): Zavedeme substituci
o 1—r
z=y "
Potom
do= (L-r)y Y
= (I=r)y " lalx)y + b(x)y"]
= (L-r)a(x)y'™" + (1 —7)b(x)
—_——— —_——
() q(x)
= p(x)z+q(x),
coz je linedrni ODR 1. fadu v proménnych x, z. Tuto rovnici vyfesime metodou variace
konstanty a z obecného teseni pak prostiednictvim dané substituce ziskdme obecné
feseni puvodni rovnice (12).

Kromé feseni, kterd takto ziskdme, mé rovnice (12) pro r > 0 také feseni y(z) = 0.
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6 EXAKTNI DR A INTEGRACNI FAKTOR

Necht P(z,y), Q(x,y) jsou funkce dvou proménnych, které maji spojité parcidlni deri-

vace na mnoziné 2 C R?. Rekneme, ze diferencidlni rovnice tvaru

P(z,y)dx+ Q(z,y)dy =0 (13)
se nazyva exaktni, jestlize vyraz
P(z,y) dz + Q(z,y) dy (14)

je totdlnim diferencidlem néjaké funkce F(z,y), kterd se nazyva kmenova funkce.

Ma-li byt vyraz (14) totdlnim diferencidlem funkce F, musi platit

OF OF

a—x:P(a:,y) a a—y:Q($>y>~ (15)

Plati:
Rovnice (13) je exaktni pravé tehdy, kdyz
OP(z,y) _ 9Q(x,y) (16)
dy or

Je-li F(z,y) kmenovou funkei pifslusného totalniho diferencidlu, ma obecné feseni e-

xaktni rovnice tvar
F(z,y)=C, CeR. (17)

Postup Tedeni exaktni rovnice (13):
1. Nejdiive ovéiime, ze vyraz (14) je totalnim diferencidlem, tj. ze plati (16).

2. Nalezneme kmenovou funkeci F(z,y) timto zpusobem: Ma-li byt funkce F(z,y)
kmenovou funkef totdlnitho diferencidlu, musi platit vztahy (15). Vezmeme napiiklad

prvni z téchto vztahu
OF (z,y
ML) — pla,y)

a zintegrujeme ho podle proménné z. Dostaneme

Flo) = [ Play)ds+Cly) (18)
kde pfi integrovani podle proménné x povazujeme y za konstantu (podobné jako
pii vypoctu parcidlni derivace) a C(y) je integracéni konstanta. Tato konstanta
nezavisi na proménné x, muze to byt ovsem funkce proménné y. Abychom tuto

veli¢inu zjistili, zderivujeme obdrzenou rovnost podle y
OF (xz,y) 0 /
—2 = — | P(x,y)dz + C'(y),
ool =5 [ P+ )

kde C’(y) je obycejnd derivace funkce jedné proménné. Vzhledem ke druhému
vztahu v (15)

%:Zy) = Q(l‘,y)
plati
oF 0
# =3 /P(x,y) dz + C'(y) = Q(z,y).
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Z rovnosti v rdmecku vyjadiime C’(y) a integraci (podle proménné y) nalezneme
hledanou funkei C(y). (D4 se ukézat, ze pii upravach vychdzi pro C’(y) rovnice,
kterd neobsahuje proménnou x). Ziskanou funkci C(y) dosadime do (18) a tim

jsme nalezli kmenovou funkeci.

3. Zapiseme obecné tesSeni exaktni rovnice ve tvaru

F(z,y)=C, CeR.

Poznamka: Popsany postup je mozno provést také se zaménénym potradim proménnych,

tj. zacit integraci

Flay) = [ Q) dy+ Do)
a pokracovat urc¢enim funkce D(z), kterd tentokrat nezavisi na proménné y, muze vsak

byt funkci proménné x.

Pokud rovnice (13) neni exaktni, tj. neni splnéna podminka (16), pak hleddme takovou

funkci m(z,y) # 0, aby rovnice

m(z,y) [P(z,y) de + Q(z,y) dy] = m(z,y)P(x,y) de + m(z,y)Q(z,y) dy = 0
byla exaktni, tj. aby platilo

d(mP) _ 0(mQ)
oy  Ov (19)

Funkce m(x,y) se nazyvé integracni faktor rovnice (13).

Uvedeme dva pripady:

1. Je-li splnéna podminka
op _ 9Q

Oy Ox _ a(z),

pak integra¢ni faktor bude pouze funkei proménné z, tj. m = m(z) a vypoéteme

ho ze vztahu

m(zx) = el al@)de,

2. Je-li splnéna podminka
aP _ 9Q

0 ox
y_—P = By),
pak integra¢ni faktor bude pouze funkci proménné y, tj. m = m(y) a vypocteme

ho ze vztahu

_ S Bwdy

m(y)
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7 LODR VYSSICH RADU S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY
7.1 Zakladni pojmy

ODR tvaru

azy” + a1y’ + agy = f(v), (20)
kde ag, a1,as € R ay # 0, f(x) je funkee spojita a definovand na intervalu I, se nazyva
linearni obycejna diferencialni rovnice druhého radu s konstantnimi koefi-
cienty (zkracené LODR 2. fddu s konstantnimi koeficienty).
Je-li f(z) =0 pro vSechna x € I, tj, je-li rovnice tvaru

azy” + a1y’ + apy =0,

mluvime o homogenni LODR 2. fadu.

Je-li f(z) # 0 pro nékteré x € I, mluvime o nehomogenni LODR 2. #adu.

Resenim rovnice (20) na intervalu I rozumime funkei, kterd ma spojité derivace do

2. faddu na intervalu I a po dosazeni identicky spliiuje rovnost (20) na I.

Uloha nalézt fesenf rovnice (20) spliujici v bodé zy € I po¢ateéni podminky
y(x0) = Yo, ¥'(w0) = y1, (21)
kde o,y jsou redlnd éfsla, se nazyva poéateéni tiloha (Cauchyova tiloha). Resen{

pocétecni ulohy se nazyvé partikularni feseni rovnice (20).

ODR tvaru

any™ + an_1y™ TV 4+ ary + agy = f(2), (22)
kde kde ag, ay,...,a, € R, a, # 0 a f(x) je funkce spojitd a definovana na intervalu I,
se nazyva linearni obycejna diferencialni rovnice n—tého fadu s konstantnimi
koeficienty (zkracené LODR n—tého fadu s konstantnimi koeficienty).
Je-li f(z) =0 pro vSechna x € I, tj, je-li rovnice tvaru

any™ + -+ ary/ + agy = 0,

mluvime o homogenni LODR n—tého radu.

Je-li f(z) # 0 pro nékteré x € I, mluvime o nehomogenni LODR n—tého fadu.

Resenim (nebo téz integralem) rovnice (22) na intervalu I rozumime funkci, kterd
ma spojité derivace do n—tého tfadu na intervalu I a po dosazeni identicky spliuje

rovnost (22) na I.

Uloha nalézt FeSenf rovnice (22) splaujici v bodé zy € I pocateéni podminky
y(xo) =yo, ¥'(x0) = w1,y (x0) = Y1 (23)
kde yo, Y1, - - - , Yn—1 jsou redlna cisla, se nazyva pocateéni dloha (Cauchyova tloha).

Reseni pocétecni tlohy se nazyva partikuldrni fesSeni rovnice (22).
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7.2 Homogenni LODR 2. fadu

ODR tvaru
azy” + a1y’ + agy = 0, (24)
kde ag,ai,as € R as # 0, se nazyvda homogenni linearni ODR 2. fddu s kon-

stantnimi koeficienty.

Dvojice teseni y;(x), y2(x) homogenni rovnice (24), kterd jsou linedrné nezdvisla na

intervalu I, se nazyva fundamentalni systém feSeni rovnice (24).

Tvori-li funkce y;(x), yo(z) fundamentélni systém feseni rovnice (24), pak kazdé reseni
y(x) této rovnice lze psét jednoznaéné ve tvaru

y(z) = Ciy(x) + Coyp (), (25)
kde Cy, Cy jsou vhodné (realné) konstanty. Vztah (25) tedy vyjadiuje obecné feSeni

rovnice (24) na intervalu 1.

Postup reseni: K dané rovnici sestavime tzv. charakteristickou rovnici
ag)\2 + Cll)\ + ag = O,

kde A je konstanta, a najdeme jeji kofeny.

Mohou nastat tyto ptipady:

1. Charakteristickd rovnice md dva riuzné redlné koreny A1, A. Potom ma diferenci-

alni rovnice (24) fundamentalni systém

A1z

() = eNT, yp(x) = e
a jeji obecné feseni je tvaru
y(x) = C’le’\lx + CQGAZQ:, C1,Cy € R.

2. Charakteristickd rovnice md jeden dvojndasobny redlny koren . Potom ma dife-
rencialni rovnice (24) fundamentdlni systém
yi(z) =, yo(w) = e
a jeji obecné feseni je tvaru
y(x) = C1eM + Coxe™™ = (O + Cox) M, C1,Cy € R.

Az

3. Charakteristicka  rovnice  md  dva  komplexné  sdruZené  koreny

A2 = a=£1ib,b # 0. Potom m4 diferencidlni rovnice (24) fundamentéln{ systém

y1(x) = e cosbr, yo(r) = e*sinbx
a jeji obecné feseni je tvaru
y(r) = C1e* cosbr + Cre™ sinbx, C1,Cy € R.
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7.3 Homogenni LODR n—tého fadu

Jde o rovnici

any™ + anay™ V4 + a1y + agy =0, (26)
kde ag,ay,...,a, € R, a, # 0.

Systém Feseni homogenni rovnice (26) y1(z), . .., yn(z), kterd jsou linedrné nezavisla na

intervalu 7, se nazyva fundamentalni systém feSeni této rovnice.

Tvoii-li funkce y,(z),...,yn(r) fundamentélni systém feseni rovnice (26), pak kazdé
feseni y(x) této rovnice lze psat jednoznacné ve tvaru

y(@) = Crya () + - - + Coya(2), (27)
kde C1,...,C, jsou vhodné (redlné) konstanty. Vztah (27) vyjadiuje obecné reSeni

rovnice (26) na intervalu /.

Postup TeSeni: K dané rovnici sestavime charakteristickou rovnici
A\ 4 @y AL ag N+ ag =0, (28)

kde A je konstanta, a najdeme jeji koteny.

Fundamentalni systém feSeni rovnice (26) ziskame takto:

1. Kekazdému k—nédsobnému redlnému kotenu A charakteristické rovnice (28) piislusi
pravé k linedrné nezavislych (partikularnich) feseni rovnice (26) tvaru
Ax’. k—lekx‘

A
Y1 = e’ yp = we LY =2

2. Ke kazdému k—ndsobnému komplexnimu kotenu A = a + ib (a zéroven k jeho
komplexné sdruzenému kofenu A = a — ib) piislusi pravé 2k linedrné nezavislych
(partikuldrnich) feSeni rovnice (26) tvaru

k—leam

yp = e* cosbx,y, = we® cosbr, ...,y = cos bz,

Ypa1 = e sinbr, ypio = xe®sinbx, ... yop = 2" 1e% gin be.

7.4 Nehomogenni LODR vyssich fada s konstantnimi koeficienty

Jedna se o rovnici tvaru
any™ + an 1y + -+ ary + aoy = f(x), (29)
kde ag,as,...,a, € R, a, # 0, a f(x) je funkce definovand, spojitd a nenulova na

intervalu /.

Obecné teseni nehomogenni rovnice (29) lze pséat ve tvaru
Y=Y+ Yp, (30)
kde yy je obecné teseni tzv. pridruzené rovnice, tj. homogenni rovnice ptislusné k
rovnici (29), tj. obecné feSeni rovnice
any™ + an_ 1y a4 agy = 0, (31)
a y, je libovolné partikuldrni feseni rovnice (29).
Existuje nékolik metod k nalezeni partikularniho feSeni, uvedeme pouze tzv. metodu

neurcitych koeficientt. Touto metodou se hledd partikuldrni feseni y, nehomogenni
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LODR n—tého tadu s konstantnimi koeficienty

any'™ 4 a1y 4+ ay + agy = flz), (32)
kde ag,ai,...,a, € R, a, # 0, a f(x) je nenulova spojitd funkce nékterého z déle
uvedenych typu. Nékdy se témto rovnicim iikd nehomogenni LODR n—tého fadu

s konstantnimi koeficienty se specialni pravou stranou.

Uvedeme nékteré pripady specidlni pravé strany:

1. Prava strana ma tvar
f(x) = Bn(x),
tj. na pravé strané je polynom m—tého stupné.
Partikuldrni feseni y, ma potom tvar
Yp = a* Qm<x>7
kde k je nasobnost ¢isla 0 jako kotene charakteristické rovnice (pokud 0 neni

kofenem charakteristické rovnice, bude k = 0) a Q,,(z) je polynom s neurc¢itymi
koeficienty stejného stupné jako P, (z).

Polynomy s neurcitymi koeficienty vypadaji nasledovné:

Polynom 0. stupné: Qo(z) = A, A € R (tj. konstanta),

polynom 1. stupné x)=Axr+ B, A BeR,

Az? +Bx +C, A,B,C €R,

A3+ B> +Cx+ D, A,B,C,D €R, atd.

: Qi(z)
polynom 2. stupné: Qo(x)
: Qs(2)

T

polynom 3. stupné

2. Prava strana ma tvar
f(z) = Pn(z) - e,
kde P, (x) je polynom m—tého stupné, a € R.
Partikuldrni feseni y, ma potom tvar
Yp = 2" Q) - €,

kde k je nasobnost ¢isla a jako kofene charakteristické rovnice (pokud a neni

kofenem charakteristické rovnice, bude k = 0) a Q,,(z) je polynom s neurc¢itymi

koeficienty stejného stupné jako P, (z).

3. Prava strana ma tvar
f(z) = e - [Py(z) - cosbr + Q,(x) - sinbx], (33)
kde P, (x), resp. Q,(z) jsou polynomy m—tého, resp. n—tého stupné.
Partikuldrni feseni y, ma potom tvar
y, = 2" - e - [R,(x) - cosbx + S,(z) - sin bx]

kde k je ndsobnost ¢isla a £ ib jako kofene charakteristické rovnice (pokud a =+ b

neni korenem charakteristické rovnice, bude k = 0) a R,(x), S;(x) jsou polynomy

s neur¢itymi koeficienty téhoz stupné r = max{m,n}.

Poznamka: Je-li pravd strana f(z) = fi(z) + - + fi(z), kde funkce fi(z),..., fi(z)

jsou funkce tvaru (33), potom partikuldrni fesenf y, nehomogenni rovnice (29) je rovno
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souctu partikuldrnich feSent y,,, ..., yp,, kterd urécime vzdy jednotlivé. Tedy

Yp = Ypr T Ypp T+ + Yp,-
Tomuto zobecnéni fikdme princip superpozice.
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II. PRAKTICKA CAST
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8 ROVNICE SE SEPAROVATELNYMI PROMENNYMI
8.1 Resené piiklady
Priklad 8.1 Najdéte obecné teseni diferencialni rovnice:

y ==

x
Reseni: Jednd se o ODR 1. fadu se separovanymi proménnymi. Derivaci 4/ nahradime
podilem diferencidlu ¢y = j—g a za predpokladu y # 0 odseparujeme proménné. Dosta-

neme tak postupné

dy _y
dx x’
dy 1
dr = Y

/dy_ dx
y )o@

Obé strany rovnice zintegrujeme, pravou stranu podle proménné z, levou stranu podle
proménné y a pridame integracni konstantu.
Integraci dostaneme
Injy|=In|z|+In|C|, C#O0.
Vyslednou rovnici odlogaritmujeme a odstranime absolutni hodnoty.
Dostavame teseni

y=Cx, C#N0.

Zbyva vysetiit ptipad y = 0. Dosazenim této konstantni funkce a jeji derivace y' = 0

do zadané rovnice zjistime, zZe je jejim fesenim, a to pro volbu C' = 0. Muzeme ji tedy
zahrnout do Teseni. Obecné feseni dané rovnice je tedy tvaru
y=C-z, CeR.

Piiklad 8.2 Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice:
Reseni:

Opét se jednd o ODR 1. fadu se separovanymi proménnymi. Derivaci 3’ nahradime

podilem diferencialu ¢y = Z—g, odseparujeme proménné a zintegrujeme

dy
dx Y’

/ydy = /—xdm.
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Integraci dostavame

2 2
Y i
L__Z 40
5 o+

Po tuprave ziskame obecné feseni ve tvaru

P+ =0, C>0.

Piiklad 8.3 Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice:

y' = 4.
Reseni: Za piredpokladu, ze y # 0 odseparujeme proménné

dy
dx

d
/_y = /4dm.
Yy

Obé strany rovnice zintegrujeme, pravou stranu podle x, levou stranu podle y.

= 4y,

Dostavame
In|y| =4z + C.
Odlogaritmujeme
y| = et
lyl = Ce* O =e, C>0.
Odstranime absolutni hodnotu
y = Ce', C #0. (34)

Zbyva vysetrit pripad y = 0. Po dosazeni je vidét, ze je tato konstantni funkce reSenim
dané rovnice. Je také vidét, ze toto Feseni lze zahrnout do (34) pro C' = 0. OR lze tedy
zapsat ve tvaru

y=Ce' CecR.

Piiklad 8.4 Najdéte obecné teseni diferencialni rovnice:

xy =y —y.
Reseni: Nejprve si vyjadiime ¢/
A |
y - )
x
y = v -1
x
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Za predpokladu y # 0 A y # 1 dostavame postupné
dy dx

yly —1) x
Integrand na levé strané rozlozime na parcidlni zlomky

1 A B
——=—+4+——=1=A(y— 1)+ By.
yy—1) y y—1 w=1

y=1: B=1

y=0 : A=-1

Dosadime a integraci dostavame

- 5)
- = —— ——|dy=Inly—1—-Inly|=In
/y@—l) y—1 y | | g

Integracni konstantu uvedeme az na pravé strané v rovnici. Po integraci obou stran

y—w

dostaneme .
ln‘y;‘:ln|x|+ln|0|, C #0.
Y
Odlogaritmujeme
-1
y—o _ Cu,
Y
y—1 = Cuy,
y = 1—Cuay,

y(14+Cz) = 1.
Funkce y = 0, y = 1 jsou také feSeni dané rovnice, pficemz y = 1 lze zahrnout do

obecného teseni pro C' = 0. Dostavame OR rce

=——y=0, CecR
y l_i_vay )

Piiklad 8.5 Najdéte obecné teseni diferencialni rovnice:

y+ (1—-2%)y =0.
Reseni: Nejprve vyjadifme v/

o Y
y - 1_x27
dy oy
dr 1— a2

Za ptredpokladu y # 0 dostavame postupneé

Ry
Y 1 — a2

Integrand na pravé strané rozlozime na parcidlni zlomky




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 28

1 1 A B

-2 U-o(+e (=2 02

2

Vynasobenim vyrazem 1 — z* mame

1 1
—1=Al+2)+B(l—2z) = A:—§7B:_§,
Dosazenim a integraci dostavame
1 1 1 1
—— dr = —=.(—=In|l— In|1 =
(Tt aes) @ = pCmi-slmia)
1, |[1+2 1. |[1—x
= ——In =—In .
2 |1—=x 2 |14z
Po integraci obou stran mame
1 1—x
1 =—1 In|C Cy #0.
Vynéasobime dvéma
21n|y| = In _‘C‘+1n|0|, C =20, C#0.
1+

Odlogaritmujeme a odstranime absolutni hodnoty

1—2z

2
— e
o = 152l

tj.

1—x

2
= C- , C#0. 35
Y 1+ 7 (35)

Po dosazeni konstantni fce y = 0 a jeji derivace do dané rce zjistime, Ze je feSenim a
7e ji 1ze zahrnout do (35) pro C = 0, takze OR je ve tvaru
9 11—z

=C. C ecR.
4 14+ 2’

Piiklad 8.6 Najdéte obecné teseni diferencialni rovnice:

y' -sinz =y - cosw.
Reseni: Nejprve si vyjadiime 3/

,  y-cosw
~ sinz
Za ptredpokladu y # 0 dostavame
dy  y-cosx
de ~ sinz

dy / cosS T
— = —dx.
Y sinx
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Integrédl na pravé strané rovnice fesime substituci

sinz = wu,
coszdr = du.
Dosadime
dy

= / 1du.

Yy u
Zintegrujeme, pravou stranu podle proménné u, levou stranu podle proménné y.
Dosadime zpatky ze substituce

Injy] = Inju/+In|C|, C#0,

Inly] = In|sinz|+1In|C|, C#0.
Po odlogaritmovani a odstranéni absolutnich hodnot mame OR

y=C-sinx, C€eR,

ve kterém je také zahrnuto feSeni y = 0 pro C' = 0.

Priklad 8.7 Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice:

ny/ _ y2 — 1
Reseni: Vyjadifme 1/

Déle postupujeme stejné jako v predchozich prikladech

dy 1+ y?

dv x?
/ dy B dx
14+42 2’

Integraci dostavame

1
arctgy = ——+C, C e R.
x

OR je ve tvaru
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Piiklad 8.8 Najdéte obecné feseni diferencialni rovnice:
2ayy = x + 2.
Reseni: Vyjadifme 3/
, T+ 2
Yy = S
Ty

, <x+2) 1
y = 2 -,
Zz )
;o (1, 1)1
Y = \2" s Y

Postupujeme obdobné jako u predchozich piikladu

dy 1 1 1
- — _+_ - =,
dx 2 x) vy

1 1
ydy = <—+—) dx,
2

i = [ (52

1
y—:§x+ln]x\+C,C€]R.

Integraci dostavame

Vyslednou rovnici vynasobime dvéma a vyjadifme 32
Dostavame OR rovnice
Y’ =z+2ln|z|+C, CeR.

Piiklad 8.9 Najdéte obecné teseni diferencialni rovnice:

2y = (22 — 1) - 9.
Reseni: Po dpravé dostdvame

2z — 1)y
y = 2

Za ptredpokladu y # 0 odseparujeme proménné
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dy  (2z—1)y
de 2
1 20 — 1
—dy = * dz,
Y a?
dy / 2 — 1
vy o z?
d 2 1
Y r x
Integraci dostavame
1
Inlyl = 21n|x|+;—|—C’1, C) € R,
|y| — 62lnz+%+01
ly| = e ev - e,
ly| = 2%:C, C=¢o, C>0.

Dostdvame OR rce
Yy = C:I:Qei,C # 0.

Funkce y = 0 je rovnéz fesenim a lze ji zahrnout do predeslého vyjadieni pro C' = 0,
takze OR je ve tvaru

Yy = C’xze%, C eR

Piiklad 8.10 Najdéte obecné teseni diferencidlni rovnice:

Y (Py+zy) =2y® + 20" + x4+ 2.
Reseni: Vyjadifme ¢ a upravime
, ry? + 202+ 1+ 2

2y + xy
y - @)+
PICEST
, o x+2 41
S R VT
dy  x+2 y+1
de — z(x+1) y |

/ i dy = /:v——f—de
y?+1 z (x+1)
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Vypocitame integral na pravé strané
r+2 = Az

/x_ﬂdx_/L B Nurel._
z-(z+1) B r z+1 |t

+1) + Bx
A=2 =

r=-1 : 1=-B=DB=-1

2 1
= /(—— )dx:21n|x|—1n|x+1|+
r x+1

01.1’2
z+1

= In

. O 0.

Integral na levé strané bude
substituce :

y B y? 41 =
2 dy o
y*+1 2y dy = dt

ydy = g

dt

* [wols
N | —

zéwmf+u
Po integraci tedy dostaneme
Cy x?
z+1
C x*
(1)

Y

1
5mW+u::m

Injy? +1 = In , C=C} C>o.

Dostévame OR rovnice

Priklad 8.11 Najdéte TeSeni splnujici pocateéni podminku:

v +y* =0, y(-1)=1.

111|01| ==

1
ZInt| =
S Inlt

Reseni: Budeme postupovat tak, ze nejdifve najdeme OR dané rce a poté dosadime

za x a y pocatecni hodnoty. Tim ziskdme hodnotu konstanty C, kterou pak dosadime

do OR. Dostaneme tak partikuldrn{ feseni dané rce.

Nejprve vyjadiime 3/
2

o _Y

y 7 xQ )
dy ¢
de 2%’
d 1

- e
Yy x
Integraci dostavame
1 1
——=—+C.
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7 vysledné rovnice vyjadiime y
1

Dostaneme OR

Y C eR.

T Cr—1

Dosazenim hodnoty —1 za x a 1 za y do tohoto feSeni dostaneme

- ~1

CC (-1 =1
—C—-1 = -1,
c = 0.

Vypoctenou konstantu C' = 0 dosadime do obecného feseni y = 5", ¢imz dostaneme

tzv. partikularni feSeni dané rovnice

Yp = —T.

Priklad 8.12 Najdéte TeSeni splnujici pocateéni podminku:

y =ycosz, y(m)=1.

Reseni:
y = ycosz,
&y = ycosw
dx ’
@ = / cosz dx.
Integraci dostavame ’
Inly| = sinz+ Cy,
y| = emTtCr (O = 05,
ly| = Ce™* C >0,

y = Ce™ C+£0.
Ziskivame OR rce
y=Cem® CeR.

Dosazenim hodnoty 7 za x a 1 za y dostaneme

1 = Cem,
1 = Cé°,

1 = C,

C = 1

Po dosazeni C' = 1 do OR dostaneme partikuldrni fesenf

sinx

Yp = €
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8.2 Neresené priklady

Ly +ay=y [y=C-e"7
2.2y'\/x =y = C- eV
3.Y = 5 y=1+n|C- =2
4.y cos’w = (1 + cos’z) ly=z+tgz+C
59 +y=2r+3 ly=C-e*+2z+1
6.2y%y +y =y — ¥y ] = 2+ 2 4+C
gty =0 v = stz
8.y =(2y+1)cotgz, y () =3 ly=1-(4-sin’z —1)
9. siny - coswdy = cosy - sinxdr, y (0) = § [cosy = \/75 . COS T
10. (1—1—650)-%—{—6’”:0,3;(0):1 [y=2~(1—|—e“”)_1
11'3/:2'\/@'1“357 y(e) =1 [y:(x-(lnx—1)+1)2
12.y' = 3, y(0) = 1 =3 (z—22) +1
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9 HOMOGENNI ODR
9.1 Resené piiklady

Piiklad 9.1 Resté homogenni diferencidlni rovnici:

2y +x
P = ) 36
Y " (36)
Reseni:
2
y =" +1
T

Zavedeme substituci

y:u:>y:ua::>y’:u’x+u.
T

Dosazenim dostaneme
Wvar+u = 2u+1,
vr = 2u+1-—u,

vr = u+1,

Dostali jsme rovnici se separovanymi proménnymi x,u, pak u' nahradime podilem

/! __ du

U = 4z

(u+1). (37)

I
|
SR

a za predpokladu u+1 # 0 (tj. u # —1) obé strany rovnice zintegrujeme, pravou stranu

podle proménné x levou stranu podle proménné u

du 1
.= = 1
T x(qu ),
1 1
du = —dx,
u—+1 T
/ du B dx
u+1 x

Integraci dostaneme
Inju+1|=Injz|+In|C|, C#0.
Vyslednou rovnici odlogaritmujeme a odstranime absolutni hodnoty
u+1=Czx, C#N0.
Dostéavame obecné feseni separovatelné rovnice (37)
u = Cr—1, C#0. (38)
Vysetiime piipad u+1 = 0 = u = —1. Tuto konstantni funkci zderivujeme, tj. ' = 0,

a dosadime do rovnice (37), abychom ovérili, zda je jejim fesenim. Po dosazeni do
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rovnice (37) dostaneme identitu, protoze

1
0 = —-(=1+4+1),

x
0 = 0,
tedy u = —1 je feSenim rovnice (37) muzeme ji pridat k obecnému feseni. Je ovsem

vidét, ze pro hodnotu konstanty C' = 0 je to feSeni zahrnuto v obecném feseni rovnice
(38), celkovée lze tedy obecné feeni rovnice (37) zapsat ve tvaru
u=Cr—1, CeR

Dosadime zpatky ze substituce

Y—or—1.
5 x
Dostavame OR zadané homogenni rovnice (36)

y=Cz* -z, CeR.

Piiklad 9.2 Resté homogenni diferencidlni rovnici:

iy = 2%y + 2zy. (39)
Reseni:
vy — Y = 2ay,
vy —2®) = 2ay,
/ 2xy
vy = y2— a2

Na pravé strané vytkneme v ¢itateli i ve jmenovateli 22

Zkratime 2

Zavedeme substituci

y:u:>y:u:v:>y’:u'x+u.
x
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Po dosazeni dostaneme
var+u = 2u
w2 —1
, 2u
v = —u
u? —1 ’
2u — u(u? —
e = U u(u 1),
u? —1
2u — ud 4+ u
v = ;
u?z —1
3u — u?
v = ,
u?z —1
1 3u—u?
= . 40
Y xr uz—-1" (40)
duv 1 3u—u’
de  x u2-—1"
w? —1 1
du = —dx.
3u — ud Y T o

Integral na levé strané fesime substituci 3u — u3 =t

2
-1
/u du =
3u — ud

1

= —— ln|t|:—§1n|3u—u

3

Po integraci dostavame
—— In|3u —u
5 1
In|3u—u
In |3u — u

’|
’|

°l

3u—ut = t
(3=3u*)du = dt | =& 1
—3-(1—w)du = dt | J t 3
d
(u? — 1)du s

3|.

Obecné teseni rce (40) v implicitnim tvaru je

= In|z|+In|Cy|, C,#0,
1
= 3Injz|+I|C],C=—~3, C#0,
&
C
= IHE
C
3 _
3u—u =5

Zpétnym dosazenim ze substituce a upravenim do co nejjednodussiho tvaru dostavame

obecné feseni homogenni rovnice (39)

3y_(y)3 ¢

x x x3’

32y —y*=C, CeR.
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Priklad 9.3 Resté homogenni diferencidlni rovnici:

(2* —ay) -y +y* = 0. (41)
Reseni:
y/ _ _y2
22— ay’
2
y = - <_%
2 )
yQ
/ ~ a?

Zavedeme substituci
y:uéy:ug;éy’:u’x—i—u.
T

Dostaneme po dosazeni

, —u
urt+u = ,
1—u
—u?
uxr = —u,
1—u
2
w2 —u- (1=
e = U w-( u)’
1—u
, —u? —u+ u?
uxr = ,
1—u
—u
uxr = ,
1—u
A
r \1—u/)’
d 1
j = —dx,
1—u
1-— 1
udu = —dx
—u x

Integraci a naslednym odlogaritmovanim a odstranénim absolutnich hodnot postupné

dostavame . .
/ — ¢ du = / —dx,
—u x
1 1
/(——+1> du = /—d:c,
u x
—Injul+uv = Injz|+Wn|C|, C#0,
—Injul|+Ine* = In|z|+In|C|, C#0,
£ - 0w (42)
g} u
Do OR (42) v implicitnim tvaru dosadime substituci
er
v = C,I’,

8 ke

= (Cy, CeR.
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Dostavame OR zadané homogenni rovnice (41) v implicitnim tvaru

y=_Ce:, CeR.

Piiklad 9.4 Resté homogenni diferencidlni rovnici:

2y = 2 + zy + 9> (43)
Reseni:
, oy +y?
y=——7""
x
y v
Yy =1+=4 .
r

Zavedeme substituci % = qU.

Pti Teseni zadané rovnice postupujeme obdobnym zpusobem jako u predchozich prik-
ladu
vr+u = 1+u+u?

vr = 1+ u?,
, 1+ u?
ur = ,
T
du 14w
de r
/ du B dx
1+u2 x’
arctgu = In|z|+C, CeR
u = tg(nlz|+C),
% = tg(ln|z|+C).

Dostavame OR zadané homogenni rovnice (43)
y=ztg(ln|z|+C), CeR

Piiklad 9.5 Resté homogenni diferencidlni rovnici:

, x+4y
Yy = .
y —4x

(44)

Reseni: V citateli i ve jmenovateli na pravé strané vytkneme x

,_w(1+42)
SEEICEY)
a po jeho zkraceni dostaneme rovnici ve tvaru
,  1+42
Yy = .

8 ke

—14
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Zavedeme substituci % =u

a postupujeme obdobnym zpusobem jako u predchozich prikladua

vr+u = L+ du
u—4"’
e — 1+ 4u —u(u—4)
u—4 ’
Ay 1+4u—u?+4u
u—4 ’
o — —u? +8u+1
u—4
o —u2+8u+1.1
u—4 x’
du  —u*+8u+1 1
dr u—4 7
/—£U_4) du = d_x
—u®+8u+1 x

Vynasobime-li ¢itatele na levé strané ¢islem (—2), dostaneme v ném derivaci jmenova-

tele, a muzem tak pouzit integracni vzorec

@ b i
[ e = mire)

Aby ovsem zustala rovnice zachovana, musime vyndsobit ¢islem (—2) i pravou stranu

2. (u—4
/Ldu _ o[

—u? 4+ 8u+1 x
In|—u*+8u+1 = —2nz|+In|C|,
In|—u?+8u+1 = —In|z? +In|C]

C
In|—u*+8u+1] = In|—],
x
C
—uw*+8u+1 = —5
x
2
~(2) +8- 241 - c
x x x

Dostavame OR zadané homogenni rovnice (44)
—y* +8ry+a22=C, CEeR.
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Priklad 9.6 Resté homogenni diferencidlni rovnici:

ResSeni:

(:Uy'—y)-cosg—x:().
T

(zy —v)

xy

Po stejné substituci £ = u mame

vr+u =

CcCosu

1
/—dx,
x

ln|x| + 017

arcsin (In

CIER,
|z| +C),

arcsin(In |z| + C1).

Dostavame OR zadané homogenni rovnice (45)

y = zarcsin(In |z] + C),

9.2 Neresené priklady

1.2zy =3y +«x

2. 22+ % =2zy - o/
3.yy =2y —x
4. 2%y = y? — 222

5.2y —y=+/22 — 92
6.2y -sinf =y-sinf —z
7oy —y=y-In¥

8.2y =y-cosln¥

9.92 —zy+ 22y =0

r—z Y
1O.y—y—|—m

C eR.
€2 = (z+y)*
22 —y?=C -z

ei= =C-(y—

=z

[InC -z = cotg(3In¥)
[:r:C-ei,yzo

[y* = 2*In(Cz?), 2 #£0,C >0
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10 LINEARNI ODR 1. RADU
10.1 ResSené piiklady

Piiklad 10.1 Resté linedrn{ diferencidlni rovnici 1. fadu:

Y + 3y — 5z = 0. (46)
Reseni: Nejdiive si vyjadifme v/
/ — —
y = —3y+5z, . (47)
a(x) b(z)
Méme a(z) = —3, b(z) = bz. Déle fesime ve dvou krocich:

1. V prvnim kroku zhomogenizujeme rovnici

y = =3y
a nalezneme jeji obecné reseni
Y = Cel @) de — el (=3)de Ce™* C eR.

2. Ve druhém kroku najdeme obecné feseni nehomogeni rovnice (47) metodou vari-
ace konstanty
y = CO(x)e ™. (48)

Resenf zderivujeme (jako soucin)
y = C'(x)e™ +O(x) e - (=3).

Dosadime y a 3’ do rovnice (47)

C'(z)e™ + C(x)e™™ - (=3) = —3C(x)e " + 5.
Pozn. Po dosazeni y a y' do rovnice (46) by meély vzdy vypadnout ¢leny obsahujici
C(x).
Dostaneme
C'(z) = bre™. (49)
Funkci C(z) najdeme integraci, pro vypocet pouzijeme metodu per partes
/
pu— pu— 1
C(z) = /5xe3xda::5/x63$dx: N v 50| =
Vo= e v = &
3z 1 3x 1
= 5 x-e———/l-egwdx =5 x-e———63z+C’ =
3 9
5 5 5 5
= §x63x—§€3x+02 (g.ﬁﬂ—g €3x+C, C eR.

Dosazenim C(z) do (48) dostaneme obecné feseni rovnice (46), resp. (47)

Y= [(gx — g) e + C’] e 3
)

5
y:§x—§+06_3m, C eR.
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Piiklad 10.2 Resté linedrni diferencidlni rovnici:

y — 4y =e . (50)
Reseni: Vyjadifme y’
BN o)

a(z) b(z)
Méme a(x) = 4, b(z) = e~ **. Pfi feseni opét postupujeme ve dvou krocich:

1. V tomto kroku zhomogenizujeme rovnici a najdeme jeji OR

y = 4y (52)
yy = Ce'® C eR

2. V dalsfm kroku najdeme OR nehomogeni rovnice (51) metodou variace konstanty

y = CO(x)e. (53)
Zintegrujeme (jako souéin)
y = C'(x)e* + C(x)e™ - 4.
Dosadime y a 3’ do rovnice (51)
C'(z)e* + O(x)e* -4 = 4C(x)e* + e,
C'(z)e* = e,
r) = e .ot

) = e %

Zintegrujeme a dostaneme

—6
Dosazenim C(z) do (53) dostaneme OR rovnice (50)

1 6
— _ - 6z C . 4x
Y ( 66 + ) e,

1
y = Ce'* — 66_23”, C eR.

e—6a:
C(z) = /eﬁxdx = +C.

Piiklad 10.3 Resté linedrni diferencidlni rovnici:

y' 4y = cosz. (55)
Reseni: Vyjadifme 1/
/ — —
Yy = 1 y+cosz. (56)
5 a(x) b(z)
Méame a(z) = —1, b(x) = cosz. Resime ve dvou krocich:

1. Zhomogenizujeme rovnici
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a najdeme jeji OR
yg = Cel D& — 0= O e R.

2. Najdeme OR nehomogeni rovnice (55) metodou variace konstanty

Zderivujeme (jako soucin)
y = C'(z)e™+C(x)e ™ (—1).
Dosadime y a y' do rce (56)
C'(x)e ™+ C(x)e™ - (=1) = cosz—C(x)e ™.
Dostaneme
C'(x) = € cosu.

Zintegrujeme metodou per partes

, .
u = cosxr u = —sinx
Cz) = /excosa:da:: ) . . | =¢€"cosx—
= e vo= e
— / (—sinz) x:e”cosx—i—/e“sinxdx:
u = sinz u = cosx
Vo= e v = e*
= e’ cosr+e”sine— [ e cosxdr+C;, CeR.

Nyni integral z pravé strany prevedeme na levou dostaneme

2 | e coswdr = € (sinx+ cosx)+ C,
1 i 1
e’ cosrdr = ée’” (sinx 4 cosz)+ C, C = 501,

1
C(z) = 56”” - (sinz + cosx) + C.
Dosazenim C(z) do (57) dostaneme OR rce (55)

e* cosx +e* sinx
y= < + C) e ",

2

1
—(sinx 4+ cosz) + Ce ™, C € R.

y:2

Pi#iklad 10.4 Resté linearni diferencidlni rovnici:

y — 2y =2cosx.
Reseni: Vyjadifme 3/

/

y = 2cosx+_ 2 y.
b(x) a(x)

Mame a(z) =2, b(z) =2 cosz.
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1. Zhomogenizujeme rovnici

a nalezneme jeji OR
yy = Ce**, C € R.

2. Najdeme OR nehomogen{ rovnice (59) metodou VK
y = CO(x)e*. (60)

Zderivujeme (jako soucin)
y = C'(x)e** + C(x)e* 2.
Dosadime y a 3’ do rovnice (59)
C'(z)e** + O(x)e** 2 = 2cosx + C(x)e** 2.

Dostaneme
C'(x) = e *2cosz.
Cz) = /e‘zx -2cosx = /2 e cosx da.
u=e2® Y =-2.%

/621 cosxdr =

= e 22¢ing — / (—26_29”) -sinz dx =

v =cosx v=sinz

u=2-e %

/ —2x
o . o . u = —4e
= = Smx—i—/Qe 2 sinxdr =
v

v =sinz = —COoST

= e *ginr+2-e . (—cosx) — / <_4 eih) (= cosz)dr =

= e ®sing—2-e ™ c08$_4/6_2x cosrdr+Cy, CeR.

Obdrzeli jsme tedy rovnici

/6_2z coswdr = e **(sinx —2cosx) — 4/6_2”” cosx dx + Ch.

2x

K obéma stranam rovnice pricteme 4 f e **cosx dx , dostaneme

5/6_2”” coszdr = e **(sinz —2cosx) + Oy,

1 1
/emcosxd:c = 56721 (sinx —2cosz)+C, C = gCl, C eR.
1 2 4
Clx)=2 / e coszdr =2 [ge_% (sinz — 2cosz) + C’] =e ¥ (5 sinz — £ cos x) +C.
Dosazenim C(x) do (60) dostaneme OR. rce (58)
2 4
Yy = [6_29” (5 sinz — = Cosx> + C’} e,

Yy = gsinx—gcos:v—i—CeQ”, C eR.
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Piiklad 10.5 Resté linedrni diferencidlni rovnici:

22y + 2% — 6y = 0.

Reseni: Vyjadifme y’

J = 6y — 22
2
g W
x 2
, x 3
y = —5 + — .
T
~ =~
) o) a()
Resime ve dvou krocich
1. Zhomogenizujeme rovnici
3
y = —y.
T

a nalezneme jeji OR

yy = Cel 24 = Ces™lel = o™ — 043 C e R.

2. Najdeme OR nehomogeni rovnice (62) metodou VK
y = C(x)r°

Zderivujeme

Dosadime y a 3’ do rovnice (62)

C'(z)x* + C(x)32* = ; C(z)x® — g,
C'(z)x® + C(x)32° = C()32* — g,
, r 1
, 1
¢ (.ZU) = @)

Dosazenim C(z) do (62) dostaneme OR rce (61)

_ (1 3
y—<2x+0)x,

.TQ
Yy = (?—FC@“B),CGR.

(62)
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Piiklad 10.6 Resté linedrni diferencidlni rovnici:

Y+ 2wy = ze (64)
Reseni: Vyjadifme y’
I —z2
y = ze 21 . (65)
1. Zhomogenizujeme
y = 2y

a nalezneme OR této rovnice
Y = Cel (F2m)de — Ce‘xQ, C eR.

2. Najdeme OR nehomogen{ rovnice (65) metodou VK

y = Clz)e™. (66)
Zderivujeme
Yy = C'@)e™ +C)e™ - (—22).
Dosadime y a ¢’ do rovnice (65)
C'(z)e™™ + Cx)e™ - (=22) = ze ™ —2zC(x)e™ .
C'(z)e™™ = ze ™,
re *
Cl(m) = o2
C'(zx) = =
Zintegrujeme a dostaneme
Clx) = /xd:z:,
72
Dosadime C(x) do (66) a dostaneme OR rovnice (64)
$2 )
Yy = ? +C e, CeR.
Piiklad 10.7 Resté linearni diferencidln{ rovnici:
Yy =ytgx + cos. (67)

Reseni: Resenf najdeme opét stejnym postupem:

1. Zhomogenizujeme
/

y = ytgz.
a nalezneme OR

yg = Cel B2 O e R,
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Exponent upravime
i 1
/tgwdm = / ST g = —In|cosx| =In ——
CoS T | cos |
a dostaneme
L C
yH:CG feosz] — , C eR.
COS T
2. Najdeme OR nehomogen{ rovnice (67) metodou VK
C(x)
y = ( , (68)
cos T
,  C'(x)-cosx —C(z) - (—sinw)
Y cos? ’
C'(z) Cf(x)-sinx
y _ Ol s
cos T cos?
Dosadime y a y' do (67)
C’ C(x) - si C
(x) N (x) 2smaz: _ (x) g+ cosa,
COS T cos? COS T
C'(x) C(x)-sinz C(z)-sinz
+ 3 = 3 + cosz,
COS T cos? cos?
C'(x)
= cosuz,
COS T
C'(x) = cos’z.
Zintegrujeme
1 2 1 in 2
C(z) :/COSQJZd.T:/de: 5 (:E~|— sz :c) +C, CeR
Dosazenim C(z) do (68) dostaneme OR. rce (67)
) % (ZE+ sin2233) —f-C
CoS T ’
B %+ 2sin:z~cos:r +C
y - )
COS T
i C
_ =z sin x C CeRr
2cosx 2 cos T
Piiklad 10.8 Resté linedrni diferencidlni rovnici:
(1+2*)y —2zy=(1+ x2)2 . (69)
Reseni: Vyjadifme y’
(1+2%)y = (1+ x2)2 + 22y,
J = (14 22)° + 2zy
1+ a2 ’
2z
y = 1+ sy + (1+27%). (70)
x ——
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Postupujeme analogicky:

1. Zhomogenizujeme rovnici
, 2z

Yy = 1_'_1:23/-

Jeji OR je
2x

yi = Cel T @ = Ce Il — 0 (142%), CeR

2. Najdeme OR nehomogeni rovnice (70) metodou VK

y = Cfz)(142%). (71)

Zderivujeme (jako soucin)

Dosadime y a 3’ do rovnice (70)

C'(z)- (14+2*) +C(z) 22 = : _2:;2 O(z) - (14 2%) + 1+ 2%
Pozn. Plati stejné pravidlo jako v predchozim ptikladu
C'(z)- (14+2%) = 1+47
C'(z) = 1. (72)

Integraci dostaneme
C(z) :/ld:p:x+C’.
Po dosazeni C(z) do (71) dostaneme OR (69)

y=(x+0C)-(1+2%), CeR

Priklad 10.9 Resté linedrni diferencidlni rovnici s poéateéni podminkou:

y:—%+w,mnz—3 (73)

Reseni: Nejprve najdeme OR rovnice (73) analogicky jako ve vsech predchozich pii-
kladech:

1
L —_—
Yy = . y+ 3T
~~ b(x)
a(x)
1. Zhomogenizujeme
y = ——y

a nalezneme jeji OR

1 1
yy = Ce J=d =Ce ™ =C=, CeR.

i

2. OR hleddme ve tvaru .
y = C(x)-

- .
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Zderivujeme

Dosadime y a y’ do rce (10.9)

C'(x) - é +C(x)-(=1)-27% = —i -C(x) - i + 3,
C'(x) = 327

C(z) = /3x2dx =2°+C, CeR
Dosazenim C(z) do rce (74) dostaneme OR. rovnice (73)
1 C
y = (]73—1-0)'5:1‘2—1-;, C eR. (75)

Nyni vyfesime pocateéni tlohu dosazenim hodnoty 1 za x a —3 za y do tohoto feSeni.

Dostaneme o
3 = 1-=
1 )
-3 = 1-C,
Cc = 4.

Vypoétenou konstantu C' = 4 dosadime do OR (75), tim dostaneme tzv. partikularni

feSeni dané rovnice ve tvaru

2
Yp =T +E

Piiklad 10.10 Resté linedrni diferencidlni rovnici s pocdteéni podminkou:

y'cosr+ysinz=1, y(0)=1. (76)
Reseni: Upravime
, l—y-sinx
vy = ——
cos T
1 sinx
y = —y (77)

COS T cosx,
o~ o~
OR najdeme ve dvou krocich

1. Zhomogenizujeme rovnici

, sin x
y = — Y.
g cos
a nalezneme jeji OR
g = Cel—Szar _| T = coST _ el ol —
dt = —sinzdx
= (Celleostl — Ceosz, CeR.
2. OR rovnice (77) pfedpokldddme ve tvaru
y = C(z)cosz. (78)

Zderivujeme
y = C'(x)-cosz+ C(z)- (—sinx).
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Dosadime y a 3’ do rce (76)
[C'(z) - cosz + C(z) - (—sinx)] - cosx + C(x) - cosz - (sinz) = 1,
C'(z) - cos’z + C(z) - cosw - (—sinx) + C(x) - cosx - (sinz) = 1,

C'(z)-cos’z = 1,

1
C' =
(z) cos?
Zintegrujeme a dostaneme
1
C(x):/ s—dr=tgz+C, CeR
cos?x
Dosazenim C(z) do (78) dostaneme OR rce (76)
y = (tgx+ C)cosz, (79)
y = tgxcosx+ Ccosx,
sinw
y = cosx + C'cosz,
cos T
y = sinx + Ccoszx.

Dosazenim hodnoty 0 za x a 1 za y do tohoto feSeni dostaneme

1 = 0+1-C,

c = 1
Vypoctenou konstantu C' = 1 dosadime do OR. (79), tim dostaneme tzv. partikularni
feSeni dané rovnice

Yp = SInx + cosx.

10.2 Neresené priklady

Ly —Ty=eé" ly=C-e™ — ¢ - €7
2.y +2y =4z ly=C- e 242z —1]
3.y = 6xy + 4z - % [y = (222 + C) - &3]
4.y +y=sinz ly=1-(sinz —cosz)+C e
5.y + Loy =sinz = sinx—(z—mi-j—)icoscc-l—C]
6.y — 322y = (z +2) - [y:<%2+2x+0>-ex3]
7.y " +2zy - e =cosz [y = (sinz + O) -]
8.x%y —2zy = -3, y(-1) =1 [y, = 222 + 510]
9.9 +x—ay =0, y(0) = —4 [yp =1 — 5e7]

]

10.y' +y =sinz, y(r) = 1 lyp = 3 (€"* +sinz — cosx)
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11 BERNOULLIOVA ROVNICE
11.1 Resené piiklady

Piiklad 11.1 Reste Bernoulliovu diferencidlni rovnici:

zy +xy® —y = 0. (80)
Reseni: 7 rovnice si nejdifve vyjadifme 1/
3
ro_ Y- 2y
y - )
x
! 1 3
yo= vy (81)
7, druhého c¢lenu na pravé strané plyne, ze r = 3, zavedeme tedy substituci
1

 o1-r _ . 1-3 _ 92 _

=y =y C=y =

. Va /7 7/ y
Derivaci dostavame

Za y' dosadime z (81) a rozndsobime

1 2

Z =2y [—y - y3] ==yl +2
Xz xz

!

Y
Nyni y~2 nahradime proménnou z a dostaneme tak linearn{ diferencidlni rovnici prvniho

radu 5
2 =—=z+2 (82)
T
V této rovnici oznaéime a(z) = —2, b(z) = 2.
1. Rovnici zhomogenizujeme
2
/

2 ===z
x
a najdeme jeji obecné feseni, napiiklad uzitim vztahu
o= Cefa(x)d:c‘
Tedy
_ f(*g —2In|z| _ n—= _ C
2y = Cel 24 = e =(Ce = —.

8
R

2. Obecné feseni nehomogenni rovnice (82) hleddme ve tvaru

2)
Clw), (83)

x2

z =

Zderivujeme (jako podil)
, C’( Vo2 —C(x)-2¢  C'(z) C(z)-2

z = -

x? x? x3
Dosadime z a z’ do rovnice (82)
C'(x) C(x)-2 2 C(z)
_ —9_Z.
x? x3 x  a?
Dostaneme
C'(x)
= 2,
22
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C(x) zjistime integraci

3
Funkci C(z) dosadime do hledaného obecného feseni (83)

X240 28430

3
C(x):/Zxde=2i+C.

x? 3x?
Zbyva nahradit zpatky y% za z
1 22°+3C
Y2 - 3r2
Obecné teseni rovnice (80) je tedy tvaru
322
2
= 5 = O, C S R
Y "o rsc?

Pozndmka: Reseni y = 0 jsme k obecnému piipsali proto, ze je-li r > 0, ma Bernoulliova

rovnice i feSeni y = 0.

Piiklad 11.2 Najdéte obecné teseni Bernoulliovy diferencidlni rovnice:

o2y?y’ + 2y = 1. (84)
Reseni: Z dané rovnice nejprve opét vyjadifme 3/
r 1— wyg
y - x2y2 )
o L
vy = x2y?  x2y?’
, 1 5, 1
Vo= Sy oy = =2 (85)
Zavedeme substituci
P Ry
zderivujeme
Z/ — 3y2 . y/’
dosadime za y' ze vztahu (85) a zjednodusime
Ly
Z o= 3y - =
Yy 22 x|
y/
g 3%
22

Nyni ¢ nahradime proménnou z, é¢imz opét dostaneme linedrni diferencidlni rovnici

prvniho fadu

3 3
=2 2 86
v 2 e + o (86)

Méme a(z) = —2, b(z) = %. Resime opét ve dvou krocich
1. Rovnici zhomogenizujeme
3
/
Z=——z
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a najdeme jeji obecné feseni
g = Cefa(x)dx _ Cef(—%)dm _ Ce—3ln|z| _ Celn\x|_3 _ g
A

2. Obecné feseni nehomogenni rovnice (86) hleddme ve tvaru
C(z)

x3

Zz =

Zderivujeme (jako podil)

, C'(x)-2°—-C(x)-32> C'(z) Clz)-3
B b 3 7

Dosadime z a z’ do rovnice (86)

C'(x) C(x)-3 3 3 C(x)

z

o . s x? 2 r ad
Zkratime a zintegrujeme

C'(x) 3

x3 x2’

C'(x) = — =3z,

Cz) = /3xdx:—+(].
Vypoctenou funkei C(x) dosadime do (87)
372 2
o3 23

Dosadime zpdtky y* za 2 a dostaneme obecné feseni dané rovnice (84)
5 3at+2C
=——,CcR

Y op3

Piiklad 11.3 Resté Bernoulliovu diferencidlni rovnici:

zy — dy = 2%\ /4. (88)
Reseni: Postupujeme analogicky jako v predchozich piikladech

g = TVt
T Y

Zavedeme substituci

Dale tesime jako linedrni rovnici:

1. Rovnici zhomogenizujeme
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Jeji obecné teseni bude

2 2
zg = Cel 2% = el = geme® = 02,

2. Obecné feseni rovnice (89) hledame ve tvaru

z=C(z)2*. (90)
Zderivujeme
2 =C'x) 2* + C(x) - 2.
Dosadime z a z’ do rovnice (89)
2
C'(z)-a®+C(a) 20 = = Cla)-a®+ g
) 22 =
Cw)at =
1
/ — PR
¢lz) = 21’
1
C(z) = 5 dx,
1
Clx) = 5 In|z| + C.

C(z) dosadime do (90)
1
z = (§ln|w| +C’) s

Vrétime se zpét ze substituce z = /y
1
y? = (§1n|xl+0) s
a dostaneme obecné feseni rovnice (88) ve tvaru

1 2
y = (§ln|xl+0) aty=0,C€eR.

Piiklad 11.4 Resté Bernoulliovu diferencidlni rovnici:

2y +y—ylnz=0. (91)
Reseni: 7Z rovnice vyjadifme v/
, —y+y’Inw
y = —
x
Inx
y = —g+—'y3 =1 =3.
x T

Zavedeme substituci

1

2 Y
Y
zderivujeme, dosadime za ' a upravime na linearni DR 1. fadu

o yl—r _ y1—3 _ y—2 _

ZI = —2y73 . yl = —2y73 . |:1n—x’y3 — g:| = —21111: + zy72
X xr x xr
e ——
y/
21 2
PR (92)

T T



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky

1. Zhomogenizovana rovnice ma tvar

/
Z = —z,
T

jeji obecné teseni je

2 .
ZH = Cel 28 = Ol = Og2,

2. Obecné teseni rovnice (92) hleddme ve tvaru
z = C(z)2*.
Zderivujeme
2 =C"(2)2* + C(x) - 2

a dosadime spolu se z do (92)
2lnz 2

C'(z)x* +C(x) - 20 = — . —1—5-0(3:)332,
2Inzx
C/ 2 —_
or =3
2Inx
C,(.I') = - 3
2Inz u=Inzr vV =-3%
Cx) = /— dx = o=
( ) SL‘3 ulzi U:w_12
1 1 1 1

C(z) dosadime do (93)

1 1 1
z = (?-lnx—l—Q—a/Q—i—C) -x2:lnx+§+0$2.

Dosadime zpatky ze substituce

1 1
— =Inx+ - +C2°
y? 2
a dostaneme obecné feseni rovnice (91) ve tvaru
1
2
et 5 - O, C E R
4 Inz + % + Cz2 y

Piiklad 11.5 Najdéte obecné feseni Bernoulliovy diferencialni rovnice:
2 3 cos 3w

3y + -y = :
T VY
Reseni: Vyjadifme y’
,  cosdr 2
y - \/@ 31' yv
2y 1
e 3z - 2 — 2 = r=_—=
Yy cos 3z -y a2 r 5
Zavedeme substituci
B e L
r=y =y Y =y,
takze 5 5 5 5 .
Z = §-y% -y’:§-y%- Sos?mc-yé —3—2 2500833:—52.
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1. Rovnici zhomogenizujeme

1
Z = ——z,
. L4 / ~ ~ e x
jeji obecné teseni bude

2 = Cel Dde _ Ce=mlal — o — g
x

2. Hleddme obecné feseni rovnice (95) ve tvaru
C
IO} (96)

T

Zjistime jeho derivaci
z C’(m)-x—C(m)-l _C'(z) Clo)
x? B a
Po dosazeni z a 2z’ do (95) bude
!
C() ($) = ;cos?m—l C()7

X 22 i i

C'(z) = gx cos 3z,

U = %az v = cos 3z

Cz) = /%xcosBxdx:

sin 3z
3

r_ 3 —
u-2 v =
1

= in 3 L '3d—1'3+1 3z +C
= Gesindz — o [ sindrdr = jrsindz+ - cos3z .

C(z) dosadime do (96)
%xsini%m + %cos?):p +C B 3z sin 3x + cos 3z + 6C
T - 6z )

z =

Vratime se zpatky ze substituce a dostaneme obecné feseni rovnice (94) ve tvaru
3 3dxsindx + cos 3z 4 6C
Yz = , CeR,
6z
32 sin 3z + cos 3z + 6C\ 2
= ( + ) ,CeR

6x

neboli

11.2 Neresené priklady

Ly—ay =y’ Y = 550 ¥ = 0]
2.2y +y=y?lnx [y—m,yzo]
3.ay — 4y =a2*\/Jy ly=2*(iln|z| + C) y = 0]
4.2%9%y + xy =1 [P =5+ 2]
5.30%y +ay =y ? [y? = 1n|x\+c]
6.y +y=y>-¢" v =z y="0l
7y —xy+ y3e_$2 =0 ly? = 2;07 y = 0]

]

2
8.y +ay = 62/y ly = <6—|—Ce‘7) y=20
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12 EXAKTNI DR A INTEGRACNI FAKTOR
12.1 ResSené piiklady

Priklad 12.1 Dokazte, ze dana diferencialni rovnice je exaktni, a najdéte jeji obecné
fesenti:
(32 + 62y°) dz + (62°y + 4y*) dy = 0. (97)
Reseni: Nejprve si oznaéme
P(z,y) = 32* + 6z,
Q(z,y) = 6%y + 49°.
Aby byla dana diferencidlni rovnice exaktni, musi byt splnéna podminka
P(z,y) = Q,(x,y).
Zde mame
P (z,y) = 122y,
Qy(7,y) = 122y,
podminka je splnéna, dana rovnice je tedy exaktni. To znamena, Ze existuje tzv. kme-
nova funkce F(z,y), jejiz totdlni diferencidl je vyraz na levé strané rovnice (bylo jiz

vysvétleno v teoretické casti). Plati tedy

Fi(z,y) = Plz,y) = FZ/P(:U,y) dz, (98)
Fi(z,y) =Qv,y) = F=/Q(w,y) dy. (99)

Kmenovou funkci F' nalezneme napiiklad vyuzitim (98)
F(z,y) = / (32° + 62y°) dx = 2° + 32%y* + C(y). (100)

Zbyva nalézt funkei C(y). Proto nyni F(x,y) zderivujeme parcidlné podle proménné y
a tuto derivaci polozime rovnu funkci Q(z,y). Vyuzijeme tak podminku (99)
F(r,y) = Q,y),
0+ 32%2y + C'(y) = 627y + 49,
62%y + C'(y) = 62y + 4y°,
C'(y) = 4y’
Zintegrujeme
Cly) = /4y3 dy,
Cly) = y*+0C, CLeR
C(y) dosadime do kmenové funkce F(z,y) v (100)
F(z,y) = 2° + 32%* + y* + O1.
Obecné tesent je ve tvaru (viz teoreticka cast)
2+ 32% 4y + O =K, C,K €R.
Jesté muzeme obé konstanty C, K zapsat pomoci jediné C' = K — (] a vyjadrit tak
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obecné feseni dané rovnice (97) v jednodussim tvaru
2+ 3% +y' =C,C eR.

Piiklad 12.2 Resté exaktni diferencidlni rovnici:

sin®y dw + (x - sin 2y — 2y) dy = 0. (101)
Reseni: Nejprve dokdzeme, ze se jednd o exaktni diferencidlni rovnici
P =sin’y = P, =2siny-cosy parcialni derivace jsou stejné,
Q=x-sin2y—2y = @, =sin2y=2siny-cosy rovnice je tudiz exaktni.
Kmenové funkce tedy existuje, nalezneme ji napiiklad uzitim vztahu (98), stejné jako
v predchozim prikladé
F(z,y) = /P(x, y)dx = /sindex =z -siny + C(y). (102)
Nyni, analogicky jako v predchozim piikladé, nalezenou funkci F' zderivujeme parcialné
podle proménné y a polozime ji rovnu funkci @, abychom nalezli funkei C(y)
Fy(z.y) = Qz,y),
x-2siny-cosy + C'(y) = x-sin2y — 2y,
z - sin 2y + C'(y)
C'ly) = —2y,
cty) = (-2 dy
Cly) = —y*+0Cy,CLeR,
Funkci C'(y) dosadime do kmenové funkce F(x,y) v (102):
F(z,y) =2sin’y —y*+C, =K, C;,K € R.
Obecné teseni rovnice (101) je tvaru
rsin®y —y? =C, C € R,

= x-sin2y — 2y,

Poznamka

e Prii reseni budeme nékteré komentare jiz vynechavat, zejména tam, kde je postup
ziejmy.
e V obecném teseni uz budeme konstanty C'; a K rovnou zapisovat pomoci jediné

konstanty C'.

Piiklad 12.3 Resté exaktni diferencidlni rovnici:

(4y’e™™ + 32%€Y) dx + (€Y — 12y%e™* + siny) dy = 0. (103)
Reseni:
P = 4yPe™® + 32%eY = P, =12y 4 327!
Q=12%Y —12¢y%c* +siny = Q! =3z%¥ —12y%c - (—1) = 3z2e¥ + 12y%c™* }
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= rovnice je exaktni.

Najdeme kmenovou funkei F'(x,y)
—x $3
-1 — ' +Cy) =

Flz,y) = /P(x,y) dx = /(4y36_”” + 32%e) 3
= Ayt 4 1Y + C(y). (104)

Nalezneme funkci C'(y)

Fy(z,y) = Q(z,y),
—12y%e "+ 2%V + C'(y) = 2°e¥ — 125%™ +siny,
C'(y) = siny,
Cly) = /Sinydy,
Cly) = —cosy+Cy, Cy €R.

C(y) dosadime do (104):
F(z,y) = —4yPe™® + 2°e¥ — cosy + C1, C; € R.
Obecné teseni:

—4aPe™™ 4+ 23e¥ —cosy = C, C € R.

Piiklad 12.4 Resté exaktni diferencidlni rovnici:

(¥ sinz — 2e* cosy) dz — (2e* cos v — 2e* — e** siny) dy = 0. (105)
Reseni:
P = e*sinx — 2e* cosy,
Q = —(2%cosx —2e* — ¥ siny) = —2e% cosx + 2% + e** siny.
P, =e* -2 -sinz — 2 - (—siny) = 2e*sinx + 2¢* siny, } . rovnice je exaktn
Q. = —2e%.(—sinz)+ 0+ e* - 2siny = 2e* sinx + 2e** sin y.

Najdeme kmenovou funkci F'(x,y), tentokrat napfiklad vyuzitim vztahu

Fiey) = Qzy) = Fla.y)= / Q(r.y) dy.

F(z,y) = /Q T,y dy—/( 2e*Y cosx + 2e* + e** siny) dy =

= —27 cosx + 27 + ¥ (—cosy) + O(x) =

= —e¥cosz+ e — e*cosy + C(x). (106)

Funkci C(x) zjistime tak, ze nalezenou kmenovou funkci F(z,y) (vztah (106) zderivu-
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jeme parcialné podle proménné x a polozime ji rovnu funkeci P(z,y) :
Fy(r,y) = P(x,y),

—e?(—sinx) +0 —e** - 2cosy + C'(z) = e*¥sinz — 2e* cosy,
C'(z) = 0,
Cla) = / 0da,
Clz) = Cn.CieR.

Kmenové funkce bude mit tedy tvar:
F(z,y) = —e* cosz + e* — e* cosy + Cy, C; € R.
takze obecné feseni rovnice (105) bude

—ecosz +e* —e** cosy = C, C € R.

Piiklad 12.5 Resté exaktni diferencidlni rovnici:

— L G- [——L—11)dy=0. (107)
/22 — 42 22 — 42
Reseni
T _3 T
P= Va2—y? = PZ'; =& (_%)(12 - y2) 2 (_2y) - (xQ—zQ)% =
_3 x

=T L= Q,=-y (—3)@*—y*) 2 '2$:m

= rovnice je exaktni.
Najdeme kmenovou funkei F'(x,y)

T 22—y =t
F(x, = /Pl’, dr = | ——=dx = =
(=:9) (:9) x? —y? 2edr = dt

= VE @40 (108)

1 1 Y

3@ =) WO = s =1
C/<y) = _17
c) = [-vdy
Cy) = —y+01, CleR.

Nalezenou funkci C'(y) dosadime do (108) a zapiSeme obecné feseni, analogicky jako v
predchozich ptikladech:
22—y —y=0C,CeR.
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Piiklad 12.6 Najdéte integracni faktor pro danou rovnici a vyteste ji:

(2y + 42%y?) dz + (z + 22°y) dy = 0. (109)

ResSeni:

P =2y+42*y* = P,=2+8%

Q=x+2yr®> = Q,=1+622%
Pottebujeme proto nejprve najit tzv. integracni faktor, tj. takovou funkci, kterou po

", # @, = rovnice neni exaktni.

jejim vyndsobeni rovnice (109) dostaneme rovnici exaktni. Ovéifme, zda plati bud

P, —Q,

— a(a), (110)
tj., zda je vyraz na levé strané v (110) funkci pouze proménné x, nebo
QI
= B(y), (111)
tj., zda vyraz na levé strané v (111) je funk01 pouze proménné y.

Plati
- Q) 2+8xy—1—6xy 1+ 22%y 1
= — =),
x + 223y r(1+21%) «z
coz je funkce jedné proménné z, takie integracni faktor m bude také funkci jedné

proménné x. Najdeme ho takto:

m(x) _ efa(x)dx _ ef%dx _ eln\x| — .

Nyni timto integra¢nim faktorem vynasobime puvodni rovnici (109):
z - [(2y 4+ 42%y?) do + (z + 22°y) dy] = 0,
(2zy + 42°y*) dx + (2° + 22'y)dy = 0 (112)

V nové rovnici (112) mame
P =2xy+42°y = P, =2x+8%
Q=2>+22y = Q. =2r+8z3%
Najdeme kmenovou funkei F'(x,y)
F(z,y) = /P(x, y)dx = /(me + 42*y?) dx = 2%y + 2*y* + C(y).  (113)
Zjistime C(y)

} = rovnice (112) je exaktni.

Fy(z,y) = Qz,y),
2?20ty + C'(y) = 2 + 22y,
C'(y) = 0,

C’(y) = Cl, Cl € R.
Obecné teseni rovnice (112), a tedy i puvodni rovnice (109), je
?y+aty? =C, C e R,

Piiklad 12.7 Najdéte integracni faktor pro danou rovnici a vyteste ji:

(2zy® — y) dz + (z + y*) dy = 0. (114)
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Reseni:
P=2r?—y = P =dzy—1
ey i P, # @, = rovnice nenf exaktn{.
Q=z+y’ = @, =1
Plati
-Q) dxy—1-1 dxy — 2 2
—-P —2zy*+y  —y(2zy —1) y
Integracni faktor bude tentokrat funkce proménné y
2 n -+ 1
m(y) = e/ W = =2yl — My o y2
Integracnim faktorem m(y) vyndsobime puvodni rovnici
2 @y —yydet (@ +y)dy] = 0,
1 x
(2 —-)dz+ (5 +1)dy = 0. (115)
Y Y
V nové rovnici (115) mame
P=2r-1 = p =1 , . ,
Y y1 = rovnice (115) je exaktni
Nalezneme kmenovou funkci F (
1
Flz,y) = /P(m, y) dr = /(23; R e g +O(y). (116)

Zjistime C(y)

Fi(r,y) = Qz,y)
x , x
? +C (y) = E + 1,
C'y) = 1,
C’(y) = y+C’1,C’1€R.

Obecné teseni rovnice (115), a tedy i puvodni rovnice (114), je
$2—£+y=C,C’ER.
Y

12.2 NeresSené priklady

1. 2zy — 22 — 1)dz + (2> +2y+ 1)dy =0 2?7y —2* —z+y* +y=C]
2. (2zy? — 2y3) dz — (6y>x — 4y — 2yx®) dy [#2y? — 2zy3 + y* = C]
3. (cosy +y-cosz)dr+ (sine —z -siny)dy =0 [ -cosy +y-sinx = C]|
4. (14 - cos2y)dr — (- sin2y) dy = 0 [z + 2% cos 2y = C]
5§dx+y*3xd_0 [y——- C]
6. (ln T —y —l—x—ﬁ)dx—x%ydy:() [z-In(z—y) =C]
7. (322%y + y?) dz — (243 + 5y) dy = 0 [—xsﬂy“f%y C
8.2zydx + (y* — 32%)dz =0 [% = (]
9. (1 + 3z%siny) dx — xcotgy dy = 0 [ + 23 = (]

C]

10. cosy dx + (e* 4+ siny) dy = 0 [y —e Tcosy =
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13 HOMOGENNI LODR n- TEHO RADU
13.1 ResSené piiklady
Piiklad 13.1 Resté homogenni diferencialni rovnici druhého fadu:

y" + 3y’ — 10y = 0.
Reseni: Charakteristickd rovnice je tvaru A 4+ 3\ — 10 = 0. M4 dva riizné redlné
koteny A\; = —5, Ay = 2.

Odtud tedy dostavame, ze fundamentalni systém je ve tvaru

—bx 2z
Yy = € s Yo = € .

Obecné Teseni pak mé tvar

y = Ciyr + Caya,
Yy = 0167536 + CQQQI, Cl, CQ e R.

Piiklad 13.2 Resté homogenni diferencidlni rovnici druhého tadu:

y" — 6y + 9y = 0.
Reseni: Charakteristicka rovnice je tvaru A2 — 6\ + 9 = 0. M4 jeden dvojnédsobny
koren )\1’2 =3.
Odtud tedy dostavame, ze fundamentalni systém je ve tvaru

Y = 63907 Yo = xe?):c.

Obecné teseni je ve tvaru

y = Ciy1 + Caya,

y = C1e” + Coze®, C1,C5 € R.

Piiklad 13.3 Resté homogenni diferencidlni rovnici druhého fadu:

y" — 6y’ + 13y = 0.
Reseni: Charakteristicka rovnice je tvaru A2 —6A+13 = 0 a m4 dvojici komplexné
sdruzenych kofenti Ay o = 3£2i. Pozadovana linedrné nezavisla fundamentalni reSeni
jsou tedy tvaru

Yy = e cos2z, Yo = e sin 2.

Obecné teseni je ve tvaru

y=Cr y1+ Cy - yo,

y = C1€% cos 2z + Che® sin 2z, Cy, Cy € R.
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Priklad 13.4 Resté homogenni diferencialni rovnici ¢tvrtého radu:

y® + 2y +y = 0.
Reseni: CHR je tvaru \*+2X2+1 = 0, déle fesime napf. zavedenim substituce A2 = t.
Dostaneme dvojici dvojnasobnych komplexné sdruzenych cisel A\; 2 = ¢, A3 4 = —i. Fun-
damentalni feseni jsou tedy tvaru

Y1 = COST, Yo =SINXx, Y3=2TCOST, Yq = TSINT.

OR je ve tvaru
y = Cryr + Coya + Csyz + Cuya,
y = (C1 + Cszx) cosx + (Cy + Cyz) sinzx, C1,Cy, C3,Cy € R,

Piiklad 13.5 Resté homogenni diferencidlni rovnici tietiho fadu:

y" +Ty" + 19y + 13y = 0.
Reseni: CHR je tvaru A\* 4+ 7A\% + 19\ + 13 = 0, vyfesime ji za pomoci Hornerova

schématu.

Ziskame jeden realny kofen A\; = —1. Dalsi koreny najdeme pomoci diskriminantu,

vyjdou dva komplexné sdruzené kofeny Ag3 = —3 £ 2¢. Vysledné feSeni ma tvar
h=e" yo=e Tcos2r, y;=-e Tsin2z.

OR je ve tvaru
y = Ciy1 + Coya + Cys,
y = Cre " + e 3*(0ycos 2z + Cssin 2x), Cy, Cy, Cs € R.

Piiklad 13.6 Resté homogenni diferencidlni rovnici tietiho fadu:

y”’+y”+y/ _ 3y — 0

Reseni: CHR je tvaru A* + A\ + X\ — 3 = 0, pomoci HS najdeme
jeden redlny kofen A\; = 1. Dalsi kofeny najdeme pomoci diskriminantu které jsou
komplexné zdruzené A\g3 = —1 + V/2i. Vysledné fesni jsou

=€, Yo =e TcosV2, y3=e "sinv2z.
OR tedy je

y = Ciyr + Coys + Ciys,
y = Che® + e “(Cy cos V2 + Cj sin \/ix), C1,Cs,C3 € R,
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13.2 Neresené priklady

L.y +6y +9y =0

2.y"+5y =0
3.4 — 16y =0
4.94"+2y =0

5.9 — 6y + 13y =0

6.y" —4y" — 4y + 16y = 0
7.y" —6y"+ 12y — 8y =0
8.y”'—y”+y’—y:0
9.9" 4+ Ty" + 19y + 13y =0
10. y™® + 10y” + 25y = 0

ly = e7*(C1 + Cox)]

ly = C1 + Coe™]

[y = C1e** + Coe™ 7]

ly = Cy + Cre™]

ly = €3*(C} cos 2z + Cy sin 2x)]

[y = C1e** + Coe™% + C3e'”]

[y = C1e*® + Coxe® + Cyz?e??]

[y = C1e* + Cy cos x + Cs sin x]

[y = Cre™ + e73%(Cy cos 2 + Cs sin 2)]
Sz

[y = (C} + Cax) cos V/5z 4 (Cs + Cyx) sin v/5z
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14 NEHOMOGENNI LODR n- TEHO RADU SE SPECIALNI PRAVOU
STRANOU

14.1 ReSené piiklady
Priklad 14.1 Resté nehomogenni diferenciln{ rovnici druhého fédu:

y" — 2y = 8.
Reseni: Pii feseni postupujeme ve dvou krocich. Nejprve fesime piidruzenou homo-
genni rovnici
y"' — 2y =0.
Charakteristickd rovnice je ve tvaru A> — 2\ = 0 a md dva redlné kofeny \, =
0, Ay = 2. Odtud tedy dostavame, ze fundamentalni systém je ve tvaru
=1, y=e>,
tyto funkce jsou linearné nezavislé. Obecné feseni homogenni rovnice ma tvar
yy = Oy + Cre®™, C1,Cy € R.
Hledame partikularni feSeni puivodni rovnice
y, = x(Az+ B) = Az® + Buz,
y, = 2Ar+ B,
y, = 24,
tyto derivace dosadime do zadané rovnice
2A—-2-(2Ax+ B) = 8z,
2A — 4Ax — 2B = 8.

t . —4A=8= A= -2,
2 24-2B=0= B=-2.
Odtud tedy dostdvéme, ze y, = —2z* — 2z. Dostaneme obecné Feseni nehomogenni

rovnice y = yy + yp, po dosazen{
Yy = Ci + 026216 — 21’2 — 2z, 01,02 € R.

Piiklad 14.2 Resté nehomogenni diferencidlni rovnici druhého fadu:

y" + 6y + 5y = 1022 + 4.
Reseni: Pii feseni postupujeme ve dvou krocich. Nejprve fesime pfidruzenou homo-
genni rovnici
y" + 6y' + 5y = 0.
Charakteristicka rovnice m4 tvar A>+6A+5 = 0 a jeji kofeny jsou \; = —1, A\, = —5.
Dostavame, ze FS je ve tvaru
B=e" yp=e

Obecné teseni homogenni rovnice je tvaru

Yy = Cre™" 4+ Coe™", O, Cy € R.

bx
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Hledame partikularni feSeni puvodni rovnice
y, = 1°(A2* + B+ C) = Az* + Bx + C,
y, = 2Ar+ B,
Yy = 24
tyto derivace dosadime do zadané rovnice
244 6(2Az + B) +5(A2” + Bz +C) = 102° + 4u,

2A 4+ 12Ax + 6B + 5Ax* + 5Bz +5C = 102* + 4z,
5A2® + 12Ax +5Bx +2A+ 6B +5C = 102* + 4z,

1 BA=10=>A=2,
' . 12A4+5B=4=5B=-20= B = —4,
2 : 244+6B+5C=0=5C=20=C =4.

Dostavame, ze y, = 22> — 4z + 4. OR nehomogenni rovnice y = yg + Yp j€
Yy = C;x+02€_5x+21'2 —4dxr+4, C1,Cy € R.

Piiklad 14.3 Resté nehomogenni diferencidlni rovnici druhého fadu:

2y// + y/ —y= 9e2®.
Reseni: Pii feseni postupujeme ve dvou krocich. Resime pfidruzenou homogenni rov-
nici

2y +4y —y=0.

CHR je ve tvaru 202+ )\ — 1 = 0, m4 dva redlné kofeny \; = %, Ay = —1. Dostavame

Y1 = 6%93, Yo =€ "
Obecné teseni homogenni rovnice ma tvar

Yy = Cleéx + Cye™*, C1,Cy € R.

Hleddme PR piivodni rovnice

Yp = A(izx?
y, = 24e™,
y]’g’ = 4Ae%,

Tyto derivace dosadime do zadané rovnice
2(4Ae*) + (24e*) — Ae** = 9e**,
8Ae* 4+ 24e* — Ae*™ = 9e*°,
9Ae*® = 9¢%*,
A = 1
Dostavame, ze y, = €**. OR nehomogenn{ rovnice y = yy + Yp J€
Y= C’le%m + Che ™ +e* (1, Cy € R,
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Priklad 14.4 Resté nehomogenni diferenciln{ rovnici t¥ettho fadu:

y/// + 6y" . 16y' _ 116396.
Reseni: Postup fesent je stejny jako u predchozich pitkladi. Resfme homogenni rovnici
y/// _"_ 6y// _ 16y/ — 0
CHR je \>+6)\2—16)\ = 0. Vytkneme \ a vidime, Ze m4 tii redlné kofeny \; = 0, Ay =
2, A3 = —8. Dostavame

2z —8x
s Yoa = € .

=1 yp=e
OR homogenni rovnice je
yr = C1 + Coe™ + C3e™", C1,Cy, C3 € R.

Hleddme PR ptivodn{ rovnice

yp = A,
y, = 3Ae™,
Yy = 9Ae™,
Yy, = 27Ae3”.

Vysledné derivace dosadime do zadané rovnice
(27A4e%) + 6(9A4e%) — 16(34e°) = 11e*,
27Ae®” + 54Ae> — 484> = 11e7,
334€% = 11€%,

1
A = -
. 3
Pak dostaneme y, = %631. OR nehomogenni rovnice y = yi + v, je po dosazeni
1
Yy = Cy+ C’ge% + Cge_sx + —6396, Cl, 02, Cs; € R.

3

Piiklad 14.5 Resté nehomogenni diferencidlni rovnici druhého fadu:

y" — 2y +y = —10cos 2.
Reseni: Postup fesenf je stdle stejny. Resfme homogenni rovnici
y' =2y +y=0.
CHR ve tvaru A> — 2\ + 1 = 0 m4 jeden dvojnédsobny kofeny A; o = 1. Dostdvame
yp =€*, Yy = xe”’.
OR homogenni rovnice je ve tvaru
yg = Cre” + Coxe”, Ch,Cy € R.
Hledané PR puvodni rovnice je

yp = Acos2z + Bsin2x,
y, = —2Asin2x + 2B cos?2r,
yn = —4Acos2z —4Bsin2z.
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Derivace dosadime do zadané rovnice

—4Acos2x—4B sin 20—2(—2Asin 2z+2B cos 2z)+(A cos 2z+Bsin2x) = —10cos 2z,
—4Acos2x—4Bsin 2e+4Asin 2e—4B cos 2e+Acos2z+Bsin2x = —10cos 2z,
—3Acos2x—4B cos2z+4Asin2e—3Bsin2z = —10cos 2z,
3B 8
cos2x —3A—4B:—10:—3T—4B:—10$B:5,
. 3B 6
sin2x 4A—BB:O:>A:T:>A:5

Z toho dostavame, Ze y, = gcos 2z + % sin 2. OR nehomogenn{ rovnice y = vy + Yp Je
po dosazeni

6 8
y = Cre” + Coxe” + gcos 2x + R sin 2z, C7,Cy € R.

Priklad 14.6 Resté nehomogenni diferenciln{ rovnici druhého fédu:

y" — 4y’ + 5y = 13 sin 2x.
Reseni: Postup feseni se opakuje. Pocitdme homogenni rovnici
y' — 4y + 5y = 0.
CHR tvaru A> —4A+5 = 0 m4 dva komplexné sdruzené koreny A\; o = 244. Dostavdme
Y = e cosz, Yy = esinz.

OR homogenni rovnice je

yn = Che** cosx + Che** sinz, Cy, Cy € R.
Hleddme PR ptivodn{ rovnice

yp = Acos2z+ Bsin2z,

y, = —2Asin2x+ 2B cos?2r,
y, = —4Acos2x —4Bsin2z.
Derivace opét dosadime do zadané rovnice
—4A cos 2z—4B sin 2z—4(—2Asin 2z+2B cos 2z)+5(A cos 2z+Bsin2z) = 13sin2z,
—4A cos2x—4B sin 2x+8A sin 26—8B cos 2x+5A cos 2¢+5Bsin2x =  13sin 2z,
Acos2x—8B cos 2x+Bsin 2e+8Asin2x = 13sin 2z,
cos2zr A—-8B =0
, = A=% B=1
sin 2z B+8A=13 > >

Dostévame y, = % cos 2z + % sin 2. OR nehomogenn{ rovnice y = yy + Yp po dosazeni
vypada
8 1
Yy = Cre® cosx + Che** sinz + R cos 2x + R sin 2z, C,C5 € R.




UTB ve Zliné, Fakulta aplikované

informatiky

71

14.2 NeresSené priklady

1.y" +y — 2y = 6z
2.y" + 6y + by = 2522 — 2
3.y +4y —by=1

4y —y =2
5. y// + 2y’ + y = 6721
6.y —y=e"

7.y —y=sinx
8.y"+y=e"cosx

ly = Cre” + Cye™?* — 32 — 3z — 4, 5]
[y = C1e™>* + Che ™ + 522 — 1272 + 12]
[y = C1e® + Che™5® — 0, 2]

[y = C1 + Cae” + Cze™® — 0, 527

[y = (C1 + Com) €™ + €727

[y = C1e® + Coe™™ — 0, 5xe™]

ly = C1e® + Cye™ — 0,5 cos z]

]

[y = Cisinx + Cycosx + 0,2e* cosx + 0, 4 sin x
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15 APLIKACE S POUZITIM DIFERENCIALNICH ROVNIC

Priklad 15.1

V elektrickém obvodu o napéti U je zapojena civka s indukcénosti L a rezistor s
odporem R. Jaky proud bude prochazet civkou v case ¢ po sepnuti obvodu, jestlize

v case t = 0s ma proud hodnotu i =0 A?

Uz Hy

_/O_.._:_.m

R L

| o
B AV

|+

Obréazek 1. Obvod

Reseni: Pii sepnuti spinace podle 2. Kirchhoffova zédkona je soucet obvodového napéti

na civce a na rezistoru trvale roven svorkovému napéti na zdroji. Obvodové napéti na

di
dt

prochazejici obvodem. V kazdém okamziku plati ug +uyp = U.

civce je urceno vztahem uy = L - napéti na rezistoru je ug = Ri, kde ¢ je proud
Po dosazeni dostavame i
. 1 .
Ri + LE = U, 1(0)=0, (117)
coz je nehomogenni linearni obycejna diferencidlni rovnice 1. fadu s poc¢atecni podminkou.
Nezndmou funkei je proud i, ktery zavisi na jedné proménné, tj. na case t.

Rovnici vyfesime metodou variace konstanty:

1. Nejprve rovnici (117) zhomogenizujeme a najdeme jeji obecné feseni. Néasledné
provedeme separaci proménnych, zintegrujeme a odlogaritmujeme. Dostaneme

’iH == Kl : 6_%%.
2. Predpokladdme, ze K; = K;(t), pak obecné feseni rovnice (117) hleddme ve tvaru

i=Ki(t)-e L (118)

Derivujeme i podle ¢asu a dosazenim do do rovnice (117) dostdvame

odtud méme

zintegrujeme
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Po dosazeni do rovnice (118) dostaneme

1T = %—FKQ'GIL%J&, KQER.

Integracni konstantu Ky uréime pomoci pocatecnich podminek. V ¢ase t =0 je ¢ = 0,

z toho plyne Ky = —%. Nase hledané feseni ma tedy tvar

i_%~(1—e—f't).

Priklad 15.2

Kovova kulicka o teploté 100°C' je umisténa v mistnosti o stalé teploté 0°C'. Po 20
minutach byla teplota kulicky 50°C. Urcete

a) zavislost teploty 7" kulicky na case t,
b) za jak dlouho se kulicka ochladi na teplotu 25°C,

c¢) jaka bude teplota kulicky po 10 minutach.
Reseni:

a) Pouzijeme rovnici % + kT = KT,, v niz T,, = 0 je teplota v mistnosti. Z toho

dostavame,
dT
— + kT =0
a "t ’
feSenim je funkce
T = Ce™ CeR. (119)
Pokud T' = 100°C a t = Omin, z dosazeni do rovnice (119) vyplyva, ze 100 =

ce %0 tedy ¢ = 100. Dosazenim této hodnoty do (119) dostdvame

T = 100" (120)
Po dosazeni casu t = 20 min a teploty 7" = 50°C' z rovnice (120) vidime, ze
50 = 100e ",
z ¢ehoz plyne
L (—0,693) = 0, 035.

= — n _— —
20 100 20
Dosazenim vypoctené hodnoty k do rovnice (120) zjistime zavislost teploty kulicky

na case t

T = 100e 0%t (121)

b) Chceme-li zjistit ¢as t, za ktery se kulicka ochladi na teplotu T = 25°C, pak staci
dosadit do rovnice (121) za T' = 25.
25 = 100e” %%,
1
—0,035t = In -.
7 n 4

Vytesenim rovnice dostavame, ze t = 39, 6 min.
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c¢) Teplotu kulicky po 10 minutach zjistime tak, ze dosadime do rovnice (121) za ¢
hodnotu 10.
T = 100e*%%1% = 100 - (0, 705) = 70,5°C'

Je nutné si uvédomit, ze Newtonuv zakon plati pouze pro malé teplotni rozdily, vypocty

uvedené vyse reprezentuji pouze zakladni priblizeni fyzikalni situace.

Priiklad 15.3

Téleso je pusténo z vysky 45 metru s nulovou pocatecni rychlosti vg = 0. Odpor

vzduchu neuvazujeme.
a) Vyjadrete rychlost télesa v libovolnem case t,
b) urcete polohu télesa v libovolnem ¢ase ¢,

c) zjistéte, za jak dlouho téleso dopadne na zem.

padayici téleso
________________________ - x=0

Zeme
x =100

; kladny smer
Obrazek 2. Nakres situace
Reseni:

a) Zvolime soustavu soutadnic podle Obr.2. Protoze zanedbavame odpor vzduchu,

plati
dv

— g
e de G , ,
coz je diferencialni rovnice, jejiz feSeni muzeme najit primou integraci. Obecné

reSeni bude ve tvaru

v = gt + vp.
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Protoze vy = 0 a g je gravitacni zrychleni, které je priblizné rovno g = 107, bude
feSeni rovnice s pocatecni podminkou ve tvaru

v = 10t. (122)

b) Protoze rychlost v je zména polohy x za jednotku casu, tj. v = %, muzeme rovnici

(122) ptepsat do tvaru

d
d—f — 10,
Tato diferencialni rovnice je pfimo integrovatelnd, jejim fesenim je funkce
z(t) = 52+ C), C) €R. (123)

Protoze podle Obr.2 je z(0) = 0, dostdvame 0 = 5 - 0> + C}, tedy C; = 0.Po
dosazeni do rovnice (123) mame tedy
x(t) = 5t (124)

¢) Ze vztahu (124) ziskdme dosazenim za x = 45 m, jak dlouho pada kulicka.

/45
t=1\/— =3s.
5 S

Kulicka tedy dopadne na zem za 3 sekundy.

Priiklad 15.4

Urcete tvar kiivky nosného lana zavésného mostu. Jakou délku svislych lan je
potieba volit, aby byla vozovka namahana co nejméné? Predpokladejte, ze zatizeni
je rovnomeérneé rozlozeno po celé délce lana ve vodorovné piimce. Hmotnost nosného

lana a svislych lan vzhledem k hmotnosti vozovky zanedbejte.

Obrazek 3. Priklad zavésného mostu
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ResSeni: Zvolime soustavu soutadnic tak, ze po¢atek umistime do nejnizsi polohy lana.

Na ¢ést lana mezi timto nejnizsim bodem a bodem X = [z, f(x)] pusobi tyto sily:

A
4 LANO

A\

-
- — = = = = = = = = = i

i MOST

Obrazek 4. Nakres mostu

e tihovd sila Fig = gz, kde m je celkovd hmotnost mostu, [ celkovéa délka lana a

g tihové zrychleni,
e tahova sila F}, kterda ma vodorovny smeér,

e tahovd sila Fy, kde y = f(z) je rovnice hledané kiivky. Tato sila ma smeér tecny
k lanu a lze ji rozlozit do slozek
Fy, = Fycosa, Iy, = Fasina,

kde « je thel, ktery svira lano s vodorovnou rovinou v bodé [z, f(z)].

ny

Obrazek 5. Rozlozeni sil

Ma-li byt lano v rovnovéze, musi byt vyslednice sil, které na néj pusobi, rovna nule.
Ve slozkach:

F1:F2.’l} FG:FZy

m
Fy = F5cosa Tgx = I5sina.
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Dostavame tedy, ze
mg
tga = —=x.

LFy

Protoze tg a je smérnice teény k hledané kiivce v bodé [z, f(z)] a smérnice této tecny

je derivace funkce y = f(x), tj. plati

dy(x)
tga = ,
& dx
plyne z toho, ze
dy _ M9,
dx lFl '
Oznac¢me % = k, coz je materialova konstanta zavisla na druhu lana. Dostali jsme
diferencialni rovnici ve tvaru
y' = ka,

ktera se vytesi pifimou integraci, tj. ,

x
y:/ka:dx:k‘?—l—C’.
Nosné lano bude mit tedy tvar paraboly. Konstantu C' uréime z pocateéni podminky,

tj. y(0) = 0. Pak plati
= mg . x2
2l Fy

Y

Priklad 15.5

Téleso o hmotnosti m je vrzeno svisle vzhuru s pocateéni rychlosti vg. Za

predpokladu, ze odpor vzduchu je primo imeérny rychlosti télesa, urcete

a) pohybovou rovnici télesa v soustavé soutradnic podle Obr.6,
b) rychlost télesa v libovolném case t,

c) cas, ve kterém téleso dosdhne maximalni vysky.

a) Na téleso pusobi dvé sily:
(1) Tihova sila Fg = m - g smétujici svisle dolu,
(2) odpor prostiedi F,q, = k - v, pousobici proti pohybu télesa. Protoze se téleso
pohybuje svisle nahoru, sméfuje odporova sila svisle dolu.

Vysledna sila ptusobici na téleso bude F' = —Fg—F,q, = —mg—kv. Tato vysledna

sila se da vyjadrit podle 2. Newtonova zdkona jako F' = m - ‘;—q;, takze dostavame
d
m - d—: = —mg— kv, (125)
dv k
Z4 2y = - 126

coz je pohybova rovnice télesa.
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+ kladny smer
|

stoupajici teleso

zeme

Obrazek 6. Nakres situace

b) Rovnice (125) je linedrni diferencidln{ rovnice a jejim fesenf je v = celF/™ — 29,

Pokud ¢ = 0 a v = vy, pak vy = ce~*/™0 — (1) 7 ¢ehoz dostédvame ¢ = vy + (%2),

rychlost télesa v libovolném case je

v o= (vo + %) ce ()t - % (127)

¢) Téleso dosdhne maximalni vysky tehdy, kdyz v = 0. Z toho plyne, ze hleddme
takové t, kdy v = 0. Dosazeni vztahu v = 0 do rovnice (127) a jejim vyfeSenim
pro neznamou t, dostavame
0 = (s 9ot
. H;k
mg

k 1
m 1—|——fr‘;g

t = mln(l—i—M).
k mg
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ZAVER

Prestoze jsou diferencialni rovnice obor pomérné stary, neubyva na jejich vyznamu ani v
soucasnosti. Proto jsou také nedilnou soucasti vyuky vysokoskolské matematiky. Prace
shrnuje problematiku diferencialnich rovnic ve dvou castech, teoretické a praktické. V
teoretické casti je strucné vysvétlena teorie k pocetnim prikladum. Praktickd ¢ast je
vénovana jak fesenym, tak nefesenym ptikladum. U vSech fesenych prikladu je popsan
podrobny postup feseni. Piiklady jsou rozdéleny do deviti kapitol tak, aby pokryly

probirany rozsah uciva.

Cilem této prace bylo vytvorit studijni pomucku pro kurz Matematika III, tak aby
studenti mohli samostatné danou problematiku studovat a dale prohlubovat. Dalo by
se Tici, ze tento cil byl splnén. Zavérem bych chtél vsem studentim, ktefi budou tuto

prirucku pouzivat, poptrat hodné stésti pti skladani zkousek nejen z matematiky.

CONCLUSION

However the topic of differential equations is quiet old, they are still significant. Due
this differential equations are one of the most important parts of themes taught at
universities. The study sums up problem equations in two parts — in theoretical and
practical and nine chapters. Solved and unsolved examples are completed with theory.

Solved examples are with described process of solution.

The purpose of this study was to create study handbook for Mathematics III course.
Students should study the problem alone and deepen their knowledge. This aim was
fulfill. In the end I would like to wish many happy returns to users of this book.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

CHR
DR
fce
FS
HS
ODR
OR
PDR
pozn
PP
PR
rce

resp
VK

Charakteristickd rovnice
Diferencialni rovnice

Funkce

Fundamentalni systém
Hornerovo schéma

Obyc¢ejné diferencialni rovnice
Obecné reseni

Parcidlni diferencidlni rovnice
Poznamka

Perpartés

Partikuldrni feseni

Rovnice

respektive

Variace konstanty



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky 82

Seznam obrazku

ODBT. 1. OBVOA ..o 72
ODbr. 2. NAKIES SITUACE. ..ttt 74
Obr. 3. Priklad zavesného mostu.........oooiiuiiii e 75
ODbr. 4. NAKIES TOSEUL .. ovtii e e 76
ODbr. 5. R0ozZI0ZENT Sil ..ovieie 76
ODbr. 6. NAKIES SIEUACE. ....ovtieii e 78



