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***nascannované zadáńı s. 2***



ABSTRAKT

Ćılem bakalářské práce bylo vytvořit sb́ırku řešených a neřešených př́ıklad̊u z obyčej-

ných diferenciálńıch rovnic. Sb́ırka by měla sloužit převážně student̊um bakalářského

studia na FAI UTB ve Zĺıně, a to jako studijńı pomůcka v předmětu Matematika 3 -

Diferenciálńı rovnice.

Kĺıčová slova: obyčejná diferenciálńı rovnice, obecné řešeńı, partikulárńı řešeńı, chara-

kteristická rovnice, fundamentálńı systém, homogenńı rovnice, nehomogenńı rovnice.

ABSTRACT

The purpose of this bachelor thesis was to create a collection of solved and unsolved

examples of ordinary differential equations. The collection should be used by students

of Mathematics III course on Faculty of Applied Informatics, UTB, Zĺın.

Keywords: ordinary differential equation, general solution, particular solution, cha-

racteristic equation, fundamental system, homogeneous equation, nonhomogeneous

equation.
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Prohlašuji, že
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1.2 ODR n−tého řádu ................................................................ 12
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SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ A ZKRATEK ..................................... 81
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ÚVOD

Diferenciálńı rovnice patř́ı dnes k nejpropracovaněǰśım discipĺınám matematiky. Pomoćı

nich můžeme popsat celou řadu fyzikálńıch zákon̊u, použ́ıvaj́ı se při řešeńı problémů

technických, př́ırodovědných i ekonomických. Př́ıkladem mohou být volný pád, popu-

lačńı r̊ust, př́ımočarý pohyb apod. Prvńı zmı́nky o diferenciálńıch rovnićıch se objevily

na přelomu 16. a 17. stolet́ı v d́ılech J.Napiera při výpočt̊u logaritmů č́ısel. Daľśı zmı́nka

je datována do posledńı čtvrtiny 17. stolet́ı v pracech anglického matematika I. New-

tona a německého matematika G. W. Leibnize a trvá až do konce 18. stolet́ı, kdy

byly nalezeny všechny dodnes známé metody řešeńı. Počátkem 18. stolet́ı se pomoćı

diferenciálńıch rovnic začala popisovat většina fyzikálńıch a jiných děj̊u. Daľśı rozvoj

tedy prob́ıhá v souvislosti s řešeńım r̊uzných fyzikálńıch úloh řešeńı pohybových rov-

nic, řešeńı elektrických obvod̊u apod. V pr̊uběhu 18. stolet́ı se o rozvoj diferenciálńıch

rovnic nejv́ıce zasloužil L. Euler, který popsal metodu řešeńı lineárńıch diferenciálńıch

rovnic n−tého řádu s konstantńımi koeficienty. V této práci mimo jiné zavedl pojmy

partikulárńı řešeńı a obecné řešeńı.

Práce je rozdělena na teoretickou a praktickou část. V teoretické části bakalářské práce

je uveden stručný přehled základńıch pojmů a typ̊u diferenciálńıch rovnic (zejména

separovatelná DR, homogenńı DR, lineárńı DR 1. řádu, lineárńı DR vyšš́ıch řád̊u s

konstantńımi koeficienty) s metodami jejich řešeńı. Praktická část obsahuje jak řešené

př́ıklady s podrobným vysvětleńım postupu řešeńı, tak neřešené př́ıklady s výsledky.

Posledńı část bakalářské práce je také věnována některým aplikaćım diferenciálńıch

rovnic v praxi. Kapitoly v teoretické i praktické části jsou nazvány stejně pro snažš́ı

orientaci v př́ıpadě nejasnost́ı ve výpočtu.

Pro pochopeńı problematiky, kterou se tato bakalářská práce zabývá, se předpokládaj́ı

základńı znalosti diferenciálńıho a integrálńıho počtu funkćı na úrovni prvńıch dvou

semestr̊u matematiky na fakultě aplikované informatiky UTB ve Zĺıně.
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I. TEORETICKÁ ČÁST
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1 ZÁKLADNÍ POJMY

Diferenciálńı rovnice (DR) je rovnice, v ńıž neznámou je funkce a v ńıž se vyskytuj́ı

derivace této funkce.

Obyčejnou diferenciálńı rovnićı (ODR) nazýváme rovnici, ve které neznámou je

funkce jedné proměnné a ve které se vyskytuje aspoň jedna derivace této funkce.

Parciálńı diferenciálńı rovnićı (PDR) nazýváme rovnici, ve které neznámou je

funkce v́ıce proměnných a ve které se vyskytuj́ı parciálńı derivace této funkce.

Řádem DR nazýváme řád nejvyšš́ı derivace hledané funkce vyskytuj́ıćı se v dané

rovnici.

Diferenciálńı rovnici (ODR či PDR) nazýváme lineárńı, je-li tato rovnice lineárńı

vzhledem ke hledané funkci i jej́ı derivaci, př́ıpadně derivaćım.

1.1 ODR 1. řádu

Obyčejnou diferenciálńı rovnićı prvńıho řádu s neznámou y rozumı́me rovnici

tvaru

F (x, y, y′) = 0, (1)

kde F je reálná funkce tř́ı proměnných, x nezávisle proměnná, y funkce jedné reálné

proměnné x a y′ derivace funkce y.

Lze-li z rovnice (1) explicitně vyjádřit derivaci y′, tj.

y′ = f(x, y), (2)

kde f je reálná funkce dvou proměnných, pak rovnici (2) nazýváme ODR prvńıho

řádu rozřešenou vzhledem k derivaci.

Řešeńım (též integrálem) rovnice (2) na intervalu I rozumı́me každou funkci y =

y(x), která je diferencovatelná na I a splňuje zde identicky rovnici (2).

Necht’ x0, y0 jsou reálná č́ısla. Úloha naj́ıt řešeńı rovnice (2), které splňuje zadanou

počátečńı podmı́nku

y(x0) = y0, (3)

se nazývá počátečńı úloha (Cauchyova úloha, počátečńı problém). Jej́ım

řešeńım rozumı́me funkci, která splňuje podmı́nku (3) a je řešeńım rovnice (2) na

nějakém intervalu obsahuj́ıćım bod x0.
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1.2 ODR n−tého řádu

Obyčejnou diferenciálńı rovnićı n−tého řádu rozumı́me rovnici tvaru

F
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0, (4)

kde F je reálná funkce n + 2 proměnných, x nezávisle proměnná, y je funkce jedné

reálné proměnné x a y′, y′′, . . . , y(n) jej́ı derivace.

Lze-li z rovnice (4) explicitně vyjádřit nejvyšš́ı derivaci funkce y, tj.

y(n) = f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)), (5)

kde f je reálná funkce n+1 proměnných, ř́ıkáme, že rovnice (5) je rozřešená vzhledem

k nejvyšš́ı derivaci.

Řešeńım (nebo též integrálem) ODR n−tého řádu (5) nazýváme každou funkci

y = y(x), která má na uvažovaném intervalu I derivace až do n−tého řádu včetně a

vyhovuje dané rovnici, tj. po dosazeńı této funkce a jej́ıch derivaćı do dané rovnice

dostaneme na intervalu I identickou rovnost.

Necht’ x0, y0, y1, . . . , yn−1 jsou konstanty. Úloha naj́ıt řešeńı rovnice (5), které vyhovuje

počátečńım podmı́nkám

y(x0) = y0, y′(x0) = y1, . . . , y(n−1)(x0) = yn−1,

se nazývá počátečńı úloha (nebo také Cauchyova úloha, počátečńı problém).

Řešeńı rovnice (5) nazýváme

• obecné řešeńı, jestliže jej lze vyjádřit ve tvaru

Φ(x, y, C1, . . . , Cn) = 0 nebo y = ϕ(x,C1, . . . , Cn),

kde C1, . . . , Cn jsou konstanty,

• partikulárńı řešeńı, lze-li jej źıskat z obecného řešeńı pro konkrétńı hodnoty

konstant C1, . . . , Cn, které vypočteme nebo zvoĺıme,

• vyj́ımečné řešeńı, nelze-li jej źıskat z obecného řešeńı pro žádnou volbu hodnot

C1, . . . , Cn. Existuje pouze u některých typ̊u DR.
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2 ROVNICE SE SEPAROVANÝMI PROMĚNNÝMI

ODR tvaru

y′ = f(x) · g(y), (6)

kde f, g jsou spojité funkce na otevřených intervalech, nazýváme obyčejnou diferen-

ciálńı rovnićı se separovanými proměnnými.

Postup řešeńı rovnice (6): Řeš́ıme metodou

SEPARACE PROMĚNNÝCH:

1. Předpokládejme nejprve, že g(y) 6= 0 na uvažovaném intervalu.

• Derivaci y′ formálně nahrad́ıme pod́ılem diferenciál̊u dy
dx

:
dy

dx
= f(x) · g(y).

• Se zlomkem dy
dx

pracujeme normálně jako s pod́ılem dvou výraz̊u. Násobeńım

a děleńım převedeme rovnici na tvar, který obsahuje na každé straně pouze

jednu proměnnou (tj. odseparujeme proměnné):
dy

g(y)
= f(x) dx.

• Obě strany źıskané rovnosti zintegrujeme, pravou stranu podle proměnné

x, levou podle proměnné y, a na jednu ze stran rovnice přidáme integračńı

konstantu: ∫
dy

g(y)
=

∫
f(x) dx+ C.

Obdržená rovnice implicitně určuje obecné řešeńı rovnice (6).

• Pokud je to možné, převedeme řešeńı do explicitńıho tvaru (tj. vyjádř́ıme

y).

• Pokud je zadána počátečńı podmı́nka, dosad́ıme ji do obecného řešeńı a

urč́ıme hodnotu konstanty C. Tu pak dosad́ıme do obecného řešeńı a źıskáme

tak řešeńı partikulárńı.

2. Má-li rovnice g(y) = 0 řešeńı k1, . . . , kn, jsou konstantńı funkce y = k1, y = k2,

y = k3, . . . , y = kn řešeńımi rovnice (6). Pokud je možné některé z konstantńıch

řešeńı obdržet vhodnou volbou konstanty ve vzorci pro obecné řešeńı, zahrneme

toto konstantńı řešeńı do obecného.
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3 HOMOGENNÍ ODR

ODR tvaru

y′ = f
(y
x

)
, (7)

kde f je spojitá funkce na nějakém otevřeném intervalu, se nazývá homogenńı

obyčejná diferenciálńı rovnice 1. řádu.

Postup řešeńı homogenńı rovnice (7):

1. Zavedeme substituci

u =
y

x
.

Odtud

y = ux =⇒ y′ = u′x+ u, kde u′ =
du

dx
.

2. Dosad́ıme do p̊uvodńı rovnice a dostaneme

u′x+ u = f(u) =⇒ u′ =
1

x
(f(u)− u),

což je rovnice se separovanými proměnnými x, u. Najdeme jej́ı řešeńı u(x).

3. Obecné řešeńı p̊uvodńı rovnice (7) pak dostaneme užit́ım vztahu

y(x) = xu(x).
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4 LINEÁRNÍ ODR 1. ŘÁDU

ODR tvaru

y′ = a(x)y + b(x), (8)

kde a(x), b(x) jsou spojité funkce na otevřených intervalech, nazýváme lineárńı

obyčejnou diferenciálńı rovnićı 1. řádu.

Je-li b(x) ≡ 0, nazýváme rovnici (8) homogenńı lineárńı ODR 1. řádu, v opačném

př́ıpadě mluv́ıme o nehomogenńı lineárńı ODR 1. řádu.

Postup řešeńı lineárńı rovnice (8): Obecné řešeńı hledáme metodou

VARIACE KONSTANTY.

Prob́ıhá ve dvou kroćıch:

1. Nejdř́ıve rovnici zhomogenizujeme, tj. polož́ıme b(x) = 0. Dostaneme homo-

genńı lineárńı ODR př́ıslušnou (nebo též přidruženou) k rovnici (8) ve

tvaru

y′ = a(x)y, (9)

v ńıž můžeme za předpokladu y 6= 0 separovat proměnné. Metodou separace

proměnných nalezneme obecné řešeńı yh homogenńı rovnice (9) ve tvaru

yH = Ce
∫
a(x) dx, C ∈ R (10)

(volba C = 0 zahrnuje př́ıpad y = 0, který je rovněž řešeńım (9)).

2. Hledáme obecné řešeńı p̊uvodńı nehomogenńı rovnice (8). Toto řešeńı je také

tvaru (10), ale s t́ım rozd́ılem, že C již neńı konstanta, ale jistá funkce proměnné

x. Má tedy tvar

y = C(x)e
∫
a(x) dx. (11)

Funkci C(x) nalezneme tak, že vztah (11) i s jeho derivaćı (derivujeme jako

součin)

y′ = C ′(x)e
∫
a(x) dx + C(x)a(x)e

∫
a(x) dx

dosad́ıme do p̊uvodńı nehomogenńı rovnice (8). Po dosazeńı (členy obsahuj́ıćı

C(x) se muśı vždy odeč́ıst, jinak jsme při poč́ıtáńı udělali chybu) vyjde

C ′(x)e
∫
a(x) dx = b(x),

neboli

C ′(x) = b(x)e−
∫
a(x) dx.

Integraćı dostaneme

C(x) =

∫
b(x)e−

∫
a(x) dx dx+ C, C ∈ R.

Dosazeńım této funkce C(x) do vztahu (11) dostáváme obecné řešeńı neho-

mogenńı lineárńı ODR (8).
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5 BERNOULLIOVA ROVNICE

ODR tvaru

y′ = a(x)y + b(x)yr, (12)

kde r ∈ R, r 6= 0, r 6= 1 a funkce a(x), b(x) jsou spojité na uvažovaných otevřených

intervalech, se nazývá Bernoulliova rovnice.

Poznámka: Pro r = 0, resp. r = 1 bychom dostali lineárńı rovnici typu (8), resp. (6).

Postup řešeńı Bernoulliovy rovnice (12): Zavedeme substituci

z = y1−r.

Potom

z′ = (1− r) y1−r−1y′

= (1− r) y−r [a(x)y + b(x)yr]

= (1− r) a(x)︸ ︷︷ ︸
p(x)

y1−r + (1− r) b(x)︸ ︷︷ ︸
q(x)

= p(x)z + q(x),

což je lineárńı ODR 1. řádu v proměnných x, z. Tuto rovnici vyřeš́ıme metodou variace

konstanty a z obecného řešeńı pak prostřednictv́ım dané substituce źıskáme obecné

řešeńı p̊uvodńı rovnice (12).

Kromě řešeńı, která takto źıskáme, má rovnice (12) pro r > 0 také řešeńı y(x) = 0.
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6 EXAKTNÍ DR A INTEGRAČNÍ FAKTOR

Necht’ P (x, y), Q(x, y) jsou funkce dvou proměnných, které maj́ı spojité parciálńı deri-

vace na množině Ω ⊆ R2. Řekneme, že diferenciálńı rovnice tvaru

P (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 (13)

se nazývá exaktńı, jestliže výraz

P (x, y) dx+Q(x, y) dy (14)

je totálńım diferenciálem nějaké funkce F (x, y), která se nazývá kmenová funkce.

Má-li být výraz (14) totálńım diferenciálem funkce F, muśı platit

∂F

∂x
= P (x, y) a

∂F

∂y
= Q(x, y). (15)

Plat́ı:

Rovnice (13) je exaktńı právě tehdy, když
∂P (x, y)

∂y
=
∂Q(x, y)

∂x
. (16)

Je-li F (x, y) kmenovou funkćı př́ıslušného totálńıho diferenciálu, má obecné řešeńı e-

xaktńı rovnice tvar

F (x, y) = C, C ∈ R. (17)

Postup řešeńı exaktńı rovnice (13):

1. Nejdř́ıve ověř́ıme, že výraz (14) je totálńım diferenciálem, tj. že plat́ı (16).

2. Nalezneme kmenovou funkci F (x, y) t́ımto zp̊usobem: Má-li být funkce F (x, y)

kmenovou funkćı totálńıho diferenciálu, muśı platit vztahy (15). Vezmeme např́ıklad

prvńı z těchto vztah̊u
∂F (x, y)

∂x
= P (x, y)

a zintegrujeme ho podle proměnné x. Dostaneme

F (x, y) =

∫
P (x, y) dx+ C(y), (18)

kde při integrováńı podle proměnné x považujeme y za konstantu (podobně jako

při výpočtu parciálńı derivace) a C(y) je integračńı konstanta. Tato konstanta

nezáviśı na proměnné x, může to být ovšem funkce proměnné y. Abychom tuto

veličinu zjistili, zderivujeme obdrženou rovnost podle y
∂F (x, y)

∂y
=

∂

∂y

∫
P (x, y) dx+ C ′(y),

kde C ′(y) je obyčejná derivace funkce jedné proměnné. Vzhledem ke druhému

vztahu v (15)
∂F (x, y)

∂y
= Q(x, y)

plat́ı

∂F (x, y)

∂y
=

∂

∂y

∫
P (x, y) dx+ C ′(y) = Q(x, y).
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Z rovnosti v rámečku vyjádř́ıme C ′(y) a integraćı (podle proměnné y) nalezneme

hledanou funkci C(y). (Dá se ukázat, že při úpravách vycháźı pro C ′(y) rovnice,

která neobsahuje proměnnou x). Źıskanou funkci C(y) dosad́ıme do (18) a t́ım

jsme nalezli kmenovou funkci.

3. Zaṕı̌seme obecné řešeńı exaktńı rovnice ve tvaru

F (x, y) = C, C ∈ R.

Poznámka: Popsaný postup je možno provést také se zaměněným pořad́ım proměnných,

tj. zač́ıt integraćı

F (x, y) =

∫
Q(x, y) dy +D(x)

a pokračovat určeńım funkce D(x), která tentokrát nezáviśı na proměnné y, může však

být funkćı proměnné x.

Pokud rovnice (13) neńı exaktńı, tj. neńı splněna podmı́nka (16), pak hledáme takovou

funkci m(x, y) 6= 0, aby rovnice

m(x, y) [P (x, y) dx+Q(x, y) dy] = m(x, y)P (x, y) dx+m(x, y)Q(x, y) dy = 0

byla exaktńı, tj. aby platilo
∂(mP )

∂y
=
∂(mQ)

∂x
. (19)

Funkce m(x, y) se nazývá integračńı faktor rovnice (13).

Uvedeme dva př́ıpady:

1. Je-li splněna podmı́nka
∂P
∂y
− ∂Q

∂x

Q
= α(x),

pak integračńı faktor bude pouze funkćı proměnné x, tj. m = m(x) a vypočteme

ho ze vztahu

m(x) = e
∫
α(x) dx.

2. Je-li splněna podmı́nka
∂P
∂y
− ∂Q

∂x

−P
= β(y),

pak integračńı faktor bude pouze funkćı proměnné y, tj. m = m(y) a vypočteme

ho ze vztahu

m(y) = e
∫
β(y) dy.



UTB ve Zĺıně, Fakulta aplikované informatiky 19

7 LODR VYŠŠÍCH ŘÁDŮ S KONSTANTNÍMI KOEFICIENTY

7.1 Základńı pojmy

ODR tvaru

a2y
′′ + a1y

′ + a0y = f(x), (20)

kde a0, a1, a2 ∈ R, a2 6= 0, f(x) je funkce spojitá a definovaná na intervalu I, se nazývá

lineárńı obyčejná diferenciálńı rovnice druhého řádu s konstantńımi koefi-

cienty (zkráceně LODR 2. řádu s konstantńımi koeficienty).

Je-li f(x) = 0 pro všechna x ∈ I, tj, je-li rovnice tvaru

a2y
′′ + a1y

′ + a0y = 0,

mluv́ıme o homogenńı LODR 2. řádu.

Je-li f(x) 6= 0 pro některé x ∈ I, mluv́ıme o nehomogenńı LODR 2. řádu.

Řešeńım rovnice (20) na intervalu I rozumı́me funkci, která má spojité derivace do

2. řádu na intervalu I a po dosazeńı identicky splňuje rovnost (20) na I.

Úloha nalézt řešeńı rovnice (20) splňuj́ıćı v bodě x0 ∈ I počátečńı podmı́nky

y(x0) = y0, y′(x0) = y1, (21)

kde y0, y1 jsou reálná č́ısla, se nazývá počátečńı úloha (Cauchyova úloha). Řešeńı

počátečńı úlohy se nazývá partikulárńı řešeńı rovnice (20).

ODR tvaru

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = f(x), (22)

kde kde a0, a1, . . . , an ∈ R, an 6= 0 a f(x) je funkce spojitá a definovaná na intervalu I,

se nazývá lineárńı obyčejná diferenciálńı rovnice n−tého řádu s konstantńımi

koeficienty (zkráceně LODR n−tého řádu s konstantńımi koeficienty).

Je-li f(x) = 0 pro všechna x ∈ I, tj, je-li rovnice tvaru

any
(n) + · · ·+ a1y

′ + a0y = 0,

mluv́ıme o homogenńı LODR n−tého řádu.

Je-li f(x) 6= 0 pro některé x ∈ I, mluv́ıme o nehomogenńı LODR n−tého řádu.

Řešeńım (nebo též integrálem) rovnice (22) na intervalu I rozumı́me funkci, která

má spojité derivace do n−tého řádu na intervalu I a po dosazeńı identicky splňuje

rovnost (22) na I.

Úloha nalézt řešeńı rovnice (22) splňuj́ıćı v bodě x0 ∈ I počátečńı podmı́nky

y(x0) = y0, y′(x0) = y1, . . . , y
(n−1)(x0) = yn−1 (23)

kde y0, y1, . . . , yn−1 jsou reálná č́ısla, se nazývá počátečńı úloha (Cauchyova úloha).

Řešeńı počátečńı úlohy se nazývá partikulárńı řešeńı rovnice (22).
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7.2 Homogenńı LODR 2. řádu

ODR tvaru

a2y
′′ + a1y

′ + a0y = 0, (24)

kde a0, a1, a2 ∈ R, a2 6= 0, se nazývá homogenńı lineárńı ODR 2. řádu s kon-

stantńımi koeficienty.

Dvojice řešeńı y1(x), y2(x) homogenńı rovnice (24), která jsou lineárně nezávislá na

intervalu I, se nazývá fundamentálńı systém řešeńı rovnice (24).

Tvoř́ı-li funkce y1(x), y2(x) fundamentálńı systém řešeńı rovnice (24), pak každé řešeńı

y(x) této rovnice lze psát jednoznačně ve tvaru

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x), (25)

kde C1, C2 jsou vhodné (reálné) konstanty. Vztah (25) tedy vyjadřuje obecné řešeńı

rovnice (24) na intervalu I.

Postup řešeńı : K dané rovnici sestav́ıme tzv. charakteristickou rovnici

a2λ
2 + a1λ+ a0 = 0,

kde λ je konstanta, a najdeme jej́ı kořeny.

Mohou nastat tyto př́ıpady:

1. Charakteristická rovnice má dva r̊uzné reálné kořeny λ1, λ2. Potom má diferenci-

álńı rovnice (24) fundamentálńı systém

y1(x) = eλ1x, y2(x) = eλ2x

a jej́ı obecné řešeńı je tvaru

y(x) = C1e
λ1x + C2e

λ2x, C1, C2 ∈ R.

2. Charakteristická rovnice má jeden dvojnásobný reálný kořen λ. Potom má dife-

renciálńı rovnice (24) fundamentálńı systém

y1(x) = eλx, y2(x) = xeλx

a jej́ı obecné řešeńı je tvaru

y(x) = C1e
λx + C2xe

λx = (C1 + C2x) eλx, C1, C2 ∈ R.

3. Charakteristická rovnice má dva komplexně sdružené kořeny

λ1,2 = a± ib, b 6= 0. Potom má diferenciálńı rovnice (24) fundamentálńı systém

y1(x) = eax cos bx, y2(x) = eax sin bx

a jej́ı obecné řešeńı je tvaru

y(x) = C1e
ax cos bx+ C2e

ax sin bx, C1, C2 ∈ R.
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7.3 Homogenńı LODR n−tého řádu

Jde o rovnici

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = 0, (26)

kde a0, a1, . . . , an ∈ R, an 6= 0.

Systém řešeńı homogenńı rovnice (26) y1(x), . . . , yn(x), která jsou lineárně nezávislá na

intervalu I, se nazývá fundamentálńı systém řešeńı této rovnice.

Tvoř́ı-li funkce y1(x), . . . , yn(x) fundamentálńı systém řešeńı rovnice (26), pak každé

řešeńı y(x) této rovnice lze psát jednoznačně ve tvaru

y(x) = C1y1(x) + · · ·+ Cnyn(x), (27)

kde C1, . . . , Cn jsou vhodné (reálné) konstanty. Vztah (27) vyjadřuje obecné řešeńı

rovnice (26) na intervalu I.

Postup řešeńı : K dané rovnici sestav́ıme charakteristickou rovnici

anλ
n + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0, (28)

kde λ je konstanta, a najdeme jej́ı kořeny.

Fundamentálńı systém řešeńı rovnice (26) źıskáme takto:

1. Ke každému k−násobnému reálnému kořenu λ charakteristické rovnice (28) př́ısluš́ı

právě k lineárně nezávislých (partikulárńıch) řešeńı rovnice (26) tvaru

y1 = eλx, y2 = xeλx, . . . , yk = xk−1eλx.

2. Ke každému k−násobnému komplexńımu kořenu λ = a + ib (a zároveň k jeho

komplexně sdruženému kořenu λ̄ = a− ib) př́ısluš́ı právě 2k lineárně nezávislých

(partikulárńıch) řešeńı rovnice (26) tvaru

y1 = eax cos bx, y2 = xeax cos bx, . . . , yk = xk−1eax cos bx,

yk+1 = eax sin bx, yk+2 = xeax sin bx, . . . , y2k = xk−1eax sin bx.

7.4 Nehomogenńı LODR vyšš́ıch řád̊u s konstantńımi koeficienty

Jedná se o rovnici tvaru

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = f(x), (29)

kde a0, a1, . . . , an ∈ R, an 6= 0, a f(x) je funkce definovaná, spojitá a nenulová na

intervalu I.

Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice (29) lze psát ve tvaru

y = yH + yp, (30)

kde yH je obecné řešeńı tzv. přidružené rovnice, tj. homogenńı rovnice př́ıslušné k

rovnici (29), tj. obecné řešeńı rovnice

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = 0, (31)

a yp je libovolné partikulárńı řešeńı rovnice (29).

Existuje několik metod k nalezeńı partikulárńıho řešeńı, uvedeme pouze tzv. metodu

neurčitých koeficient̊u. Touto metodou se hledá partikulárńı řešeńı yp nehomogenńı
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LODR n−tého řádu s konstantńımi koeficienty

any
(n) + an−1y

(n−1) + · · ·+ a1y
′ + a0y = f(x), (32)

kde a0, a1, . . . , an ∈ R, an 6= 0, a f(x) je nenulová spojitá funkce některého z dále

uvedených typ̊u. Někdy se těmto rovnićım ř́ıká nehomogenńı LODR n−tého řádu

s konstantńımi koeficienty se speciálńı pravou stranou.

Uvedeme některé př́ıpady speciálńı pravé strany:

1. Pravá strana má tvar

f(x) = Pm(x),

tj. na pravé straně je polynom m−tého stupně.

Partikulárńı řešeńı yp má potom tvar

yp = xk ·Qm(x),

kde k je násobnost č́ısla 0 jako kořene charakteristické rovnice (pokud 0 neńı

kořenem charakteristické rovnice, bude k = 0) a Qm(x) je polynom s neurčitými

koeficienty stejného stupně jako Pm(x).

Polynomy s neurčitými koeficienty vypadaj́ı následovně:

Polynom 0. stupně: Q0(x) = A, A ∈ R (tj. konstanta),

polynom 1. stupně: Q1(x) = Ax+B, A,B ∈ R,

polynom 2. stupně: Q2(x) = Ax2 +Bx+ C, A,B,C ∈ R,
polynom 3. stupně: Q3(x) = Ax3 +Bx2 + Cx+D, A,B,C,D ∈ R, atd.

2. Pravá strana má tvar

f(x) = Pm(x) · eax,

kde Pm(x) je polynom m−tého stupně, a ∈ R.
Partikulárńı řešeńı yp má potom tvar

yp = xk ·Qm(x) · eax,
kde k je násobnost č́ısla a jako kořene charakteristické rovnice (pokud a neńı

kořenem charakteristické rovnice, bude k = 0) a Qm(x) je polynom s neurčitými

koeficienty stejného stupně jako Pm(x).

3. Pravá strana má tvar

f(x) = eax · [Pm(x) · cos bx+Qn(x) · sin bx] , (33)

kde Pm(x), resp. Qn(x) jsou polynomy m−tého, resp. n−tého stupně.

Partikulárńı řešeńı yp má potom tvar

yp = xk · eax · [Rr(x) · cos bx+ Sr(x) · sin bx] ,

kde k je násobnost č́ısla a± ib jako kořene charakteristické rovnice (pokud a± ib
neńı kořenem charakteristické rovnice, bude k = 0) a Rr(x), Sr(x) jsou polynomy

s neurčitými koeficienty téhož stupně r = max{m,n}.

Poznámka: Je-li pravá strana f(x) = f1(x) + · · · + ft(x), kde funkce f1(x), . . . , ft(x)

jsou funkce tvaru (33), potom partikulárńı řešeńı yp nehomogenńı rovnice (29) je rovno
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součtu partikulárńıch řešeńı yp1 , . . . , ypt , která urč́ıme vždy jednotlivě. Tedy

yp = yp1 + yp2 + · · ·+ ypt .

Tomuto zobecněńı ř́ıkáme princip superpozice.
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II. PRAKTICKÁ ČÁST
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8 ROVNICE SE SEPAROVATELNÝMI PROMĚNNÝMI

8.1 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 8.1 Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice:

y′ =
y

x
.

Řešeńı: Jedná se o ODR 1. řádu se separovanými proměnnými. Derivaci y′ nahrad́ıme

pod́ılem diferenciál̊u y′ = dy
dx

a za předpokladu y 6= 0 odseparujeme proměnné. Dosta-

neme tak postupně
dy

dx
=

y

x
,

dy

dx
=

1

x
· y,∫

dy

y
=

∫
dx

x
.

Obě strany rovnice zintegrujeme, pravou stranu podle proměnné x, levou stranu podle

proměnné y a přidáme integračńı konstantu.

Integraćı dostaneme

ln |y| = ln |x|+ ln |C|, C 6= 0.

Výslednou rovnici odlogaritmujeme a odstrańıme absolutńı hodnoty.

Dostáváme řešeńı

y = Cx, C 6= 0.

Zbývá vyšetřit př́ıpad y = 0. Dosazeńım této konstantńı funkce a jej́ı derivace y′ = 0

do zadané rovnice zjist́ıme, že je jej́ım řešeńım, a to pro volbu C = 0. Můžeme ji tedy

zahrnout do řešeńı. Obecné řešeńı dané rovnice je tedy tvaru

y = C · x, C ∈ R.

Př́ıklad 8.2 Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice:

y′ = −x
y
.

Řešeńı:

y′ = −x · 1

y
.

Opět se jedná o ODR 1. řádu se separovanými proměnnými. Derivaci y′ nahrad́ıme

pod́ılem diferenciál̊u y′ = dy
dx

, odseparujeme proměnné a zintegrujeme

dy

dx
= −x

y
,∫

y dy =

∫
−x dx.
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Integraćı dostáváme
y2

2
= −x

2

2
+ C.

Po úprave źıskáme obecné řešeńı ve tvaru

x2 + y2 = C, C ≥ 0.

Př́ıklad 8.3 Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice:

y′ = 4y.

Řešeńı: Za předpokladu, že y 6= 0 odseparujeme proměnné

dy

dx
= 4y,∫

dy

y
=

∫
4 dx.

Obě strany rovnice zintegrujeme, pravou stranu podle x, levou stranu podle y.

Dostáváme

ln |y| = 4x+ C1.

Odlogaritmujeme

|y| = e4x+C1 ,

|y| = Ce4x, C = eC1 , C > 0.

Odstrańıme absolutńı hodnotu

y = Ce4x, C 6= 0. (34)

Zbývá vyšetřit př́ıpad y = 0. Po dosazeńı je vidět, že je tato konstantńı funkce řešeńım

dané rovnice. Je také vidět, že toto řešeńı lze zahrnout do (34) pro C = 0. OŘ lze tedy

zapsat ve tvaru

y = Ce4x, C ∈ R.

Př́ıklad 8.4 Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice:

xy′ = y2 − y.
Řešeńı: Nejprve si vyjádř́ıme y′

y′ =
y2 − y
x

,

y′ =
y · (y − 1)

x
,

dy

dx
=

y · (y − 1)

x
.
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Za předpokladu y 6= 0 ∧ y 6= 1 dostáváme postupně∫
dy

y(y − 1)
=

∫
dx

x
.

Integrand na levé straně rozlož́ıme na parciálńı zlomky

1

y(y − 1)
=
A

y
+

B

y − 1
⇒ 1 = A(y − 1) +By.

y = 1 : B = 1

y = 0 : A = −1

Dosad́ıme a integraćı dostáváme

∫
dy

y(y − 1)
=

∫ (
1

y − 1
− 1

y

)
dy = ln |y − 1| − ln |y| = ln

∣∣∣∣y − 1

y

∣∣∣∣ .
Integračńı konstantu uvedeme až na pravé straně v rovnici. Po integraci obou stran

dostaneme

ln

∣∣∣∣y − 1

y

∣∣∣∣ = ln |x|+ ln |C|, C 6= 0.

Odlogaritmujeme
y − 1

y
= C x,

y − 1 = C xy,

y = 1− C xy,

y (1 + Cx) = 1.

Funkce y = 0, y = 1 jsou také řešeńı dané rovnice, přičemž y = 1 lze zahrnout do

obecného řešeńı pro C = 0. Dostáváme OŘ rce

y =
1

1 + Cx
, y = 0, C ∈ R.

Př́ıklad 8.5 Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice:

y + (1− x2)y′ = 0.

Řešeńı: Nejprve vyjádř́ıme y′

y′ = − y

1− x2
,

dy

dx
= − y

1− x2
.

Za předpokladu y 6= 0 dostáváme postupně∫
dy

y
=

∫ (
− 1

1− x2

)
dx.

Integrand na pravé straně rozlož́ıme na parciálńı zlomky
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− 1

1− x2
= − 1

(1− x)(1 + x)
=

A

(1− x)
+

B

(1 + x)
.

Vynásobeńım výrazem 1− x2 máme

−1 = A(1 + x) +B(1− x) =⇒ A = −1

2
, B = −1

2
.

Dosazeńım a integraćı dostáváme

−1

2

∫ (
1

(1− x)
+

1

(1 + x)

)
dx = −1

2
. (− ln |1− x|+ ln |1 + x|) =

= −1

2
ln

∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣ =
1

2
ln

∣∣∣∣1− x1 + x

∣∣∣∣ .
Po integraci obou stran máme

ln |y| = 1

2
ln

∣∣∣∣1− x1 + x

∣∣∣∣+ ln |C1|, C1 6= 0.

Vynásob́ıme dvěma

2 ln |y| = ln

∣∣∣∣1− x1 + x

∣∣∣∣+ ln |C|, C = 2C1, C 6= 0.

Odlogaritmujeme a odstrańıme absolutńı hodnoty

|y|2 =

∣∣∣∣1− x1 + x

∣∣∣∣ · |C|,
tj.

y2 = C · 1− x
1 + x

, C 6= 0. (35)

Po dosazeńı konstantńı fce y = 0 a jej́ı derivace do dané rce zjist́ıme, že je řešeńım a

že ji lze zahrnout do (35) pro C = 0, takže OŘ je ve tvaru

y2 = C · 1− x
1 + x

, C ∈ R.

Př́ıklad 8.6 Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice:

y′ · sinx = y · cosx.

Řešeńı: Nejprve si vyjádř́ıme y′

y′ =
y · cosx

sinx
.

Za předpokladu y 6= 0 dostáváme
dy

dx
=

y · cosx

sinx
,∫

dy

y
=

∫
cosx

sinx
dx.
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Integrál na pravé straně rovnice řeš́ıme substitućı

sinx = u,

cosx dx = du.

Dosad́ıme ∫
dy

y
=

∫
1

u
du.

Zintegrujeme, pravou stranu podle proměnné u, levou stranu podle proměnné y.

Dosad́ıme zpátky ze substituce

ln |y| = ln |u|+ ln |C|, C 6= 0,

ln |y| = ln | sinx|+ ln |C|, C 6= 0.

Po odlogaritmováńı a odstraněńı absolutńıch hodnot máme OŘ

y = C · sinx, C ∈ R,

ve kterém je také zahrnuto řešeńı y = 0 pro C = 0.

Př́ıklad 8.7 Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice:

x2y′ − y2 = 1.

Řešeńı: Vyjádř́ıme y′

y′ =
1 + y2

x2
.

Dále postupujeme stejně jako v předchoźıch př́ıkladech

dy

dx
=

1 + y2

x2
,∫

dy

1 + y2
=

∫
dx

x2
.

Integraćı dostáváme

arctg y = −1

x
+ C, C ∈ R.

OŘ je ve tvaru

y = tg

(
C − 1

x

)
, C ∈ R.
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Př́ıklad 8.8 Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice:

2xyy′ = x+ 2.

Řešeńı: Vyjádř́ıme y′

y′ =
x+ 2

2xy
,

y′ =

(
x+ 2

2x

)
· 1

y
,

y′ =

(
1

2
+

1

x

)
· 1

y
.

Postupujeme obdobně jako u předchoźıch př́ıklad̊u

dy

dx
=

(
1

2
+

1

x

)
· 1

y
,

y dy =

(
1

2
+

1

x

)
dx,∫

y dy =

∫ (
1

2
+

1

x

)
dx.

Integraćı dostáváme
y2

2
=

1

2
x+ ln |x|+ C,C ∈ R.

Výslednou rovnici vynásob́ıme dvěma a vyjádř́ıme y2.

Dostáváme OŘ rovnice

y2 = x+ 2 ln |x|+ C, C ∈ R.

Př́ıklad 8.9 Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice:

x2y′ = (2x− 1) · y.
Řešeńı: Po úpravě dostáváme

y′ =
(2x− 1).y

x2
.

Za předpokladu y 6= 0 odseparujeme proměnné
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dy

dx
=

(2x− 1).y

x2
,

1

y
dy =

2x− 1

x2
dx,∫

dy

y
=

∫
2x− 1

x2
,∫

dy

y
=

∫ (
2

x
− 1

x2

)
dx.

Integraćı dostáváme

ln |y| = 2 ln |x|+ 1

x
+ C1, C1 ∈ R,

|y| = e2 lnx+
1
x
+C1 ,

|y| = elnx
2 · e

1
x · eC1 ,

|y| = x2e
1
xC, C = eC1 , C > 0.

Dostáváme OŘ rce

y = Cx2e
1
x , C 6= 0.

Funkce y = 0 je rovněž řešeńım a lze ji zahrnout do předešlého vyjádřeńı pro C = 0,

takže OŘ je ve tvaru

y = Cx2e
1
x , C ∈ R.

Př́ıklad 8.10 Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice:

y′
(
x2y + xy

)
= xy2 + 2y2 + x+ 2.

Řešeńı: Vyjádř́ıme y′ a uprav́ıme

y′ =
xy2 + 2y2 + x+ 2

x2y + xy
,

y′ =
(y2 + 1) (x+ 2)

xy (x+ 1)
,

y′ =
x+ 2

x (x+ 1)
· y

2 + 1

y
,

dy

dx
=

x+ 2

x (x+ 1)
· y

2 + 1

y
,∫

y

y2 + 1
dy =

∫
x+ 2

x (x+ 1)
dx.
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Vypoč́ıtáme integrál na pravé straně∫
x+ 2

x · (x+ 1)
dx =

∫ (
A

x
+

B

x+ 1

)
dx =

∣∣∣∣∣∣∣
x+ 2 = A (x+ 1) +Bx

x = 0 : A = 2

x = −1 : 1 = −B ⇒ B = −1

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∫ (
2

x
− 1

x+ 1

)
dx = 2 ln |x| − ln |x+ 1|+ ln |C1| =

= ln

∣∣∣∣C1 x
2

x+ 1

∣∣∣∣ , C1 6= 0.

Integrál na levé straně bude

∫
y

y2 + 1
dy =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
substituce :

y2 + 1 = t

2y dy = dt

y dy = dt
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ dt
2

t
=

1

2

∫
dt

t
=

1

2
ln |t| =

=
1

2
· ln |y2 + 1|.

Po integraci tedy dostaneme
1

2
ln |y2 + 1| = ln

∣∣∣∣C1 x
2

x+ 1

∣∣∣∣ ,
ln |y2 + 1| = ln

∣∣∣∣ C x4

(x+ 1)2

∣∣∣∣ , C = C2
1 , C > 0.

Dostáváme OŘ rovnice

y2 + 1 =
C · x4

(x+ 1)2
, C > 0,

y2 =
C · x4

(x+ 1)2
− 1, C > 0.

Př́ıklad 8.11 Najděte řešeńı splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku:

x2y′ + y2 = 0, y(−1) = 1.

Řešeńı: Budeme postupovat tak, že nejdř́ıve najdeme OŘ dané rce a poté dosad́ıme

za x a y počátečńı hodnoty. T́ım źıskáme hodnotu konstanty C, kterou pak dosad́ıme

do OŘ. Dostaneme tak partikulárńı řešeńı dané rce.

Nejprve vyjádř́ıme y′

y′ = −y
2

x2
,

dy

dx
= −y

2

x2
,∫

dy

y2
= −

∫
1

x2
dx.

Integraćı dostáváme

−1

y
=

1

x
+ C1.
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Z výsledné rovnice vyjadř́ıme y
1

y
= C − 1

x
=
Cx− 1

x
C = −C1.

Dostaneme OŘ

y =
x

Cx− 1
, C ∈ R.

Dosazeńım hodnoty −1 za x a 1 za y do tohoto řešeńı dostaneme

1 =
−1

C · (−1)− 1
,

−C − 1 = −1,

C = 0.

Vypočtenou konstantu C = 0 dosad́ıme do obecného řešeńı y = x
Cx−1 , č́ımž dostaneme

tzv. partikulárńı řešeńı dané rovnice

yp = −x.

Př́ıklad 8.12 Najděte řešeńı splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku:

y′ = y cosx, y(π) = 1.

Řešeńı:

y′ = y cosx,
dy

dx
= y cosx,∫

dy

y
=

∫
cosx dx.

Integraćı dostáváme

ln |y| = sin x+ C1,

|y| = esinx+C1 , eC1 = C > 0,

|y| = C esinx, C > 0,

y = C esinx, C 6= 0.

Źıskáváme OŘ rce

y = C esinx, C ∈ R.
Dosazeńım hodnoty π za x a 1 za y dostaneme

1 = Cesinπ,

1 = Ce0,

1 = C,

C = 1.

Po dosazeńı C = 1 do OŘ dostaneme partikulárńı řešeńı

yp = esinx.
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8.2 Neřešené př́ıklady

1. y′ + xy = y [y = C · ex−x2

2 ]

2. 2y′
√
x = y [y = C · e

√
x]

3. y′ = x+2
x3−2x2 [y = 1

x
+ ln

∣∣C · x−2
x

∣∣]
4. y′ cos2 x = (1 + cos2 x) [y = x+ tg x+ C]

5. y′ + y = 2x+ 3 [y = C · e−x + 2x+ 1]

6. xy2y′ + y = xy′ − x3y [ln | y
x
| = x3

3
+ y2

2
+ C]

7. 1
x2+1

+ 1
y2
· y′ = 0 [y = 1

arctg x
]

8. y′ = (2y + 1) cotg x, y
(
π
4

)
= 1

2
[y = 1

2
·
(
4 · sin2 x− 1

)
]

9. sin y · cosxdy = cos y · sinxdx, y (0) = π
4

[cos y =
√
2
2
· cosx]

10. (1 + ex) · y′
y

+ ex = 0, y(0) = 1 [y = 2 · (1 + ex)−1]

11. y′ = 2 · √y · lnx, y(e) = 1 [y = (x · (lnx− 1) + 1)2]

12. y′ = 1−2x
y2

, y(0) = 1 [y = 3
√

3 · (x− x2) + 1]
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9 HOMOGENNÍ ODR

9.1 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 9.1 Řeště homogenńı diferenciálńı rovnici:

y′ =
2y + x

x
. (36)

Řešeńı:

y′ =
2y

x
+ 1

Zavedeme substituci
y

x
= u⇒ y = ux⇒ y′ = u′ x+ u.

Dosazeńım dostaneme

u′ x+ u = 2u+ 1,

u′ x = 2u+ 1− u,

u′ x = u+ 1,

Dostali jsme rovnici se separovanými proměnnými x, u, pak u′ nahrad́ıme pod́ılem

u′ = du
dx

u′ =
1

x
(u+ 1) . (37)

a za předpokladu u+1 6= 0 (tj. u 6= −1) obě strany rovnice zintegrujeme, pravou stranu

podle proměnné x levou stranu podle proměnné u

du

dx
=

1

x
(u+ 1),

1

u+ 1
du =

1

x
dx,∫

du

u+ 1
=

∫
dx

x
.

Integraćı dostaneme

ln |u+ 1| = ln |x|+ ln |C|, C 6= 0.

Výslednou rovnici odlogaritmujeme a odstrańıme absolutńı hodnoty

u+ 1 = C x, C 6= 0.

Dostáváme obecné řešeńı separovatelné rovnice (37)

u = Cx− 1, C 6= 0. (38)

Vyšetř́ıme př́ıpad u+ 1 = 0⇒ u = −1. Tuto konstantńı funkci zderivujeme, tj. u′ = 0,

a dosad́ıme do rovnice (37), abychom ověřili, zda je jej́ım řešeńım. Po dosazeńı do
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rovnice (37) dostaneme identitu, protože

0 =
1

x
· (−1 + 1),

0 = 0,

tedy u = −1 je řešeńım rovnice (37) můžeme ji přidat k obecnému řešeńı. Je ovšem

vidět, že pro hodnotu konstanty C = 0 je to řešeńı zahrnuto v obecném řešeńı rovnice

(38), celkově lze tedy obecné řešeńı rovnice (37) zapsat ve tvaru

u = Cx− 1, C ∈ R.
Dosad́ıme zpátky ze substituce

y

x
= Cx− 1.

Dostáváme OŘ zadané homogenńı rovnice (36)

y = Cx2 − x, C ∈ R.

Př́ıklad 9.2 Řeště homogenńı diferenciálńı rovnici:

y2y′ = x2y′ + 2xy. (39)

Řešeńı:

y2y′ − x2y′ = 2xy,

y′ ·
(
y2 − x2

)
= 2xy,

y′ =
2xy

y2 − x2
.

Na pravé straně vytkneme v čitateli i ve jmenovateli x2

y′ =
x2
(
2 · y

x

)
x2
(
y2

x2
− 1
) .

Zkrát́ıme x2

y′ =
2 · y

x(
y
x

)2 − 1
.

Zavedeme substituci
y

x
= u⇒ y = ux⇒ y′ = u′ x+ u.
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Po dosazeńı dostaneme

u′ x+ u =
2u

u2 − 1
,

u′ x =
2u

u2 − 1
− u,

u′ x =
2u− u(u2 − 1)

u2 − 1
,

u′ x =
2u− u3 + u

u2 − 1
,

u′ x =
3u− u3

u2 − 1
,

u′ =
1

x
· 3u− u3

u2 − 1
, (40)

du

dx
=

1

x
· 3u− u3

u2 − 1
,

u2 − 1

3u− u3
du =

1

x
dx.

Integrál na levé straně řeš́ıme substitućı 3u− u3 = t

∫
u2 − 1

3u− u3
du =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3u− u3 = t

(3− 3u2)du = dt

−3 · (1− u2)du = dt

(u2 − 1)du = −dt
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ −dt
3

t
= −1

3
·
∫
dt

t
=

= −1

3
ln |t| = −1

3
ln |3u− u3|.

Po integraci dostáváme

−1

3
ln |3u− u3| = ln |x|+ ln |C1|, C1 6= 0,

ln |3u− u3| = −3 ln |x|+ ln |C|, C =
1

C3
1

, C 6= 0,

ln |3u− u3| = ln

∣∣∣∣Cx3
∣∣∣∣ .

Obecné řešeńı rce (40) v implicitńım tvaru je

3u− u3 =
C

x3
.

Zpětným dosazeńım ze substituce a upraveńım do co nejjednodušš́ıho tvaru dostáváme

obecné řešeńı homogenńı rovnice (39)

3
y

x
−
(y
x

)3
=
C

x3
,

3x2y − y3 = C, C ∈ R.
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Př́ıklad 9.3 Řeště homogenńı diferenciálńı rovnici:

(x2 − xy) · y′ + y2 = 0. (41)

Řešeńı:

y′ =
−y2

x2 − xy
,

y′ =
x2
(
− y2

x2

)
x2
(
1− y

x

) ,
y′ =

− y2

x2

1− y
x

.

Zavedeme substituci
y

x
= u⇒ y = ux⇒ y′ = u′ x+ u.

Dostaneme po dosazeńı

u′ x+ u =
−u2

1− u
,

u′ x =
−u2

1− u
− u,

u′ x =
−u2 − u · (1− u)

1− u
,

u′ x =
−u2 − u+ u2

1− u
,

u′ x =
−u

1− u
,

u′ =
1

x
·
(
−u

1− u

)
,

du
−u
1−u

=
1

x
dx,

1− u
−u

du =
1

x
dx.

Integraćı a následným odlogaritmovańım a odstraněńım absolutńıch hodnot postupně

dostáváme ∫
1− u
−u

du =

∫
1

x
dx,∫ (

−1

u
+ 1

)
du =

∫
1

x
dx,

− ln |u|+ u = ln |x|+ ln |C|, C 6= 0,

− ln |u|+ ln eu = ln |x|+ ln |C|, C 6= 0,
eu

u
= Cx. (42)

Do OŘ (42) v implicitńım tvaru dosad́ıme substituci
e

y
x

y
x

= Cx,

e
y
x = Cy, C ∈ R.
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Dostáváme OŘ zadané homogenńı rovnice (41) v implicitńım tvaru

y = Ce
y
x , C ∈ R.

Př́ıklad 9.4 Řeště homogenńı diferenciálńı rovnici:

x2y′ = x2 + xy + y2. (43)

Řešeńı:

y′ =
x2 + xy + y2

x2
,

y′ = 1 +
y

x
+
y2

x2
.

Zavedeme substituci y
x

= u.

Při řešeńı zadané rovnice postupujeme obdobným zp̊usobem jako u předchoźıch př́ık-

lad̊u

u′x+ u = 1 + u+ u2,

u′x = 1 + u2,

u′x =
1 + u2

x
,

du

dx
=

1 + u2

x
,∫

du

1 + u2
=

∫
dx

x
,

arctg u = ln |x|+ C, C ∈ R

u = tg (ln |x|+ C) ,
y

x
= tg (ln |x|+ C) .

Dostáváme OŘ zadané homogenńı rovnice (43)

y = x tg (ln |x|+ C) , C ∈ R.

Př́ıklad 9.5 Řeště homogenńı diferenciálńı rovnici:

y′ =
x+ 4y

y − 4x
. (44)

Řešeńı: V čitateli i ve jmenovateli na pravé straně vytkneme x

y′ =
x
(
1 + 4 y

x

)
x
(
y
x
− 4
)

a po jeho zkráceńı dostaneme rovnici ve tvaru

y′ =
1 + 4 y

x
y
x
− 4

.
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Zavedeme substituci y
x

= u

a postupujeme obdobným zp̊usobem jako u předchoźıch př́ıklad̊u

u′ x+ u =
1 + 4u

u− 4
,

u′ x =
1 + 4u− u (u− 4)

u− 4
,

u′ x =
1 + 4u− u2 + 4u

u− 4
,

u′ x =
−u2 + 8u+ 1

u− 4
,

u′ =
−u2 + 8u+ 1

u− 4
· 1

x
,

du

dx
=
−u2 + 8u+ 1

u− 4
· 1

x
,∫

(u− 4)

−u2 + 8u+ 1
du =

∫
dx

x
.

Vynásob́ıme-li čitatele na levé straně č́ıslem (−2), dostaneme v něm derivaci jmenova-

tele, a můžem tak použ́ıt integračńı vzorec

∫
f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|.

Aby ovšem z̊ustala rovnice zachována, muśıme vynásobit č́ıslem (−2) i pravou stranu

∫
−2 · (u− 4)

−u2 + 8u+ 1
du = −2

∫
dx

x
,

ln | − u2 + 8u+ 1| = −2 ln |x|+ ln |C|,

ln | − u2 + 8u+ 1| = − ln |x2|+ ln |C|,

ln | − u2 + 8u+ 1| = ln

∣∣∣∣Cx2
∣∣∣∣ ,

−u2 + 8u+ 1 =
C

x2
,

−
(y
x

)2
+ 8 · y

x
+ 1 =

C

x2
.

Dostáváme OŘ zadané homogenńı rovnice (44)

−y2 + 8xy + x2 = C, C ∈ R.
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Př́ıklad 9.6 Řeště homogenńı diferenciálńı rovnici:

(xy′ − y) · cos
y

x
− x = 0. (45)

Řešeńı:

(xy′ − y) =
x

cos y
x

,

xy′ =
x

cos y
x

+ y,

y′ =
x

cos y
x

· 1

x
+
y

x
,

y′ =
1

cos y
x

+
y

x
.

Po stejné substituci y
x

= u máme

u′ x+ u =
1

cosu
+ u,

u′ x =
1

cosu
,

u′ =
1

cosu
· 1

x
,

du

dx
=

1

cosu
· 1

x
,∫

cosu du =

∫
1

x
dx,

sinu = ln |x|+ C1, C1 ∈ R,

u = arcsin (ln |x|+ C) ,
y

x
= arcsin(ln |x|+ C|).

Dostáváme OŘ zadané homogenńı rovnice (45)

y = x arcsin(ln |x|+ C), C ∈ R.

9.2 Neřešené př́ıklady

1. 2xy′ = 3y + x [C · x3 = (x+ y)2]

2. x2 + y2 = 2xy · y′ [x2 − y2 = C · x]

3. yy′ = 2y − x [e
x

y−x = C · (y − x)]

4. x2y′ = y2 − 2x2 [y−2x
y+x

= C · x3]
5. xy′ − y =

√
x2 − y2 [y = x sin (ln |x|+ C)]

6. xy′ · sin y
x

= y · sin y
x
− x [x = C · ecos y

x ]

7. xy′ − y = y · ln y
x

[y = x · eC·x]
8. xy′ = y · cos ln y

x
[lnC · x = cotg(1

2
ln y

x
)]

9. y2 − xy + x2y′ = 0 [x = C · e
x
y , y = 0]

10. y′ = x
y

+ y
x

[y2 = x2 ln (Cx2) , x 6= 0, C > 0]
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10 LINEÁRNÍ ODR 1. ŘÁDU

10.1 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 10.1 Řeště lineárńı diferenciálńı rovnici 1. řádu:

y′ + 3y − 5x = 0. (46)

Řešeńı: Nejdř́ıve si vyjádř́ıme y′

y′ = −3︸︷︷︸
a(x)

y + 5x︸︷︷︸
b(x)

. (47)

Máme a(x) = −3, b(x) = 5x. Dále řeš́ıme ve dvou kroćıch:

1. V prvńım kroku zhomogenizujeme rovnici

y′ = −3y.

a nalezneme jej́ı obecné řešeńı

yH = Ce
∫
a(x) dx = Ce

∫
(−3) dx = Ce−3x, C ∈ R.

2. Ve druhém kroku najdeme obecné řešeńı nehomogeńı rovnice (47) metodou vari-

ace konstanty

y = C(x)e−3x. (48)

Řešeńı zderivujeme (jako součin)

y′ = C ′(x)e−3x + C(x) e−3x · (−3).

Dosad́ıme y a y′ do rovnice (47)

C ′(x)e−3x + C(x)e−3x · (−3) = −3C(x)e−3x + 5x.

Pozn. Po dosazeńı y a y′ do rovnice (46) by měly vždy vypadnout členy obsahuj́ıćı

C(x).

Dostaneme

C ′(x) = 5x e3x. (49)

Funkci C(x) najdeme integraćı, pro výpočet použijeme metodu per partes

C(x) =

∫
5x e3xdx = 5

∫
x e3xdx =

∣∣∣∣∣u = x u′ = 1

v′ = e3x v = e3x

3

∣∣∣∣∣ =

= 5

(
x · e

3x

3
− 1

3

∫
1 · e3xdx

)
= 5

(
x · e

3x

3
− 1

9
e3x + C

)
=

=
5

3
xe3x − 5

9
e3x + C =

(
5

3
x− 5

9

)
e3x + C, C ∈ R.

Dosazeńım C(x) do (48) dostaneme obecné řešeńı rovnice (46), resp. (47)

y =

[(
5

3
x− 5

9

)
e3x + C

]
e−3x,

y =
5

3
x− 5

9
+ Ce−3x, C ∈ R.
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Př́ıklad 10.2 Řeště lineárńı diferenciálńı rovnici:

y′ − 4y = e−2x. (50)

Řešeńı: Vyjádř́ıme y′

y′ = 4︸︷︷︸
a(x)

y + e−2x︸︷︷︸
b(x)

. (51)

Máme a(x) = 4, b(x) = e−2x. Při řešeńı opět postupujeme ve dvou kroćıch:

1. V tomto kroku zhomogenizujeme rovnici a najdeme jej́ı OŘ

y′ = 4y (52)

yH = Ce4x, C ∈ R

2. V daľśım kroku najdeme OŘ nehomogeńı rovnice (51) metodou variace konstanty

y = C(x)e4x. (53)

Zintegrujeme (jako součin)

y′ = C ′(x)e4x + C(x)e4x · 4.
Dosad́ıme y a y′ do rovnice (51)

C ′(x)e4x + C(x)e4x · 4 = 4C(x)e4x + e−2x,

C ′(x)e4x = e−2x,

C ′(x) = e−2x · e−4x,

C ′(x) = e−6x.

(54)

Zintegrujeme a dostaneme

C(x) =

∫
e−6xdx =

e−6x

−6
+ C.

Dosazeńım C(x) do (53) dostaneme OŘ rovnice (50)

y =

(
−1

6
e−6x + C

)
· e4x,

y = Ce4x − 1

6
e−2x, C ∈ R.

Př́ıklad 10.3 Řeště lineárńı diferenciálńı rovnici:

y′ + y = cosx. (55)

Řešeńı: Vyjádř́ıme y′

y′ = −1︸︷︷︸
a(x)

y + cosx︸︷︷︸
b(x)

. (56)

Máme a(x) = −1, b(x) = cos x. Řeš́ıme ve dvou kroćıch:

1. Zhomogenizujeme rovnici

y′ = −y.
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a najdeme jej́ı OŘ

yH = Ce
∫
(−1) dx = Ce−x, C ∈ R.

2. Najdeme OŘ nehomogeńı rovnice (55) metodou variace konstanty

y = C(x)e−x. (57)

Zderivujeme (jako součin)

y′ = C ′(x)e−x + C(x)e−x · (−1).

Dosad́ıme y a y′ do rce (56)

C ′(x)e−x + C(x)e−x · (−1) = cosx− C(x)e−x.

Dostaneme

C ′(x) = ex cosx.

Zintegrujeme metodou per partes

C(x) =

∫
ex cosx dx =

∣∣∣∣∣u = cos x u′ = − sinx

v′ = ex v = ex

∣∣∣∣∣ = ex cosx−

−
∫
ex · (− sinx) dx = ex cosx+

∫
ex sinx dx =

=

∣∣∣∣∣u = sin x u′ = cosx

v′ = ex v = ex

∣∣∣∣∣ =

= ex cosx+ ex sinx−
∫
ex cosx dx+ C1, C ∈ R.

Nyńı integrál z pravé strany převedeme na levou dostaneme

2

∫
ex cosx dx = ex (sinx+ cosx) + C1,∫
ex cosx dx =

1

2
ex (sinx+ cosx) + C, C =

1

2
C1,

C(x) =
1

2
ex · (sinx+ cosx) + C.

Dosazeńım C(x) do (57) dostaneme OŘ rce (55)

y =

(
ex cosx+ ex sinx

2
+ C

)
e−x,

y =
1

2
(sinx+ cosx) + Ce−x, C ∈ R.

Př́ıklad 10.4 Řeště lineárńı diferenciálńı rovnici:

y′ − 2y = 2 cos x. (58)

Řešeńı: Vyjádř́ıme y′

y′ = 2 cosx︸ ︷︷ ︸
b(x)

+ 2︸︷︷︸
a(x)

y. (59)

Máme a(x) = 2, b(x) = 2 cosx.
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1. Zhomogenizujeme rovnici

y′ = 2y.

a nalezneme jej́ı OŘ

yH = Ce2x, C ∈ R.

2. Najdeme OŘ nehomogeńı rovnice (59) metodou VK

y = C(x)e2x. (60)

Zderivujeme (jako součin)

y′ = C ′(x)e2x + C(x)e2x 2.

Dosad́ıme y a y′ do rovnice (59)

C ′(x)e2x + C(x)e2x 2 = 2 cosx+ C(x)e2x 2.

Dostaneme

C ′(x) = e−2x 2 cosx.

C(x) =

∫
e−2x · 2 cosx =

∫
2 · e−2x cosx dx.∫

e−2x cosx dx =

∣∣∣∣∣ u = e−2x u′ = −2 · e−2x

v′ = cosx v = sinx

∣∣∣∣∣ =

= e−2x 2 sinx−
∫ (
−2e−2x

)
· sinx dx =

= e−2x sinx+

∫
2 e−2x sinx dx =

∣∣∣∣∣ u = 2 · e−2x u′ = −4e−2x

v′ = sinx v = − cosx

∣∣∣∣∣ =

= e−2x sinx+ 2 · e−2x · (− cosx)−
∫ (
−4 e−2x

)
· (− cosx) dx =

= e−2x sinx− 2 · e−2x cosx− 4

∫
e−2x cosx dx+ C1, C ∈ R.

Obdrželi jsme tedy rovnici

∫
e−2x cosx dx = e−2x (sinx− 2 cosx)− 4

∫
e−2x cosx dx+ C1.

K oběma stranám rovnice přičteme 4
∫
e−2x cosx dx , dostaneme

5

∫
e−2x cosx dx = e−2x (sinx− 2 cosx) + C1,∫
e−2x cosx dx =

1

5
e−2x (sinx− 2 cosx) + C, C =

1

5
C1, C ∈ R.

C(x) = 2

∫
e−2x cosx dx = 2

[
1

5
e−2x (sinx− 2 cosx) + C

]
= e−2x

(
2

5
sinx− 4

5
cosx

)
+C.

Dosazeńım C(x) do (60) dostaneme OŘ rce (58)

y =

[
e−2x

(
2

5
sinx− 4

5
cosx

)
+ C

]
e2x,

y =
2

5
sinx− 4

5
cosx+ Ce2x, C ∈ R.
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Př́ıklad 10.5 Řeště lineárńı diferenciálńı rovnici:

2xy′ + x2 − 6y = 0. (61)

Řešeńı: Vyjádř́ıme y′

y′ =
6y − x2

2x
,

y′ =
3y

x
− x

2
,

y′ = −x
2︸︷︷︸

b(x)

+
3

x︸︷︷︸
a(x)

y. (62)

Řeš́ıme ve dvou kroćıch

1. Zhomogenizujeme rovnici

y′ =
3

x
y.

a nalezneme jej́ı OŘ

yH = Ce
∫

3
x
dx = Ce

1
3
ln |x| = Celn |x

3|
= Cx3, C ∈ R.

2. Najdeme OŘ nehomogeńı rovnice (62) metodou VK

y = C(x)x3. (63)

Zderivujeme

y′ = C ′(x)x3 + C(x)3x2.

Dosad́ıme y a y′ do rovnice (62)

C ′(x)x3 + C(x)3x2 =
3

x
C(x)x3 − x

2
,

C ′(x)x3 + C(x)3x2 = C(x)3x2 − x

2
,

C ′(x) = −x
2
· 1

x3
,

C ′(x) = − 1

2x2
,

C(x) =

∫
− 1

2x2
dx,

C(x) = −1

2

∫
1

x2
dx,

C(x) =
1

2x
+ C, C ∈ R.

Dosazeńım C(x) do (62) dostaneme OŘ rce (61)

y =

(
1

2x
+ C

)
x3,

y =

(
x2

2
+ Cx3

)
, C ∈ R.
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Př́ıklad 10.6 Řeště lineárńı diferenciálńı rovnici:

y′ + 2xy = xe−x
2

. (64)

Řešeńı: Vyjádř́ıme y′

y′ = xe−x
2︸ ︷︷ ︸

b(x)

−2x︸︷︷︸
a(x)

y. (65)

1. Zhomogenizujeme

y′ = −2xy

a nalezneme OŘ této rovnice

yH = Ce
∫
(−2x)dx = Ce−x

2

, C ∈ R.

2. Najdeme OŘ nehomogeńı rovnice (65) metodou VK

y = C(x)e−x
2

. (66)

Zderivujeme

y′ = C ′(x)e−x
2

+ C(x)e−x
2 · (−2x) .

Dosad́ıme y a y′ do rovnice (65)

C ′(x)e−x
2

+ C(x)e−x
2 · (−2x) = xe−x

2 − 2xC(x)e−x
2

.

C ′(x)e−x
2

= xe−x
2

,

C ′(x) =
xe−x

2

e−x2
,

C ′(x) = x.

Zintegrujeme a dostaneme

C(x) =

∫
x dx,

C(x) =
x2

2
+ C, C ∈ R.

Dosad́ıme C(x) do (66) a dostaneme OŘ rovnice (64)

y =

(
x2

2
+ C

)
e−x

2

, C ∈ R.

Př́ıklad 10.7 Řeště lineárńı diferenciálńı rovnici:

y′ = y tg x+ cosx. (67)

Řešeńı: Řešeńı najdeme opět stejným postupem:

1. Zhomogenizujeme

y′ = y tg x.

a nalezneme OŘ

yH = Ce
∫
tg x dx, C ∈ R.
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Exponent uprav́ıme∫
tg x dx =

∫
sinx

cosx
dx = − ln | cosx| = ln

1

| cosx|
a dostaneme

yH = Celn
1

| cos x| =
C

cosx
, C ∈ R.

2. Najdeme OŘ nehomogeńı rovnice (67) metodou VK

y =
C(x)

cosx
, (68)

y′ =
C ′(x) · cosx− C(x) · (− sinx)

cos2 x
,

y′ =
C ′(x)

cosx
+
C(x) · sinx

cos2 x
.

Dosad́ıme y a y′ do (67)

C ′(x)

cosx
+
C(x) · sinx

cos2 x
=

C(x)

cosx
· tg x+ cosx,

C ′(x)

cosx
+
C(x) · sinx

cos2 x
=

C(x) · sinx
cos2 x

+ cosx,

C ′(x)

cosx
= cos x,

C ′(x) = cos2 x.

Zintegrujeme

C(x) =

∫
cos2 x dx =

∫
1 + cos 2x

2
dx =

1

2

(
x+

sin 2x

2

)
+ C, C ∈ R.

Dosazeńım C(x) do (68) dostaneme OŘ rce (67)

y =
1
2

(
x+ sin 2x

2

)
+ C

cosx
,

y =
x
2

+ 2 sinx·cosx
4

+ C

cosx
,

y =
x

2 cosx
+

sinx

2
+

C

cosx
, C ∈ R.

Př́ıklad 10.8 Řeště lineárńı diferenciálńı rovnici:(
1 + x2

)
y′ − 2xy =

(
1 + x2

)2
. (69)

Řešeńı: Vyjádř́ıme y′ (
1 + x2

)
y′ =

(
1 + x2

)2
+ 2xy,

y′ =
(1 + x2)

2
+ 2xy

1 + x2
,

y′ =
2x

1 + x2︸ ︷︷ ︸
a(x)

y +
(
1 + x2

)︸ ︷︷ ︸
b(x)

. (70)
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Postupujeme analogicky:

1. Zhomogenizujeme rovnici

y′ =
2x

1 + x2
y.

Jej́ı OŘ je

yH = Ce
∫

2x
1+x2

dx
= Celn |1+x

2| = C
(
1 + x2

)
, C ∈ R.

2. Najdeme OŘ nehomogeńı rovnice (70) metodou VK

y = C(x)
(
1 + x2

)
. (71)

Zderivujeme (jako součin)

y′ = C ′(x) ·
(
1 + x2

)
+ C(x) · 2x.

Dosad́ıme y a y′ do rovnice (70)

C ′(x) ·
(
1 + x2

)
+ C(x) · 2x =

2x

1 + x2
· C(x) ·

(
1 + x2

)
+ 1 + x2.

Pozn. Plat́ı stejné pravidlo jako v předchoźım př́ıkladu

C ′(x) ·
(
1 + x2

)
= 1 + x2,

C ′(x) = 1. (72)

Integraćı dostaneme

C(x) =

∫
1 dx = x+ C.

Po dosazeńı C(x) do (71) dostaneme OŘ (69)

y = (x+ C) ·
(
1 + x2

)
, C ∈ R.

Př́ıklad 10.9 Řeště lineárńı diferenciálńı rovnici s počátečńı podmı́nkou:

y′ = −y
x

+ 3x, y(1) = −3. (73)

Řešeńı: Nejprve najdeme OŘ rovnice (73) analogicky jako ve všech předchoźıch př́ı-

kladech:

y′ = −1

x︸︷︷︸
a(x)

y + 3x︸︷︷︸
b(x)

.

1. Zhomogenizujeme

y′ = −1

x
y.

a nalezneme jej́ı OŘ

yH = Ce−
∫

1
x
dx = Ce− ln |x| = C

1

x
, C ∈ R.

2. OŘ hledáme ve tvaru

y = C(x) · 1

x
. (74)
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Zderivujeme

y′ = C ′(x) · 1

x
+ C(x) · (−1) · x−2.

Dosad́ıme y a y′ do rce (10.9)

C ′(x) · 1

x
+ C(x) · (−1) · x−2 = −1

x
· C(x) · 1

x
+ 3x,

C ′(x) = 3x2,

C(x) =

∫
3x2 dx = x3 + C, C ∈ R.

Dosazeńım C(x) do rce (74) dostaneme OŘ rovnice (73)

y =
(
x3 + C

)
· 1

x
= x2 +

C

x
, C ∈ R. (75)

Nyńı vyřeš́ıme počátečńı úlohu dosazeńım hodnoty 1 za x a −3 za y do tohoto řešeńı.

Dostaneme

−3 = 1− C

1
,

−3 = 1− C,

C = 4.

Vypočtenou konstantu C = 4 dosad́ıme do OŘ (75), t́ım dostaneme tzv. partikulárńı

řešeńı dané rovnice ve tvaru

yp = x2 +
4

x
.

Př́ıklad 10.10 Řeště lineárńı diferenciálńı rovnici s počátečńı podmı́nkou:

y′ cosx+ y sinx = 1, y(0) = 1. (76)

Řešeńı: Uprav́ıme

y′ =
1− y · sinx

cosx
,

y′ =
1

cosx︸ ︷︷ ︸
b(x)

−y · sinx

cosx︸ ︷︷ ︸
a(x)

. (77)

OŘ najdeme ve dvou kroćıch

1. Zhomogenizujeme rovnici

y′ = − sinx

cosx
· y.

a nalezneme jej́ı OŘ

yH = Ce
∫
− sin x

cos x
dx =

∣∣∣∣∣ t = cosx

dt = − sinx dx

∣∣∣∣∣ = Ce
∫

dt
t = Celn |t| =

= Celn | cosx| = C cosx, C ∈ R.

2. OŘ rovnice (77) předpokládáme ve tvaru

y = C(x) cosx. (78)

Zderivujeme

y′ = C ′(x) · cosx+ C(x) · (− sinx) .
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Dosad́ıme y a y′ do rce (76)

[C ′(x) · cosx+ C(x) · (− sinx)] · cosx+ C(x) · cosx · (sinx) = 1,

C ′(x) · cos2 x+ C(x) · cosx · (− sinx) + C(x) · cosx · (sinx) = 1,

C ′(x) · cos2 x = 1,

C ′(x) =
1

cos2 x
.

Zintegrujeme a dostaneme

C(x) =

∫
1

cos2 x
dx = tg x+ C, C ∈ R.

Dosazeńım C(x) do (78) dostaneme OŘ rce (76)

y = (tg x+ C) cosx, (79)

y = tg x cosx+ C cosx,

y =
sinx

cosx
cosx+ C cosx,

y = sin x+ C cosx.

Dosazeńım hodnoty 0 za x a 1 za y do tohoto řešeńı dostaneme

1 = 0 + 1 · C,

C = 1.

Vypočtenou konstantu C = 1 dosad́ıme do OŘ (79), t́ım dostaneme tzv. partikulárńı

řešeńı dané rovnice

yp = sinx+ cosx.

10.2 Neřešené př́ıklady

1. y′ − 7y = ex [y = C · e7x − 1
6
· ex]

2. y′ + 2y = 4x [y = C · e−2x + 2x− 1]

3. y′ = 6xy + 4x · e3x2 [y = (2x2 + C) · e3x2 ]
4. y′ + y = sinx [y = 1

2
· (sinx− cosx) + C · e−x]

5. y′ + 1
x+1
· y = sinx [y = sinx−(x+1)·cosx+C

x+1
]

6. y′ − 3x2y = (x+ 2) · ex3 [y =
(
x2

2
+ 2x+ C

)
· ex3 ]

7. y′ · ex2 + 2xy · ex2 = cosx [y = (sinx+ C) · e−x2 ]
8. x2y′ − 2xy = −3, y(−1) = 1 [yp = 2x2 + 1

x
]

9. y′ + x− xy = 0, y(0) = −4 [yp = 1− 5e
x2

2 ]

10. y′ + y = sinx, y(π) = 1 [yp = 1
2

(eπ−x + sinx− cosx)]
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11 BERNOULLIOVA ROVNICE

11.1 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 11.1 Řešte Bernoulliovu diferenciálńı rovnici:

xy′ + xy3 − y = 0. (80)

Řešeńı: Z rovnice si nejdř́ıve vyjádř́ıme y′

y′ =
y − xy3

x
,

y′ =
1

x
y − y3. (81)

Z druhého členu na pravé straně plyne, že r = 3, zavedeme tedy substituci

z = y1−r = y1−3 = y−2 =
1

y2
.

Derivaćı dostáváme

z′ = −2y−3 · y′.
Za y′ dosad́ıme z (81) a roznásob́ıme

z′ = −2y−3 ·
[

1

x
y − y3︸ ︷︷ ︸
y′

]
= −2

x
y−2 + 2.

Nyńı y−2 nahrad́ıme proměnnou z a dostaneme tak lineárńı diferenciálńı rovnici prvńıho

řádu

z′ = −2

x
z + 2. (82)

V této rovnici označ́ıme a(x) = − 2
x
, b(x) = 2.

1. Rovnici zhomogenizujeme

z′ = −2

x
· z

a najdeme jej́ı obecné řešeńı, např́ıklad užit́ım vztahu

zH = Ce
∫
a(x) dx.

Tedy

zH = Ce
∫
(− 2

x
) dx = Ce−2 ln |x| = Celn

1
x2 =

C

x2
.

2. Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice (82) hledáme ve tvaru

z =
C(x)

x2
. (83)

Zderivujeme (jako pod́ıl)

z′ =
C ′(x) · x2 − C(x) · 2x

x4
=
C ′(x)

x2
− C(x) · 2

x3
.

Dosad́ıme z a z′ do rovnice (82)

C ′(x)

x2
− C(x) · 2

x3
= 2− 2

x
· C(x)

x2
.

Dostaneme
C ′(x)

x2
= 2,

C ′(x) = 2x2.
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C(x) zjist́ıme integraćı

C(x) =

∫
2x2 dx =

2x3

3
+ C.

Funkci C(x) dosad́ıme do hledaného obecného řešeńı (83)

z =
2x3

3
+ C

x2
=

2x3 + 3C

3x2
.

Zbývá nahradit zpátky 1
y2

za z

1

y2
=

2x3 + 3C

3x2
.

Obecné řešeńı rovnice (80) je tedy tvaru

y2 =
3x2

2x3 + 3C
, y = 0, C ∈ R.

Poznámka: Řešeńı y = 0 jsme k obecnému připsali proto, že je-li r > 0, má Bernoulliova

rovnice i řešeńı y = 0.

Př́ıklad 11.2 Najděte obecné řešeńı Bernoulliovy diferenciálńı rovnice:

x2y2y′ + xy3 = 1. (84)

Řešeńı: Z dané rovnice nejprve opět vyjádř́ıme y′

y′ =
1− xy3

x2y2
,

y′ =
1

x2y2
− xy3

x2y2
,

y′ =
1

x2
y−2 − 1

x
y ⇒ r = −2. (85)

Zavedeme substituci

z = y1−r = y1−(−2) = y3,

zderivujeme

z′ = 3y2 · y′,
dosad́ıme za y′ ze vztahu (85) a zjednoduš́ıme

z′ = 3y2 ·
[

1

x2y2
− y

x︸ ︷︷ ︸
y′

]
,

z′ =
3

x2
− 3y3

x
.

Nyńı y3 nahrad́ıme proměnnou z, č́ımž opět dostaneme lineárńı diferenciálńı rovnici

prvńıho řádu

z′ = −3

x
z +

3

x2
. (86)

Máme a(x) = − 3
x
, b(x) = 3

x2
. Řeš́ıme opět ve dvou kroćıch

1. Rovnici zhomogenizujeme

z′ = −3

x
z
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a najdeme jej́ı obecné řešeńı

zH = Ce
∫
a(x) dx = Ce

∫
(− 3

x
) dx = Ce−3 ln |x| = Celn |x|

−3

=
C

x3
.

2. Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice (86) hledáme ve tvaru

z =
C(x)

x3
. (87)

Zderivujeme (jako pod́ıl)

z′ =
C ′(x) · x3 − C(x) · 3x2

x6
=
C ′(x)

x3
− C(x) · 3

x4
.

Dosad́ıme z a z′ do rovnice (86)
C ′(x)

x3
− C(x) · 3

x4
=

3

x2
− 3

x
· C(x)

x3
.

Zkrát́ıme a zintegrujeme
C ′(x)

x3
=

3

x2
,

C ′(x) =
3x3

x2
= 3x,

C(x) =

∫
3x dx =

3x2

2
+ C.

Vypočtenou funkci C(x) dosad́ıme do (87)

z =
3x2

2
+ C

x3
=

3x2 + 2C

2x3
.

Dosad́ıme zpátky y3 za z a dostaneme obecné řešeńı dané rovnice (84)

y3 =
3x2 + 2C

2x3
, C ∈ R.

Př́ıklad 11.3 Řeště Bernoulliovu diferenciálńı rovnici:

xy′ − 4y = x2
√
y. (88)

Řešeńı: Postupujeme analogicky jako v předchoźıch př́ıkladech

y′ =
x2
√
y + 4y

x
,

y′ = x
√
y +

4y

x
⇒ r =

1

2
.

Zavedeme substituci

z = y1−r = y1−
1
2 = y

1
2 =
√
y.

Zderivujeme a uprav́ıme

z′ =
1

2
· y−

1
2 · y′ = 1

2
√
y
· y′ = 1

2
√
y
·
[
x
√
y +

4y

x︸ ︷︷ ︸
y′

]
=
x

2
+

4y

2
√
yx

=
x

2
+

2y
√
yx

=
x

2
+

2
√
y

x
.

Dostaneme lineárńı DR 1. řádu ve tvaru

z′ =
2

x
z +

x

2
. (89)

Dále řeš́ıme jako lineárńı rovnici:

1. Rovnici zhomogenizujeme

z′ =
2

x
z.
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Jej́ı obecné řešeńı bude

zH = Ce
∫

2
x
dx = Ce2 ln |x| = Celnx

2

= Cx2.

2. Obecné řešeńı rovnice (89) hledáme ve tvaru

z = C(x)x2. (90)

Zderivujeme

z′ = C ′(x) · x2 + C(x) · 2x.
Dosad́ıme z a z′ do rovnice (89)

C ′(x) · x2 + C(x) · 2x =
2

x
· C(x) · x2 +

x

2
,

C ′(x) · x2 =
x

2
,

C ′(x) =
1

2x
,

C(x) =

∫
1

2x
dx,

C(x) =
1

2
ln |x|+ C.

C(x) dosad́ıme do (90)

z =

(
1

2
ln |x|+ C

)
· x2.

Vrát́ıme se zpět ze substituce z =
√
y

y
1
2 =

(
1

2
ln |x|+ C

)
· x2

a dostaneme obecné řešeńı rovnice (88) ve tvaru

y =

(
1

2
ln |x|+ C

)2

· x4, y = 0, C ∈ R.

Př́ıklad 11.4 Řeště Bernoulliovu diferenciálńı rovnici:

xy′ + y − y3 lnx = 0. (91)

Řešeńı: Z rovnice vyjádř́ıme y′

y′ =
−y + y3 lnx

x
,

y′ = −y
x

+
lnx

x
· y3 ⇒ r = 3.

Zavedeme substituci

z = y1−r = y1−3 = y−2 =
1

y2
,

zderivujeme, dosad́ıme za y′ a uprav́ıme na lineárńı DR 1. řádu

z′ = −2y−3 · y′ = −2y−3 ·
[

lnx

x
y3 − y

x︸ ︷︷ ︸
y′

]
= −2 lnx

x
+

2

x
y−2

z′ = −2 lnx

x
+

2

x
z. (92)
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1. Zhomogenizovaná rovnice má tvar

z′ =
2

x
z,

jej́ı obecné řešeńı je

zH = Ce
∫

2
x
dx = Ce2·ln |x| = Cx2.

2. Obecné řešeńı rovnice (92) hledáme ve tvaru

z = C(x)x2. (93)

Zderivujeme

z′ = C ′(x)x2 + C(x) · 2x
a dosad́ıme spolu se z do (92)

C ′(x)x2 + C(x) · 2x = −2 lnx

x
+

2

x
· C(x)x2,

C ′(x)x2 = −2 lnx

x
,

C ′(x) = −2 lnx

x3
,

C(x) =

∫
−2 lnx

x3
dx =

∣∣∣∣∣ u = lnx v′ = − 2
x3

u′ = 1
x

v = 1
x2

∣∣∣∣∣ =

=
1

x2
· lnx−

∫
1

x3
dx =

1

x2
· lnx+

1

2x2
+ C.

C(x) dosad́ıme do (93)

z =

(
1

x2
· lnx+

1

2x2
+ C

)
· x2 = lnx+

1

2
+ Cx2.

Dosad́ıme zpátky ze substituce
1

y2
= lnx+

1

2
+ Cx2

a dostaneme obecné řešeńı rovnice (91) ve tvaru

y2 =
1

lnx+ 1
2

+ Cx2
, y = 0, C ∈ R.

Př́ıklad 11.5 Najděte obecné řešeńı Bernoulliovy diferenciálńı rovnice:

3y′ +
2

x
y =

3 cos 3x
√
y

. (94)

Řešeńı: Vyjádř́ıme y′

y′ =
cos 3x
√
y
− 2

3x
· y,

y′ = cos 3x · y−
1
2 − 2y

3x
⇒ r = −1

2
Zavedeme substituci

z = y1−r = y1−(−
1
2
) = y

3
2 ,

takže

z′ =
3

2
· y

1
2 · y′ = 3

2
· y

1
2 ·
[
cos 3x · y−

1
2 − 2y

3x︸ ︷︷ ︸
y′

]
=

3

2
cos 3x− 1

x
z. (95)



UTB ve Zĺıně, Fakulta aplikované informatiky 57

1. Rovnici zhomogenizujeme

z′ = −1

x
z,

jej́ı obecné řešeńı bude

zH = Ce
∫
(− 1

x
) dx = Ce− ln |x| = Celn

1
|x| =

C

x
.

2. Hledáme obecné řešeńı rovnice (95) ve tvaru

z =
C(x)

x
. (96)

Zjist́ıme jeho derivaci

z′ =
C ′(x) · x− C(x) · 1

x2
=
C ′(x)

x
− C(x)

x2
.

Po dosazeńı z a z′ do (95) bude
C ′(x)

x
− C(x)

x2
=

3

2
cos 3x− 1

x
· C(x)

x
,

C ′(x) =
3

2
x cos 3x,

C(x) =

∫
3

2
x cos 3x dx =

∣∣∣∣∣ u = 3
2
x v′ = cos 3x

u′ = 3
2

v = sin 3x
3

∣∣∣∣∣ =

=
1

2
x sin 3x− 1

2

∫
sin 3x dx =

1

2
x sin 3x+

1

6
cos 3x+ C.

C(x) dosad́ıme do (96)

z =
1
2
x sin 3x+ 1

6
cos 3x+ C

x
=

3x sin 3x+ cos 3x+ 6C

6x
.

Vrát́ıme se zpátky ze substituce a dostaneme obecné řešeńı rovnice (94) ve tvaru

y
3
2 =

3x sin 3x+ cos 3x+ 6C

6x
, C ∈ R,

neboli

y3 =

(
3x sin 3x+ cos 3x+ 6C

6x

)2

, C ∈ R.

11.2 Neřešené př́ıklady

1. y − xy′ = xy3 [y2 = 3x2

2x3+3C
, y = 0]

2. xy′ + y = y2 lnx [y = 1
Cx+lnx+1

, y = 0]

3. xy′ − 4y = x2
√
y [y = x4

(
1
2

ln |x|+ C
)2
, y = 0]

4. x2y2y′ + xy3 = 1 [y3 = C
x3

+ 3
2x

]

5. 3x2y′ + xy = y−2 [y3 = ln |x|+C
x

]

6. y′ + y = y2 · ex [y = 1
ex·(C−x) , y = 0]

7. y′ − xy + y3e−x
2

= 0 [y2 = ex
2

2x+C
, y = 0]

8. y′ + xy = 6x
√
y [y =

(
6 + Ce−

x2

4

)2
, y = 0]
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12 EXAKTNÍ DR A INTEGRAČNÍ FAKTOR

12.1 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 12.1 Dokažte, že daná diferenciálńı rovnice je exaktńı, a najděte jej́ı obecné

řešeńı: (
3x2 + 6xy2

)
dx+

(
6x2y + 4y3

)
dy = 0. (97)

Řešeńı: Nejprve si označme

P (x, y) = 3x2 + 6xy2,

Q(x, y) = 6x2y + 4y3.

Aby byla daná diferenciálńı rovnice exaktńı, muśı být splněna podmı́nka

P ′y(x, y) = Q′x(x, y).

Zde máme

P ′y(x, y) = 12xy,

Q′x(x, y) = 12xy,

podmı́nka je splněna, daná rovnice je tedy exaktńı. To znamená, že existuje tzv. kme-

nová funkce F (x, y), jej́ıž totálńı diferenciál je výraz na levé straně rovnice (bylo již

vysvětleno v teoretické části). Plat́ı tedy

F ′x(x, y) = P (x, y) =⇒ F =

∫
P (x, y) dx, (98)

F ′y(x, y) = Q(x, y) =⇒ F =

∫
Q(x, y) dy. (99)

Kmenovou funkci F nalezneme např́ıklad využit́ım (98)

F (x, y) =

∫ (
3x2 + 6xy2

)
dx = x3 + 3x2y2 + C(y). (100)

Zbývá nalézt funkci C(y). Proto nyńı F (x, y) zderivujeme parciálně podle proměnné y

a tuto derivaci polož́ıme rovnu funkci Q(x, y). Využijeme tak podmı́nku (99)

F ′y(x, y) = Q(x, y),

0 + 3x22y + C ′(y) = 6x2y + 4y3,

6x2y + C ′(y) = 6x2y + 4y3,

C ′(y) = 4y3.

Zintegrujeme

C(y) =

∫
4y3 dy,

C(y) = y4 + C1, C1 ∈ R.
C(y) dosad́ıme do kmenové funkce F (x, y) v (100)

F (x, y) = x3 + 3x2y2 + y4 + C1.

Obecné řešeńı je ve tvaru (viz teoretická část)

x3 + 3x2y2 + y4 + C1 = K, C1, K ∈ R.
Ještě můžeme obě konstanty C1, K zapsat pomoćı jediné C = K − C1 a vyjádřit tak
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obecné řešeńı dané rovnice (97) v jednodušš́ım tvaru

x3 + 3x2y2 + y4 = C, C ∈ R.

Př́ıklad 12.2 Řeště exaktńı diferenciálńı rovnici:

sin2 y dx+ (x · sin 2y − 2y) dy = 0. (101)

Řešeńı: Nejprve dokážeme, že se jedná o exaktńı diferenciálńı rovnici

P = sin2 y ⇒ P ′y = 2 sin y · cos y

Q = x · sin 2y − 2y ⇒ Q′x = sin 2y = 2 sin y · cos y

}
parciálńı derivace jsou stejné,

rovnice je tud́ıž exaktńı.

Kmenová funkce tedy existuje, nalezneme ji např́ıklad užit́ım vztahu (98), stejně jako

v předchoźım př́ıkladě

F (x, y) =

∫
P (x, y) dx =

∫
sin2 y dx = x · sin2 y + C(y). (102)

Nyńı, analogicky jako v předchoźım př́ıkladě, nalezenou funkci F zderivujeme parciálně

podle proměnné y a polož́ıme ji rovnu funkci Q, abychom nalezli funkci C(y)

F ′y(x, y) = Q(x, y),

x · 2 sin y · cos y + C ′(y) = x · sin 2y − 2y,

x · sin 2y + C ′(y) = x · sin 2y − 2y,

C ′(y) = −2y,

C(y) =

∫
(−2y) dy,

C(y) = −y2 + C1, C1 ∈ R.
Funkci C(y) dosad́ıme do kmenové funkce F (x, y) v (102):

F (x, y) = x sin2 y − y2 + C1 = K, C1, K ∈ R.
Obecné řešeńı rovnice (101) je tvaru

x sin2 y − y2 = C, C ∈ R.

Poznámka

• Při řešeńı budeme některé komentáře již vynechávat, zejména tam, kde je postup

zřejmý.

• V obecném řešeńı už budeme konstanty C1 a K rovnou zapisovat pomoćı jediné

konstanty C.

Př́ıklad 12.3 Řeště exaktńı diferenciálńı rovnici:

(4y3e−x + 3x2ey) dx+ (x3ey − 12y2e−x + sin y) dy = 0. (103)

Řešeńı:

P = 4y3e−x + 3x2ey ⇒ P ′y = 12y2e−x + 3x2ey

Q = x3ey − 12y2e−x + sin y ⇒ Q′x = 3x2ey − 12y2e−x · (−1) = 3x2ey + 12y2e−x

}
⇒
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⇒ rovnice je exaktńı.

Najdeme kmenovou funkci F (x, y)

F (x, y) =

∫
P (x, y) dx =

∫
(4y3e−x + 3x2ey) dx = 4y3

e−x

−1
+ 3

x3

3
ey + C(y) =

= −4y3e−x + x3ey + C(y). (104)

Nalezneme funkci C(y)

F ′y(x, y) = Q(x, y),

−12y2e−x + x3ey + C ′(y) = x3ey − 12y2e−x + sin y,

C ′(y) = sin y,

C(y) =

∫
sin y dy,

C(y) = − cos y + C1, C1 ∈ R.
C(y) dosad́ıme do (104):

F (x, y) = −4y3e−x + x3ey − cos y + C1, C1 ∈ R.
Obecné řešeńı:

−4y3e−x + x3ey − cos y = C, C ∈ R.

Př́ıklad 12.4 Řeště exaktńı diferenciálńı rovnici:

(e2y sinx− 2e2x cos y) dx− (2e2y cosx− 2e2y − e2x sin y) dy = 0. (105)

Řešeńı:

P = e2y sinx− 2e2x cos y,

Q = −(2e2y cosx− 2e2y − e2x sin y) = −2e2y cosx+ 2e2y + e2x sin y.

P ′y = e2y · 2 · sinx− 2e2x · (− sin y) = 2e2y sinx+ 2e2x sin y,

Q′x = −2e2y · (− sinx) + 0 + e2x · 2 sin y = 2e2y sinx+ 2e2x sin y.

}
⇒ rovnice je exaktńı.

Najdeme kmenovou funkci F (x, y), tentokrát např́ıklad využit́ım vztahu

F ′y(x, y) = Q(x, y) =⇒ F (x, y) =

∫
Q(x, y) dy.

F (x, y) =

∫
Q(x, y) dy =

∫
(−2e2y cosx+ 2e2y + e2x sin y) dy =

= −2
e2y

2
cosx+ 2

e2y

2
+ e2x(− cos y) + C(x) =

= −e2y cosx+ e2y − e2x cos y + C(x). (106)

Funkci C(x) zjist́ıme tak, že nalezenou kmenovou funkci F (x, y) (vztah (106) zderivu-
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jeme parciálně podle proměnné x a polož́ıme ji rovnu funkci P (x, y) :

F ′x(x, y) = P (x, y),

−e2y(− sinx) + 0− e2x · 2 cos y + C ′(x) = e2y sinx− 2e2x cos y,

C ′(x) = 0,

C(x) =

∫
0 dx,

C(x) = C1, C1 ∈ R.
Kmenová funkce bude mı́t tedy tvar:

F (x, y) = −e2y cosx+ e2y − e2x cos y + C1, C1 ∈ R.
takže obecné řešeńı rovnice (105) bude

−e2y cosx+ e2y − e2x cos y = C, C ∈ R.

Př́ıklad 12.5 Řeště exaktńı diferenciálńı rovnici:

x√
x2 − y2

dx−

(
y√

x2 − y2
+ 1

)
dy = 0. (107)

Řešeńı:

P = x√
x2−y2

⇒ P ′y = x · (−1
2
)(x2 − y2)− 3

2 · (−2y) = xy

(x2−y2)
3
2

Q = − y√
x2−y2

− 1 ⇒ Q′x = −y · (−1
2
)(x2 − y2)− 3

2 · 2x = xy

(x2−y2)
3
2

 ⇒

⇒ rovnice je exaktńı.

Najdeme kmenovou funkci F (x, y)

F (x, y) =

∫
P (x, y) dx =

∫
x√

x2 − y2
dx =

∣∣∣∣∣ x2 − y2 = t

2xdx = dt

∣∣∣∣∣ =

=

∫ dt
2√
t

=
1

2

∫
t−

1
2 dt =

1

2

t
1
2

1
2

=
√
t =

=
√
x2 − y2 + C(y). (108)

Nalezneme funkci C(y)

F ′y(x, y) = Q(x, y),

1

2
(x2 − y2)−

1
2 · (−2y) + C ′(y) = − y√

x2 − y2
− 1,

C ′(y) = −1,

C(y) =

∫
(−1) dy,

C(y) = −y + C1, C1 ∈ R.
Nalezenou funkci C(y) dosad́ıme do (108) a zaṕı̌seme obecné řešeńı, analogicky jako v

předchoźıch př́ıkladech: √
x2 − y2 − y = C, C ∈ R.
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Př́ıklad 12.6 Najděte integračńı faktor pro danou rovnici a vyřešte ji:

(2y + 4x2y2) dx+ (x+ 2x3y) dy = 0. (109)

Řešeńı:

P = 2y + 4x2y2 ⇒ P ′y = 2 + 8x2y

Q = x+ 2yx3 ⇒ Q′x = 1 + 6x2y

}
P ′y 6= Q′x ⇒ rovnice neńı exaktńı.

Potřebujeme proto nejprve naj́ıt tzv. integračńı faktor, tj. takovou funkci, kterou po

jej́ım vynásobeńı rovnice (109) dostaneme rovnici exaktńı. Ověř́ıme, zda plat́ı bud’
P ′y −Q′x

Q
= α(x), (110)

tj., zda je výraz na levé straně v (110) funkćı pouze proměnné x, nebo
P ′y −Q′x
−P

= β(y), (111)

tj., zda výraz na levé straně v (111) je funkćı pouze proměnné y.

Plat́ı
P ′y −Q′x

Q
=

2 + 8x2y − 1− 6x2y

x+ 2x3y
=

1 + 2x2y

x(1 + 2x2y)
=

1

x
= α(x),

což je funkce jedné proměnné x, takže integračńı faktor m bude také funkćı jedné

proměnné x. Najdeme ho takto:

m(x) = e
∫
α(x) dx = e

∫
1
x
dx = eln |x| = x.

Nyńı t́ımto integračńım faktorem vynásob́ıme p̊uvodńı rovnici (109):

x ·
[
(2y + 4x2y2) dx+ (x+ 2x3y) dy

]
= 0,

(2xy + 4x3y2) dx+ (x2 + 2x4y) dy = 0. (112)

V nové rovnici (112) máme

P = 2xy + 4x3y2 ⇒ P ′y = 2x+ 8x3y

Q = x2 + 2x4y ⇒ Q′x = 2x+ 8x3y

}
⇒ rovnice (112) je exaktńı.

Najdeme kmenovou funkci F (x, y)

F (x, y) =

∫
P (x, y) dx =

∫
(2xy + 4x3y2) dx = x2y + x4y2 + C(y). (113)

Zjist́ıme C(y)

F ′y(x, y) = Q(x, y),

x2 + 2x4y + C ′(y) = x2 + 2x4y,

C ′(y) = 0,

C(y) = C1, C1 ∈ R.
Obecné řešeńı rovnice (112), a tedy i p̊uvodńı rovnice (109), je

x2y + x4y2 = C, C ∈ R.

Př́ıklad 12.7 Najděte integračńı faktor pro danou rovnici a vyřešte ji:

(2xy2 − y) dx+ (x+ y2) dy = 0. (114)
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Řešeńı:

P = 2xy2 − y ⇒ P ′y = 4xy − 1

Q = x+ y2 ⇒ Q′x = 1

}
P ′y 6= Q′x ⇒ rovnice neńı exaktńı.

Plat́ı
P ′y −Q′x
−P

=
4xy − 1− 1

−2xy2 + y
=

4xy − 2

−y(2xy − 1)
= −2

y
= β(y).

Integračńı faktor bude tentokrát funkce proměnné y

m(y) = e
∫
(− 2

y
) dy = e−2 ln |y| = e

ln 1
y2 =

1

y2
.

Integračńım faktorem m(y) vynásob́ıme p̊uvodńı rovnici
1

y2
·
[
(2xy2 − y) dx+ (x+ y2) dy

]
= 0,

(2x− 1

y
) dx+ (

x

y2
+ 1) dy = 0. (115)

V nové rovnici (115) máme

P = 2x− 1
y
⇒ P ′y = 1

y2

Q = x
y2

+ 1 ⇒ Q′x = 1
y2

}
⇒ rovnice (115) je exaktńı

Nalezneme kmenovou funkci F (x, y)

F (x, y) =

∫
P (x, y) dx =

∫
(2x− 1

y
) dx = x2 − x

y
+ C(y). (116)

Zjist́ıme C(y)

F ′y(x, y) = Q(x, y),
x

y2
+ C ′(y) =

x

y2
+ 1,

C ′(y) = 1,

C(y) = y + C1, C1 ∈ R.
Obecné řešeńı rovnice (115), a tedy i p̊uvodńı rovnice (114), je

x2 − x

y
+ y = C, C ∈ R.

12.2 Neřešené př́ıklady

1. (2xy − 2x− 1) dx+ (x2 + 2y + 1) dy = 0 [x2y − x2 − x+ y2 + y = C]

2. (2xy2 − 2y3) dx− (6y2x− 4y3 − 2yx2) dy [x2y2 − 2xy3 + y4 = C]

3. (cos y + y · cosx) dx+ (sinx− x · sin y) dy = 0 [x · cos y + y · sinx = C]

4. (1 + x · cos 2y) dx− (x2 · sin 2y) dy = 0 [x+ 1
2
x2 cos 2y = C]

5. 2x
y3
dx+ y2−3x2

y4
dy = 0 [x

2

y3
− 1

y
= C]

6.
(

ln (x− y) + x
x−y

)
dx− x

x−ydy = 0 [x · ln (x− y) = C]

7. (3x2y + y3) dx− (2x3 + 5y) dy = 0 [x
3+y2x+5y

y2
= C]

8. 2xy dx+ (y2 − 3x2) dz = 0 [x
2

y3
− 1

y
= C]

9. (1 + 3x2 sin y) dx− x cotg y dy = 0 [ x
sin y

+ x3 = C]

10. cos y dx+ (ex + sin y) dy = 0 [y − e−x cos y = C]
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13 HOMOGENNÍ LODR n- TÉHO ŘÁDU

13.1 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 13.1 Řeště homogenńı diferenciálńı rovnici druhého řádu:

y′′ + 3y′ − 10y = 0.

Řešeńı: Charakteristická rovnice je tvaru λ2 + 3λ − 10 = 0. Má dva r̊uzné reálné

kořeny λ1 = −5, λ2 = 2.

Odtud tedy dostáváme, že fundamentálńı systém je ve tvaru

y1 = e−5x, y2 = e2x.

Obecné řešeńı pak má tvar

y = C1y1 + C2y2,

y = C1e
−5x + C2e

2x, C1, C2 ∈ R.

Př́ıklad 13.2 Řeště homogenńı diferenciálńı rovnici druhého řádu:

y′′ − 6y′ + 9y = 0.

Řešeńı: Charakteristická rovnice je tvaru λ2 − 6λ+ 9 = 0. Má jeden dvojnásobný

kořen λ1,2 = 3.

Odtud tedy dostáváme, že fundamentálńı systém je ve tvaru

y1 = e3x, y2 = xe3x.

Obecné řešeńı je ve tvaru

y = C1y1 + C2y2,

y = C1e
3x + C2xe

3x, C1, C2 ∈ R.

Př́ıklad 13.3 Řeště homogenńı diferenciálńı rovnici druhého řádu:

y′′ − 6y′ + 13y = 0.

Řešeńı: Charakteristická rovnice je tvaru λ2−6λ+13 = 0 a má dvojici komplexně

sdružených kořen̊u λ1,2 = 3±2i. Požadovaná lineárně nezávislá fundamentálńı řešeńı

jsou tedy tvaru

y1 = e3x cos 2x, y2 = e3x sin 2x.

Obecné řešeńı je ve tvaru

y = C1 · y1 + C2 · y2,
y = C1e

3x cos 2x+ C2e
3x sin 2x, C1, C2 ∈ R.
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Př́ıklad 13.4 Řeště homogenńı diferenciálńı rovnici čtvrtého řádu:

y(4) + 2y′′ + y = 0.

Řešeńı: CHR je tvaru λ4+2λ2+1 = 0, dále řeš́ıme např. zavedeńım substituce λ2 = t.

Dostaneme dvojici dvojnásobných komplexně sdružených č́ısel λ1,2 = i, λ3,4 = −i. Fun-

damentálńı řešeńı jsou tedy tvaru

y1 = cosx, y2 = sinx, y3 = x cosx, y4 = x sinx.

OŘ je ve tvaru

y = C1y1 + C2y2 + C3y3 + C4y4,

y = (C1 + C3x) cosx+ (C2 + C4x) sinx, C1, C2, C3, C4 ∈ R.

Př́ıklad 13.5 Řeště homogenńı diferenciálńı rovnici třet́ıho řádu:

y′′′ + 7y′′ + 19y′ + 13y = 0.

Řešeńı: CHR je tvaru λ3 + 7λ2 + 19λ + 13 = 0, vyřeš́ıme ji za pomoćı Hornerova

schématu.

Źıskáme jeden reálný kořen λ1 = −1. Daľśı kořeny najdeme pomoćı diskriminantu,

vyjdou dva komplexně sdružené kořeny λ2,3 = −3± 2i. Výsledné řešeńı má tvar

y1 = e−x, y2 = e−3x cos 2x, y3 = e−3x sin 2x.

OŘ je ve tvaru

y = C1y1 + C2y2 + C3y3,

y = C1e
−x + e−3x(C2 cos 2x+ C3 sin 2x), C1, C2, C3 ∈ R.

Př́ıklad 13.6 Řeště homogenńı diferenciálńı rovnici třet́ıho řádu:

y′′′ + y′′ + y′ − 3y = 0.

Řešeńı: CHR je tvaru λ3 + λ2 + λ− 3 = 0, pomoćı HS najdeme

jeden reálný kořen λ1 = 1. Daľśı kořeny najdeme pomoćı diskriminantu které jsou

komplexně združené λ2,3 = −1±
√

2i. Vysledné řešńı jsou

y1 = ex, y2 = e−x cos
√

2x, y3 = e−x sin
√

2x.

OŘ tedy je

y = C1y1 + C2y2 + C3y3,

y = C1e
x + e−x(C2 cos

√
2x+ C3 sin

√
2x), C1, C2, C3 ∈ R.
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13.2 Neřešené př́ıklady

1. y′′ + 6y′ + 9y = 0 [y = e−3x(C1 + C2x)]

2. y′′ + 5y′ = 0 [y = C1 + C2e
−5x]

3. y′′ − 16y = 0 [y = C1e
4x + C2e

−4x]

4. y′′ + 2y′ = 0 [y = C1 + C2e
−2x]

5. y′′ − 6y′ + 13y = 0 [y = e3x(C1 cos 2x+ C2 sin 2x)]

6. y′′′ − 4y′′ − 4y′ + 16y = 0 [y = C1e
2x + C2e

−2x + C3e
4x]

7. y′′′ − 6y′′ + 12y′ − 8y = 0 [y = C1e
2x + C2xe

2x + C3x
2e2x]

8. y′′′ − y′′ + y′ − y = 0 [y = C1e
x + C2 cosx+ C3 sinx]

9. y′′′ + 7y′′ + 19y′ + 13y = 0 [y = C1e
−x + e−3x(C2 cos 2x+ C3 sin 2x)]

10. y(4) + 10y′′ + 25y = 0 [y = (C1 + C2x) cos
√

5x+ (C3 + C4x) sin
√

5x]
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14 NEHOMOGENNÍ LODR n- TÉHO ŘÁDU SE SPECIÁLNÍ PRAVOU

STRANOU

14.1 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 14.1 Řeště nehomogenńı diferenciálńı rovnici druhého řádu:

y′′ − 2y′ = 8x.

Řešeńı: Při řešeńı postupujeme ve dvou kroćıch. Nejprve řeš́ıme přidruženou homo-

genńı rovnici

y′′ − 2y′ = 0.

Charakteristická rovnice je ve tvaru λ2 − 2λ = 0 a má dva reálné kořeny λ1 =

0, λ2 = 2. Odtud tedy dostáváme, že fundamentálńı systém je ve tvaru

y1 = 1, y2 = e2x,

tyto funkce jsou lineárně nezávislé. Obecné řešeńı homogenńı rovnice má tvar

yH = C1 + C2e
2x, C1, C2 ∈ R.

Hledáme partikulárńı řešeńı p̊uvodńı rovnice

yp = x(Ax+B) = Ax2 +Bx,

y′p = 2Ax+B,

y′′p = 2A,

tyto derivace dosad́ıme do zadané rovnice

2A− 2 · (2Ax+B) = 8x,

2A− 4Ax− 2B = 8x.

x1 : −4A = 8⇒ A = −2,

x0 : 2A− 2B = 0⇒ B = −2.

Odtud tedy dostáváme, že yp = −2x2 − 2x. Dostaneme obecné řešeńı nehomogenńı

rovnice y = yH + yp, po dosazeńı

y = C1 + C2e
2x − 2x2 − 2x, C1, C2 ∈ R.

Př́ıklad 14.2 Řeště nehomogenńı diferenciálńı rovnici druhého řádu:

y′′ + 6y′ + 5y = 10x2 + 4x.

Řešeńı: Při řešeńı postupujeme ve dvou kroćıch. Nejprve řeš́ıme přidruženou homo-

genńı rovnici

y′′ + 6y′ + 5y = 0.

Charakteristická rovnice má tvar λ2+6λ+5 = 0 a jej́ı kořeny jsou λ1 = −1, λ2 = −5.

Dostáváme, že FS je ve tvaru

y1 = e−x, y2 = e−5x.

Obecné řešeńı homogenńı rovnice je tvaru

yH = C1e
−x + C2e

−5x, C1, C2 ∈ R.
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Hledáme partikulárńı řešeńı p̊uvodńı rovnice

yp = x0(Ax2 +Bx+ C) = Ax2 +Bx+ C,

y′p = 2Ax+B,

y′′p = 2A,

tyto derivace dosad́ıme do zadané rovnice

2A+ 6(2Ax+B) + 5(Ax2 +Bx+ C) = 10x2 + 4x,

2A+ 12Ax+ 6B + 5Ax2 + 5Bx+ 5C = 10x2 + 4x,

5Ax2 + 12Ax+ 5Bx+ 2A+ 6B + 5C = 10x2 + 4x,

x2 : 5A = 10⇒ A = 2,

x1 : 12A+ 5B = 4⇒ 5B = −20⇒ B = −4,

x0 : 2A+ 6B + 5C = 0⇒ 5C = 20⇒ C = 4.

Dostáváme, že yp = 2x2 − 4x+ 4. OŘ nehomogenńı rovnice y = yH + yp je

y = C−xe + C2e
−5x + 2x2 − 4x+ 4, C1, C2 ∈ R.

Př́ıklad 14.3 Řeště nehomogenńı diferenciálńı rovnici druhého řádu:

2y′′ + y′ − y = 9e2x.

Řešeńı: Při řešeńı postupujeme ve dvou kroćıch. Řeš́ıme přidruženou homogenńı rov-

nici

2y′′ + y′ − y = 0.

CHR je ve tvaru 2λ2 +λ−1 = 0, má dva reálné kořeny λ1 = 1
2
, λ2 = −1. Dostáváme

y1 = e
1
2
x, y2 = e−x.

Obecné řešeńı homogenńı rovnice má tvar

yH = C1e
1
2
x + C2e

−x, C1, C2 ∈ R.
Hledáme PŘ p̊uvodńı rovnice

yp = Ae2x,

y′p = 2Ae2x,

y′′p = 4Ae2x.

Tyto derivace dosad́ıme do zadané rovnice

2(4Ae2x) + (2Ae2x)− Ae2x = 9e2x,

8Ae2x + 2Ae2x − Ae2x = 9e2x,

9Ae2x = 9e2x,

A = 1.

Dostáváme, že yp = e2x. OŘ nehomogenńı rovnice y = yH + yp je

y = C1e
1
2
x + C2e

−x + e2x, C1, C2 ∈ R.
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Př́ıklad 14.4 Řeště nehomogenńı diferenciálńı rovnici třet́ıho řádu:

y′′′ + 6y′′ − 16y′ = 11e3x.

Řešeńı: Postup řešeńı je stejný jako u předchoźıch př́ıklad̊u. Řeš́ıme homogenńı rovnici

y′′′ + 6y′′ − 16y′ = 0.

CHR je λ3+6λ2−16λ = 0. Vytkneme λ a vid́ıme, že má tři reálné kořeny λ1 = 0, λ2 =

2, λ3 = −8. Dostáváme

y1 = 1, y2 = e2x, y2 = e−8x.

OŘ homogenńı rovnice je

yH = C1 + C2e
2x + C3e

−8x, C1, C2, C3 ∈ R.
Hledáme PŘ p̊uvodńı rovnice

yp = Ae3x,

y′p = 3Ae3x,

y′′p = 9Ae3x,

y′′′p = 27Ae3x.

Výsledné derivace dosad́ıme do zadané rovnice

(27Ae3x) + 6(9Ae3x)− 16(3Ae3x) = 11e3x,

27Ae3x + 54Ae3x − 48Ae3x = 11e3x,

33Ae3x = 11e3x,

A =
1

3
.

Pak dostaneme yp = 1
3
e3x. OŘ nehomogenńı rovnice y = yH + yp je po dosazeńı

y = C1 + C2e
2x + C3e

−8x +
1

3
e3x, C1, C2, C3 ∈ R.

Př́ıklad 14.5 Řeště nehomogenńı diferenciálńı rovnici druhého řádu:

y′′ − 2y′ + y = −10 cos 2x.

Řešeńı: Postup řešeńı je stále stejný. Řeš́ıme homogenńı rovnici

y′′ − 2y′ + y = 0.

CHR ve tvaru λ2 − 2λ+ 1 = 0 má jeden dvojnásobný kořeny λ1,2 = 1. Dostáváme

y1 = ex, y2 = xex.

OŘ homogenńı rovnice je ve tvaru

yH = C1e
x + C2xe

x, C1, C2 ∈ R.
Hledané PŘ p̊uvodńı rovnice je

yp = A cos 2x+B sin 2x,

y′p = −2A sin 2x+ 2B cos 2x,

y′′p = −4A cos 2x− 4B sin 2x.
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Derivace dosad́ıme do zadané rovnice

−4A cos 2x−4B sin 2x−2(−2A sin 2x+2B cos 2x)+(A cos 2x+B sin 2x) = −10 cos 2x,

−4A cos 2x−4B sin 2x+4A sin 2x−4B cos 2x+A cos 2x+B sin 2x = −10 cos 2x,

−3A cos 2x−4B cos 2x+4A sin 2x−3B sin 2x = −10 cos 2x,

cos 2x : −3A− 4B = −10⇒ −3
3B

4
− 4B = −10⇒ B =

8

5
,

sin 2x : 4A− 3B = 0⇒ A =
3B

4
⇒ A =

6

5
.

Z toho dostáváme, že yp = 6
5

cos 2x+ 8
5

sin 2x. OŘ nehomogenńı rovnice y = yH + yp je

po dosazeńı

y = C1e
x + C2xe

x +
6

5
cos 2x+

8

5
sin 2x, C1, C2 ∈ R.

Př́ıklad 14.6 Řeště nehomogenńı diferenciálńı rovnici druhého řádu:

y′′ − 4y′ + 5y = 13 sin 2x.

Řešeńı: Postup řešeńı se opakuje. Poč́ıtáme homogenńı rovnici

y′′ − 4y′ + 5y = 0.

CHR tvaru λ2−4λ+5 = 0 má dva komplexně sdružené kořeny λ1,2 = 2±i. Dostáváme

y1 = e2x cosx, y2 = e2x sinx.

OŘ homogenńı rovnice je

yH = C1e
2x cosx+ C2e

2x sinx, C1, C2 ∈ R.
Hledáme PŘ p̊uvodńı rovnice

yp = A cos 2x+B sin 2x,

y′p = −2A sin 2x+ 2B cos 2x,

y′′p = −4A cos 2x− 4B sin 2x.

Derivace opět dosad́ıme do zadané rovnice

−4A cos 2x−4B sin 2x−4(−2A sin 2x+2B cos 2x)+5(A cos 2x+B sin 2x) = 13 sin 2x,

−4A cos 2x−4B sin 2x+8A sin 2x−8B cos 2x+5A cos 2x+5B sin 2x = 13 sin 2x,

A cos 2x−8B cos 2x+B sin 2x+8A sin 2x = 13 sin 2x,

cos 2x : A− 8B = 0

sin 2x : B + 8A = 13

}
⇒ A = 8

5
, B = 1

5
.

Dostáváme yp = 8
5

cos 2x+ 1
5

sin 2x. OŘ nehomogenńı rovnice y = yH + yp po dosazeńı

vypadá

y = C1e
2x cosx+ C2e

2x sinx+
8

5
cos 2x+

1

5
sin 2x, C1, C2 ∈ R.
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14.2 Neřešené př́ıklady

1. y′′ + y′ − 2y = 6x2 [y = C1e
x + C2e

−2x − 3x2 − 3x− 4, 5]

2. y′′ + 6y′ + 5y = 25x2 − 2 [y = C1e
−5x + C2e

−x + 5x2 − 12x+ 12]

3. y′′ + 4y′ − 5y = 1 [y = C1e
x + C2e

−5x − 0, 2]

4. y′′′ − y′ = x [y = C1 + C2e
x + C3e

−x − 0, 5x2]

5. y′′ + 2y′ + y = e−2x [y = (C1 + C2x) e−x + e−2x]

6. y′′ − y = e−x [y = C1e
x + C2e

−x − 0, 5xe−x]

7. y′′ − y = sinx [y = C1e
x + C2e

−x − 0, 5 cosx]

8. y′′ + y = ex cosx [y = C1 sinx+ C2 cosx+ 0, 2ex cosx+ 0, 4ex sinx]
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15 APLIKACE S POUŽITÍM DIFERENCIÁLNÍCH ROVNIC

Př́ıklad 15.1

V elektrickém obvodu o napět́ı U je zapojena ćıvka s indukčnost́ı L a rezistor s

odporem R. Jaký proud bude procházet ćıvkou v čase t po sepnut́ı obvodu, jestliže

v čase t = 0s má proud hodnotu i = 0A?

Obrázek 1. Obvod

Řešeńı: Při sepnut́ı sṕınače podle 2. Kirchhoffova zákona je součet obvodového napět́ı

na ćıvce a na rezistoru trvale roven svorkovému napět́ı na zdroji. Obvodové napět́ı na

ćıvce je určeno vztahem uL = L · di
dt

, napět́ı na rezistoru je uR = Ri, kde i je proud

procházej́ıćı obvodem. V každém okamžiku plat́ı uR + uL = U .

Po dosazeńı dostáváme

Ri+ L
di

dt
= U, i(0) = 0, (117)

což je nehomogenńı lineárńı obyčejná diferenciálńı rovnice 1. řádu s počátečńı podmı́nkou.

Neznámou funkćı je proud i, který záviśı na jedné proměnné, tj. na čase t.

Rovnici vyřeš́ıme metodou variace konstanty:

1. Nejprve rovnici (117) zhomogenizujeme a najdeme jej́ı obecné řešeńı. Následně

provedeme separaci proměnných, zintegrujeme a odlogaritmujeme. Dostaneme

iH = K1 · e−
R
L
·t.

2. Předpokládáme, že K1 = K1(t), pak obecné řešeńı rovnice (117) hledáme ve tvaru

i = K1(t) · e−
R
L
·t. (118)

Derivujeme i podle času a dosazeńım do do rovnice (117) dostáváme

di

dt
= K ′1(t) · e−

R
L
·t −K1(t) ·

R

L
· e−

R
L
·t,

R ·K1(t) · e−
R
L
·t + L ·

(
K ′1(t) · e−

R
L
·t −K1(t) ·

R

L
· e−

R
L
·t
)

= U,

odtud máme

K ′1(t) =
U

L
· e

R
L
·t, K1(t) =

∫
U

L
e

R
L t dt,

zintegrujeme

K1(t) =
U

R
· e

R
L
·t +K2, K2 ∈ R.
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Po dosazeńı do rovnice (118) dostaneme

i =
U

R
+K2 · e−

R
L
·t, K2 ∈ R.

Integračńı konstantu K2 urč́ıme pomoćı počátečńıch podmı́nek. V čase t = 0 je i = 0,

z toho plyne K2 = −U
R

. Naše hledané řešeńı má tedy tvar

i =
U

R
·
(

1− e−
R
L
·t
)
.

Př́ıklad 15.2

Kovová kulička o teplotě 100◦C je umı́stěna v mı́stnosti o stálé teplotě 0◦C. Po 20

minutách byla teplota kuličky 50◦C. Určete

a) závislost teploty T kuličky na čase t,

b) za jak dlouho se kulička ochlad́ı na teplotu 25◦C,

c) jaká bude teplota kuličky po 10 minutách.

Řešeńı:

a) Použijeme rovnici dT
dt

+ kT = kTm v ńıž Tm = 0 je teplota v mı́stnosti. Z toho

dostáváme,
dT

dt
+ kT = 0,

řešeńım je funkce

T = Ce−kt, C ∈ R. (119)

Pokud T = 100◦C a t = 0 min, z dosazeńı do rovnice (119) vyplývá, že 100 =

ce−k·0, tedy c = 100. Dosazeńım této hodnoty do (119) dostáváme

T = 100e−kt (120)

Po dosazeńı času t = 20 min a teploty T = 50◦C z rovnice (120) vid́ıme, že

50 = 100e−kt,

z čehož plyne

k =
−1

20
ln

50

100
=
−1

20
(−0, 693) = 0, 035.

Dosazeńım vypočtené hodnoty k do rovnice (120) zjist́ıme závislost teploty kuličky

na čase t

T = 100e−0,035t (121)

b) Chceme-li zjistit čas t, za který se kulička ochlad́ı na teplotu T = 25◦C, pak stač́ı

dosadit do rovnice (121) za T = 25.

25 = 100e−0,035t,

−0, 035t = ln
1

4
.

Vyřešeńım rovnice dostáváme, že t = 39, 6 min.
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c) Teplotu kuličky po 10 minutách zjist́ıme tak, že dosad́ıme do rovnice (121) za t

hodnotu 10.

T = 100e−0,035·10 = 100 · (0, 705) = 70, 5◦C

Je nutné si uvědomit, že Newton̊uv zákon plat́ı pouze pro malé teplotńı rozd́ıly, výpočty

uvedené výše reprezentuj́ı pouze základńı přibĺıžeńı fyzikálńı situace.

Př́ıklad 15.3

Těleso je puštěno z výšky 45 metr̊u s nulovou počátečńı rychlost́ı v0 = 0. Odpor

vzduchu neuvažujeme.

a) Vyjadřete rychlost tělesa v libovolnem čase t,

b) určete polohu tělesa v libovolnem čase t,

c) zjistěte, za jak dlouho těleso dopadne na zem.

Obrázek 2. Nákres situace

Řešeńı:

a) Zvoĺıme soustavu souřadnic podle Obr.2. Protože zanedbáváme odpor vzduchu,

plat́ı
dv

dt
= g,

což je diferenciálńı rovnice, jej́ıž řešeńı můžeme naj́ıt př́ımou integraćı. Obecné

řešeńı bude ve tvaru

v = gt+ v0.
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Protože v0 = 0 a g je gravitačńı zrychleńı, které je přibližně rovno g = 10m
s2

, bude

řešeńı rovnice s počátečńı podmı́nkou ve tvaru

v = 10t. (122)

b) Protože rychlost v je změna polohy x za jednotku času, tj. v = dx
dt

, můžeme rovnici

(122) přepsat do tvaru
dx

dt
= 10t.

Tato diferenciálńı rovnice je př́ımo integrovatelná, jej́ım řešeńım je funkce

x(t) = 5t2 + C1, C1 ∈ R. (123)

Protože podle Obr.2 je x(0) = 0, dostáváme 0 = 5 · 02 + C1, tedy C1 = 0.Po

dosazeńı do rovnice (123) máme tedy

x(t) = 5t2. (124)

c) Ze vztahu (124) źıskáme dosazeńım za x = 45 m, jak dlouho padá kulička.

t =

√
45

5
= 3 s.

Kulička tedy dopadne na zem za 3 sekundy.

Př́ıklad 15.4

Určete tvar křivky nosného lana závěsného mostu. Jakou délku svislých lan je

potřeba volit, aby byla vozovka namáhána co nejméně? Předpokládejte, že zat́ıžeńı

je rovnoměrně rozloženo po celé délce lana ve vodorovné př́ımce. Hmotnost nosného

lana a svislých lan vzhledem k hmotnosti vozovky zanedbejte.

Obrázek 3. Př́ıklad závěsného mostu
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Řešeńı: Zvoĺıme soustavu souřadnic tak, že počátek umı́st́ıme do nejnižš́ı polohy lana.

Na část lana mezi t́ımto nejnižš́ım bodem a bodem X = [x, f(x)] p̊usob́ı tyto śıly:

Obrázek 4. Nákres mostu

• t́ıhová śıla FG = m
l
gx, kde m je celková hmotnost mostu, l celková délka lana a

g t́ıhové zrychleńı,

• tahová śıla F1, která má vodorovný směr,

• tahová śıla F2, kde y = f(x) je rovnice hledané křivky. Tato śıla má směr tečny

k lanu a lze ji rozložit do složek

F2x = F2 cosα, F2y = F2 sinα,

kde α je úhel, který sv́ırá lano s vodorovnou rovinou v bodě [x, f(x)].

Obrázek 5. Rozložeńı sil

Má-li být lano v rovnováze, muśı být výslednice sil, které na něj p̊usob́ı, rovna nule.

Ve složkách:

F1 = F2x FG = F2y

F1 = F2 cosα
m

l
gx = F2 sinα.
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Dostáváme tedy, že

tgα =
mg

lF1

x.

Protože tgα je směrnice tečny k hledané křivce v bodě [x, f(x)] a směrnice této tečny

je derivace funkce y = f(x), tj. plat́ı

tgα =
dy(x)

dx
,

plyne z toho, že
dy

dx
= y′ =

mg

lF1

x.

Označme mg
lF1

= k, což je materiálová konstanta závislá na druhu lana. Dostali jsme

diferenciálńı rovnici ve tvaru

y′ = kx,

která se vyřeš́ı př́ımou integraćı, tj.

y =

∫
kx dx = k

x2

2
+ C.

Nosné lano bude mı́t tedy tvar paraboly. Konstantu C urč́ıme z počátečńı podmı́nky,

tj. y(0) = 0. Pak plat́ı

y =
mg

2lF1

· x2.

Př́ıklad 15.5

Těleso o hmotnosti m je vrženo svisle vzh̊uru s počátečńı rychlost́ı v0. Za

předpokladu, že odpor vzduchu je př́ımo úměrný rychlosti tělesa, určete

a) pohybovou rovnici tělesa v soustavě souřadnic podle Obr.6,

b) rychlost tělesa v libovolném čase t,

c) čas, ve kterém těleso dosáhne maximálńı výšky.

a) Na těleso p̊usob́ı dvě śıly:

(1) T́ıhová śıla FG = m · g směřuj́ıćı svisle dol̊u,

(2) odpor prostřed́ı Fodp = k · v, po̊usob́ıćı proti pohybu tělesa. Protože se těleso

pohybuje svisle nahoru, směřuje odporová śıla svisle dol̊u.

Výsledná śıla p̊usob́ıćı na těleso bude F = −FG−Fodp = −mg−kv. Tato výsledná

śıla se dá vyjádřit podle 2. Newtonova zákona jako F = m · dv
dt

, takže dostáváme

m · dv
dt

= −mg − kv, (125)

dv

dt
+
k

m
· v = −g, (126)

což je pohybová rovnice tělesa.
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Obrázek 6. Nákres situace

b) Rovnice (125) je lineárńı diferenciálńı rovnice a jej́ım řešeńı je v = ce(k/m)t − mg
k

.

Pokud t = 0 a v = v0, pak v0 = ce−(k/m)0−(mg
k

) z čehož dostáváme c = v0+(mg
k

),

rychlost tělesa v libovolném čase je

v =
(
v0 +

mg

k

)
· e−( k

m)t − mg

k
(127)

c) Těleso dosáhne maximálńı výšky tehdy, když v = 0. Z toho plyne, že hledáme

takové t, kdy v = 0. Dosazeńı vztahu v = 0 do rovnice (127) a jej́ım vyřešeńım

pro neznámou t, dostáváme

0 =
(
v0 +

mg

k

)
e−( k

m)t − mg

k
,

e−( k
m)t =

1

1 + v0k
mg

,

−
(
k

m

)
t = ln

(
1

1 + v0k
mg

)
,

t =
m

k
ln

(
1 +

v0k

mg

)
.
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ZÁVĚR

Přestože jsou diferenciálńı rovnice obor poměrně starý, neubývá na jejich významu ani v

současnosti. Proto jsou také ned́ılnou součásti výuky vysokoškolské matematiky. Práce

shrnuje problematiku diferenciálńıch rovnic ve dvou častech, teoretické a praktické. V

teoretické části je stručně vysvětlena teorie k početńım př́ıklad̊um. Praktická část je

věnována jak řešeným, tak neřešeným př́ıklad̊um. U všech řešených př́ıkladu je popsán

podrobný postup řešeńı. Př́ıklady jsou rozděleny do dev́ıti kapitol tak, aby pokryly

prob́ıraný rozsah učiva.

Ćılem této práce bylo vytvořit studijńı pomůcku pro kurz Matematika III, tak aby

studenti mohli samostatně danou problematiku studovat a dále prohlubovat. Dalo by

se ř́ıci, že tento ćıl byl splněn. Závěrem bych chtěl všem student̊um, kteř́ı budou tuto

př́ıručku použ́ıvat, popřát hodně štěst́ı při skládáńı zkoušek nejen z matematiky.

CONCLUSION

However the topic of differential equations is quiet old, they are still significant. Due

this differential equations are one of the most important parts of themes taught at

universities. The study sums up problem equations in two parts – in theoretical and

practical and nine chapters. Solved and unsolved examples are completed with theory.

Solved examples are with described process of solution.

The purpose of this study was to create study handbook for Mathematics III course.

Students should study the problem alone and deepen their knowledge. This aim was

fulfill. In the end I would like to wish many happy returns to users of this book.
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02]. Dostupný z WWW: <http://latex.feec.vutbr.cz/cz/latex/>.

[15] TOMICA, R. Cvičeńı z matematiky II. Brno, VUT, 1974.
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Př́ı vypracováńı teorie bylo použito následuj́ıćıch zdroj̊u [1], [3], [5], [6], [9], [11], [12].

Při výběru př́ıklad̊u bylo vyb́ırano z těchto zdroj̊u [3],[4],[5], [9], [10], [15], [16].

Aplikace byly čerpány z těchto pramen̊u [2], [3].
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SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ A ZKRATEK

CHR Charakteristická rovnice

DR Diferenciálńı rovnice

fce Funkce

FS Fundamentálńı systém

HS Hornerovo schéma

ODR Obyčejné diferenciálńı rovnice

OŘ Obecné řešeńı

PDR Parciálńı diferenciálńı rovnice

pozn Poznámka

PP Perpartés

PŘ Partikulárńı řešeńı

rce Rovnice

resp respektive

VK Variace konstanty
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Obr. 3. Př́ıklad závěsného mostu .................................................................... 75

Obr. 4. Nákres mostu.................................................................................... 76
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