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Kapitola 1

Uvod

Pri popisu zakonitosti v prirodnich a spolecenskych védach se Casto setkavame s
otazkou, jak rychle se néjaké veli¢éina méni v ¢ase. Tuto rychlost zmény vyjadiu-
jeme pomoci derivace. Souvislost mezi derivaci neznamé veli¢iny s ostatnimi velici-
nami pak popisujeme pomoci rovnic, které nazyvame diferencialni rovnice. Mezi
nejcastéjsi metody uzivané pri jejich reseni patii analytické a numerické metody.
Analytické metody jsou takové, pomoci kterych ziskame piimo funkéni predpis pro
neznamou funkci. Takovych rovnic, které se v praxi daji resit analyticky, vsak neni
prilis mnoho a navic, zpravidla jde jen o specialni typy rovnic. Proto se vétsina tloh
musi Tesit numericky. V tomto kurzu se budeme zabyvat analytickymi metodami
feseni diferencidlnich rovnic.

Diferencialni rovnice se zacaly objevovat v posledni ¢tvrtiné 17. stoleti v pra-
cich pojednavajicich o diferencidlnim a integralnim poctu, zejména v dilech Nizo-
zemce CH. HUYGENSE (1629 - 1695), Némce G. W. LEIBNIZE (1646 - 1716)
a Anglicana I. NEWTONA (1642-1727). Newton napiiklad pomoci diferencidlnich
rovnic zkoumal pohyby planet slune¢ni soustavy. Nazev diferencialni rovnice po-
prvé pouzil Leibniz v dopise Newtonovi v roce 1676. Zaklady klasifikace obyc¢ejnych
diferencidlnich rovnic a jejich Teseni integrovanim polozili Leibniz se $vycarskymi
bratry JACOBEM (1654-1705) a JOHANNEM (1667-1748) BERNOULLIOVYMI,
kdy spolecné zavedli metodu separace proménnych. V roce 1693 pak Leibniz
vyresil homogenni diferencialni rovnici a v roce 1696 opét spolecné s bratry
Bernoulliovymi vytesili tzv. Bernoulliovu rovnici.

Dalsi rozvoj teorie DR probihal v souvislosti s fesenim rtiznych fyzikalnich tloh,
napt. feSeni pohybovych rovnic, formulace zakonu zachovani, feSeni elektrickych
obvodua apod.

V pritbéhu 18. stoleti se o dalsi rozvoj teorie DR nejvice zaslouzil L. EULER
(1707-1783), ktery ve své préaci z roku 1743 popsal metodu feseni linedrni DR
n—tého radu s konstantnimi koeficienty. V této praci mimo jiné zavedl také
pojmy partikularni Ffeseni a obecné reseni. V roce 1775 popsal dalsi vyznamny
matematik J. L. LAGRANGE (1736-1813) (nar. v It4lii, zemfel ve Francii) metodu
variace konstant. Do konce 18. stoleti byly nalezeny téméi vSechny dnes zndmé
typy a metody feseni DR.

Plot[z + 1, {z,0,5}]



8 1. Uvop

1.1 Motivace

Diferencialni rovnice je rovnice, v niz se vyskytuje derivace neznamé funkce, reSeni
se pak hleda integraci. Uz jen samotné hleddni primitivni funkce k dané funkci se
tedy d& povazovat za TeSeni diferencidlni rovnice.

Necht na intervalu I C R je ddna spojitd funkce f(x). Najdéte funkei
y = y(x), pro kterou na intervalu I plati pro kazdé x € I vztah

Resenim této rovnice je
y(x) = /f(:z:) dz + C,

kde [ f(z)dz je libovolna primitivni funkce k funkci f(z) na I a C je integracni
konstanta.

Uloha nalezen{ primitivn{ funkce k dané funkci mé tedy nekoneéné mnoho feent,
které zavisi na jedné realné konstanté. V praxi je ovSem vétSinou potieba ze vsech
téchto feSeni vybrat takové (nazyvame ho partikuldrni), které spliuje dodateénou
podminku (tzv. po¢ateéni podminku).

= PRIKLAD 1.1.1 \

Uvazujme auto jedouci po primé silnici. Predpokladejme, ze v kazdém caso-
vém okamziku ¢ je okamzitd rychlost auta rovna v(t) = 2¢t. Najdéte funkci
s(t) popisujici polohu auta v zavislosti na case t, vite-li, ze v ¢ase t = 1s
auto urazilo drahu 2 metry.

Reseni: 7 fyziky je zndmo, ze okamzita rychlost v(t) télesa je rovna zméné dréhy za
jednotku casu. Rychlost této zmény drahy v ¢ase matematicky vyjadiujeme pomoci
derivace, tj. .

s'(t) = d% = u(t).
Vidime tedy, ze hledana funkce s vystupuje v rovnici ve své derivaci. Takové rovnici
fikdme diferencialni rovnice.
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Abychom zjistili zavislost drahy s na case t, zintegrujeme predchozi vztah podle
casu t:

s(t) = /v(t) dt =t* + C,

kde C je integracni konstanta. Dosazenim podminky s(1) = 2 do posledniho vztahu
obdrzime C = 1, takze zavislost polohy auta na case vyjadiuje funkce

s(t) =2+ 1.
@ PRIKLAD 1.1.2 ‘
Téleso je vrzeno svisle vzhiru v tthovém poli Zemé. V case t = 0s se

nachézi ve vysce yo s rychlosti vg. Najdéte zavislost polohy télesa na case.
Odpor vzduchu zanedbejte.

\ J

Reseni: Situaci zndzornime na nésledujicim obrazku:

N smér pohybu
F, pohy

Yy

y=0
Podle 2. Newtonova pohybového zakona plati:
F = ma
d?y(t)
-mg = m .
g at
Dostavame tedy
d*y(t) _
a 7
Integraci této rovnice podle Casu dostaneme zavislost rychlosti v na case t:
dy(t
u(t) = Zli) - /—gdt = —gt+C).

Dosazenim podminky v(0) = vy dotdvame
vo=—g-0+Ch,

z ¢ehoz plyne C1 = vg, takze zavislost rychlosti télesa na case bude
v(t) = —gt + vo.

Naslednou integraci posledniho vztahu dostaneme vztah pro polohu télesa v zavis-
losti na case:

1
o(0) = [o)dt = [ (~gt-+v0) dt = — g+ ot + Ca.
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Konstantu Co vypocteme z podminky y(0) = yo :

1
y0:—§g~0+00'0+02,
tj. Cy = yo. Zavislost polohy télesa na ¢ase bude mit tedy tvar

y(t) = —%th + yo + vot.

Predchozi dva priklady jsme dokazali vyresit i bez znalosti z teorie diferencidl-
nich rovnic. U nésledujich prikladu uz rovnice, které dany problém popisuji, nelze
vyftesit primym integrovani, tak jako to slo u predchoziho prikladu, ale je tieba zvo-
lit vhodnou metodu feseni. Z toho divodu uvedeme pouze prislusnou diferencialni
rovnici a k jejimu vyreseni se pak vratime az po probrani dané metody v prubéhu
kurzu.

& PRIKLAD 1.1.3 \

Spojité uroceni.

Céstka 1000 K¢& se tiro¢f 10 %. Na konci roku je pak na tétu ¢astka 1100 K¢é.
Jestlize se troky pripisuji ptlroc¢né, troc¢i se od poloviny roku castka 1050
K¢ a na konci roku je na tuctu ¢astka 1102,50 K¢. Vypocet 1ze teoreticky
stale zuzovat: troceni probiha ctvrtletné, mésic¢né, tydné, denné atd. Kolik
¢ini vyse ¢astky na ictu po roce spojitého troceni (tj. za predpokladu, ze
¢astka je trocena nepfetrzité)?

Necht y(t) vyjadiuje vysi ¢astky (v korunédch) v case t, pficemz hodnota nezavisle
proménné t je udavana v rocich. Lze ukézat, Ze hledand funkce y musi vyhovovat

rovnici
dy(t t
y():y(), £>0,
dt 10
pficemz v case t = 0 je y(t) = y(0) = 1000. Tato rovnice je rovnici, v niz jako
nezndmé vystupuje funkce y(t) a obsahuje derivaci funkce y(¢), jednéd se tedy o
rovnici diferencialni. Budeme ji zapisovat ve tvaru

Pozdéji uvidime, Ze jedinym resenim této rovnice spliujici podminku
y(0) = 1000 je funkce
y(t) = 1000e10.

Odtud tedy plyne, ze vyse ¢astky (v korundch) po roce spojitého tdroceni ¢ini y(1) =
1105, 17 K¢. Uvedena diferencialni rovnice je prikladem tzv. Malthusovy rovnice
Yy = ky, kde k # 0 je redlnd konstanta. Rovnici obecné sestavime takto: Necht
y = y(t) vyjadiuje mnozstvi dané velic¢iny v case t. Za predpokladu, Ze okamzitd
zména y je v kazdém okamziku pfimo timérna hodnoté y, pak dostavame Malthu-
sovu rovnici.
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& PRIKLAD 1.1.4 \

Polocas rozpadu.
Rychlost rozpadu prvku radia je primo imérna jeho hmotnosti. Urcete, ko-
lik procet hmotnosti mg radia se rozpadne za t let, je-li polocas rozpadu
radia (tj. doba, za kterou se rozpadne presné polovina jeho puvodni hmot-
nosti) 7' = 1590 let.

Reseni: Oznaéme m hmotnost radia v ¢ase ¢t let a £ > 0 konstantu imérnosti. Pro
¢asovou zménu hmotnosti pak plati

dm

— = —km.
dt

(zdporné znaménko na pravé strané je z toho duvodu, ze hmotnost nerozpadlych

¢astic ubyva). Pozdéji ukazeme, Ze hmotnost ¢éstic za t let je ddna vztahem

m(t) = moe ™.

Po dosazeni podminky dostaenem

m(t) = moe*%.

1.2 Zakladni pojmy

DEFINICE 1.2.1 N

Diferencialni rovnice (DR) je rovnice, v niZz nezndmou je funkce a v niz
se vyskytuji derivace této funkce.

Obycejnou diferencidlni rovnici (ODR) nazyvame rovnici, ve které
neznamou je funkce jedné proménné a ve které se vyskytuje aspon jedna
derivace této funkce.

Parcialni diferencidlni rovnici (PDR) nazyviame rovnici, ve které ne-
znamou je funkce vice proménnych a ve které se vyskytuji parcidlni derivace
této funkce.

Radem DR nazyvame Fad nejvyssi derivace hledané funkce vyskytujici se
v dané rovnici.

Diferenciélni rovnici (ODR ¢i PDR) nazyvame linearni, je-li tato rovnice
linearni vzhledem ke hledané funkci i jeji derivaci, pripadné derivacim.
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DEFINICE 1.2.2 N

Obycejnou diferencidlni rovnici prvniho faddu (nerozireSenou
vzhledem k derivaci) s nezndmou y rozumime rovnici tvaru

F(z,y,y") =0, (1.1)

kde F' je realna funkce tii proménnych, x nezavisle proménnd, y funkce
jedné redlné proménné x a 3’ derivace funkce y.

Lze-li z rovnice (1.1) explicitné vyjadrit derivaci ¢/, pak dostdvame oby¢ej-
nou diferencialni rovnici 1. fiddu (roziesenou vzhledem k derivaci)
ve tvaru

y = f(z,y), (1.2)

kde f je realna funkce dvou proménnych.

DEFINICE 1.2.3 N

Oby¢ejnou diferencidlni rovnici n—tého fddu (neroziesenou vzhle-
dem k nejvyssi derivaci) rozumime rovnici tvaru

F(m,y,y',y”,...,y(”)) =0, (1.3)

kde F je redlna funkce n+2 proménnych, x nezavisle proménnad, y je funkce
jedné realné proménné z a v/, y”, ...,y jeji derivace.

Lze-li z rovnice (1.3) explicitné vyjadrit nejvyssi derivaci, pak dostdvame
obycejnou diferencialni rovnici n—tého radu rozresenou vzhledem
k nejvyssi derivaci ve tvaru

y™ = f(z,y,9,9", ..., y"D), (1.4)

kde f je redlna funkce n 4+ 1 proménnych.

= PRIKLAD 1.2.1 \

Priklady diferencidlnich rovnic
e y' =xy ODR 1. fidu,
o 23y —y* tcosz=x—y ODR 2. ¥adu,

. giy‘;f =sin(zy) PDR 3. fddu pro nezndmou funkci z(z, y),

oy .y 4 cos(zy’) =0 ODR 4. fadu.




1.2 Zakladni pojmy

DEFINICE 1.2.4

Resenim (nebo té7 integralem) ODR. n—tého ¥adu (1.3), resp. (1.4),
nazyvame kazdou funkci y = y(z), kterd ma na uvazovaném intervalu I
derivace az do n—tého radu véetné a vyhovuje dané rovnici, tj. po dosazeni
této funkce a jejich derivaci do dané rovnice dostaneme na intervalu I iden-
tickou rovnost.

Krivku, ktera znazornuje nékteré reseni dané ODR, nazyvame integralni
krivkou této DR.

Pokud defini¢ni obor feSeni dané rovnice nebude dopiedu stanoven, budeme
obvykle hledat feseni definovana na maximalnim mozném intervalu. Tato feseni se

nazyvaji maximalni. V dal$im textu budeme tento piivlastek vynechéavat.

Rovnici povazujeme za vyfesenou, zndme-li vSechna jeji feseni. RozliSujeme na-

sledujici druhy teseni ODR:

DEFINICE 1.2.5

Reseni rovnice (1.3), resp. (1.4), nazjvame
e obecné reseni, jestlize jej lze vyjadrit ve tvaru
®(x,y,C1,...,Cp) =0 nebo y=p(z,Ch,...,Ch),
kde C1, ..., C), jsou konstanty,

e partikularni reseni, lze-li jej ziskat z obecného feseni pro konkrétni
hodnoty konstant C1, ..., C,, které vypocteme nebo zvolime,

e vyjimecné reseni, nelze-li jej ziskat z obecného feseni pro zadnou
volbu hodnot C4, ..., C,.

\.

DEFINICE 1.2.6

Necht 20,90, Y1, - -, Yn—1 jsou konstanty. Uloha najit feSeni rovnice (1.3),
resp. (1.4), které vyhovuje poéateénim podminkam

y(.%'o) = Yo, y/(fﬂo) = Y1, ceey y(n_l)(:UO) = Yn—1,

se nazyva pocatecni tloha (nebo také Cauchyova tloha, pocateéni
problém).
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Kapitola 2

ODR 1. radu

V této kapitole se budeme vénovat obycejnym diferencidlnim rovnicim prvniho rfadu.
Nejdiive zavedeme zékladni pojmy a uvedeme zdkladni vlastnosti téchto rovnic.

2.1 Zakladni vlastnosti ODR 1. radu

DEFINICE 2.1.1 N

Obyc¢ejnou diferencialni rovnici 1. fadu s neznamou funkei y rozumime
rovnici tvaru

F(.’I?,y,y/) =0, (21)
pripadné
y = f(z,y). (2.2)
Resenim (integralem) rovnice na intervalu I rozumime kazdou funkci y =
y(x), ktera je diferencovatelnd na I a vyhovuje rovnici (2.1), resp. (2.2).

Necht zg,o jsou redlné ¢isla. Uloha najit feSeni rovnice (2.1), resp. (2.2),
které splnuje zadanou pocatecni podminku

y(@o) = yo, (2.3)

se nazyva pocatecni uloha (Cauchyova tloha, pocateéni problém).
Jejim fesenim rozumime funkei, kterd splnuje podminku (2.3) a je feSenim
rovnice (2.1), resp. (2.2), na néjakém intervalu obsahujicim bod zg. Reseni
Cauchyovy tlohy je partikuldrnim feSenim rovnice (2.1), resp. (2.2). Graf
partikuldrniho feSeni se nazyva integralni krivka.

\. J

POZNAMKA 2.1.1 \

Rovnici (2.2) nékdy uvadime v ekvivalentnim tvaru

dy = f(xa y) dz,

ktery ziskdme nahrazenim derivace y’ podilem diferencidlu dy/dz a form4l-
nim vynasobenim rovnice (2.2) diferencidlem dz.

15
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V souvislosti s diferencidlnimi rovnicemi nas budou zajimat predevsim nasledu-
jici otazky:

¢ EXISTENCE RESENI: M4 dana rovnice (po¢ateéni tiloha) néjaké feseni?

¢ JEDNOZNACNOST RESENI: Prochézi danjm bodem (zg, yo) jedna nebo
vice integralnich krivek?

¢ NALEZENI RESENI: Jak najdeme toto feseni? Lze toto FeSeni nalézt ana-
lytickou cestou (uzitim integralniho poc¢tu)?

Obecné se samoziejmé miize stat, ze Feseni pocatecni tlohy existuje nékolik nebo
zZe za jistych podminek nemusi existovat zadné feseni. Ve vétsiné aplikaci vSak poza-
dujeme, aby dana pocatecni iiloha méla feSeni a aby toto feseni bylo jediné. Toho je
mozné dosdhnout tehdy, jestlize funkce f(x,y) bude mit urcité \pékné”vlastnosti.
Které to jsou, na to nam odpovi nasledujici dvé véty. Prvni z nich, Peanova véta,
nam zarucuje pouze existenci reseni, nikoliv jednoznacnost. Tu nam zaruci dalsi
véta - Picardova.

VETA 2.1.1 (Peanova - o existenci) \

Je-li funkce f(z,y) spojitd v bodé (zg, ) a jeho okoli, pak v tomto okoli
existuje feseni diferencidlni rovnice

y' = fz,y) (2.4)
splnujici poc¢atecni podminku

y(z0) = Yo (2.5)

VETA 2.1.2 (Picardova - o jednozna¢nosti) N

Necht funkce f(x,y) je spojitd v bodé (zg,y0) a jeho okoli. Déle necht
funkce f(z,y) méa v tomto okoli ohrani¢enou parcidlni derivaci W. Pak
v tomto okoli existuje pravé jedno feseni pocateéni tlohy (2.4), (2.5).
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POZNAMKA 2.1.2

Geometricky vyznam ODR 1. radu.

Diferencidlni rovnice y' = f(z,y) piifazuje kazdému bodu (z,y) definic-
niho oboru Dy funkce f pravé jednu hodnotu y/(x), kterou muzeme chépat
jako smérnici pfimky prochézejici bodem (z,y). Tuto pfimku budeme zna-
zornovat v soufadnicové roviné kratkou tseckou se stifedem v bodé (z,y)
a nazyvat linearni element. Mnozinu vSech linedrnich elementii budeme
nazyvat smérové pole dané rovnice. Graf feSeni y (tj. integralni kivka y)
mé ziejmé tu vlastnost, Ze jeho tecna v kazdém bodé (x,y(x)) obsahuje
prislusny linedrni element, takze lze casto ze smérového pole odhadnout
tvar integralnich ktivek.

Pocéteéni podminka (2.5) geometricky znamend, ze graf prislusného reseni
prochézi v roviné bodem (xg,yp). M4-li poc¢dteéni tloha (2.4), (2.5) jediné
feseni, neprochazi bodem (xo, yo) zddnd dalsi kiivka. Ma-li kazda poc¢atecéni
tloha jediné feseni (s timto pripadem se budeme setkévat velmi ¢asto), zna-
mena to, ze integralni kiivky se nikde neprotinaj.




18 2. ODR 1. RADU
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Obrazek 2.1.1 Smérové pole

Uz tedy vime, kdy a kolik méd pocéateéni tloha (2.4), (2.5) feSeni. Zbyva odpo-
védeét, jak toto Feseni nalézt. Analyticky umime rovnici (2.4) fesit jen v piipadé, kdy
funkce f(x,y) ma specidlni tvar, v ostatnich pripadech musime pouzit numerické
metody. Témi se v tomto kurzu zabyvat nebudeme.

Nez uvedeme nékteré specialni typy ODR 1. fddu a metody jejich feSeni, po-
znamenejme, ze predpokladem tspésného reseni diferencidlnich rovnic je rozpoznéani
jejich typu, nebot na kazdy typ rovnice se pouzivé jind metoda.

2.2 ODR primo integrovatelné

DEFINICE 2.2.1 N

ODR tvaru

y = f(x), (2.6)

kde f je spojita funkce na otevieném intervalu, nazyvame obycejnou di-
ferencialni rovnici primo integrovatelnou.

Postup FeSeni rovnice (2.6): Resime primou integraci. ReSenim je funkce

y=[t@dec.

kde C je libovolna konstanta. Je to obecné reSeni této rovnice (zahrnuje vSechna
mozna Teseni). Libovolné partikuldrni feseni ziskdme z obecného feSeni vhodnou
volbou konstanty C.

= PRIKLAD 2.2.1 \

Najdéte obecné reseni rovnice

Reseni: y =224+ C, C€eR.
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2.3 ODR se separovanymi proménnymi

DEFINICE 2.3.1 N

ODR tvaru

Y = f(z)-9(v), (2.7)

kde f, g jsou spojité funkce na otevrenych intervalech, nazyvame obycej-
nou diferencialni rovnici se separovanymi proménnymi.

Postup feSeni rovnice (2.7): Resime metodou

|SEPARACE PROMENNYCH:

1. Predpokladejme nejprve, ze g(y) # 0 na uvazovaném intervalu.

e Derivaci 9 formélné nahradime podilem diferenciala % :

% = f(z) - g(y).

e Se zlomkem j—g pracujeme normalné jako s podilem dvou vyrazu. Na-

sobenim a délenim prevedeme rovnici na tvar, ktery obsahuje na kazdé
strané pouze jednu proménnou (tj. odseparujeme proménné):

dy

9y ~ fla)de.

e Obé strany ziskané rovnosti zintegrujeme, levou stranu podle proménné
x, pravou podle proménné y

/g(zz):/f(;r)dx.

e Odtud dostédvame obecné Teseni (2.7) ve tvaru
G(y) = F(z) + C,

kde G(y) je primitivni funkce k funkci le), F(zx) je primitivni funkce k
funkci f(x) a C € R je integracéni konstanta.

e Pokud je to mozné, prevedeme feseni do explicitniho tvaru (tj. vyjadiime
Y)-

e Pokud je zadana pocatecni podminka, dosadime ji do obecného feSeni
a urc¢ime hodnotu konstanty C. Tu pak dosadime do obecného feseni a
ziskame tak Teseni partikularni.

2. M&-li rovnice ¢g(y) = 0 feSeni ki,...,k,, jsou konstantni funkce
y=ki,...,y = ky TeSenimi rovnice (2.7). Pokud je mozné nékteré z konstant-
nich feseni obdrzet vhodnou volbou konstanty ve vzorci pro obecné feseni,
zahrneme toto konstantni reseni do obecného.
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= PRIKLAD 2.3.1

Najdéte obecné feseni diferencidlni rovnice

zy —y=0.

\

Reseni: Nejprve si vyjadiime y' :

y =2
X

Odtud je vidét, zZe se jednd o ODR 1. fadu se separovanymi proménnymi. Derivaci

’ ’ P dy .
y' nahradime podilem 37 :

dy _ 1
& =z 7
Za predpokladu x # 0 a y # 0 odseparujeme proménné:
dy _do
y x

Zintegrujeme levou stranu rovnice podle proménné y, pravou podle x :
/ dy / dz
y J oz’

Inly|=n|z|+In|C|=In|Cz|, CeR,C#0.

Odlogaritmujeme a odstranime absolutni hodnoty:

y=Cz, CeR,C#O0.

Dostaneme

Nyni vyfesime pripad y = 0. Dosazenim této konstantni funkce do dané rovnice
zjistime, ze je jejim feSenim a Ze ji ze zahrnout do obecného feseni volbou C = 0.
Celkové mé tedy obecné Teseni tvar

y=Cz, C eR.

Obrazek 2.3.1 Integrdlni krivky rovnice xy' —y = 0.

= PRIKLAD 2.3.2

Najdéte obecné reseni diferencidlni rovnice

xy +y =1y
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Reseni: Nejprve si vyjadifme 3/
1
A 2
v = (v -v).

Odtud je vidét, ze se jedna o ODR 1. fddu se separovanymi proménnymi. Za pred-
pokladu z # 0 a y?> —y #0 (tj. y #0 A y # 1) dostédvame postupné

d 1
A U
dy _dzx
v-y oz
dy B dz
/yQ—y A

Integrand na levé strané rozlozime na parcialni zlomky:

1L _ 1 _A_ B
oy ylw-1) y y-—-1

Y
Vynasobenim vyrazem y? — y mame

1=A(y—1)+By = A=-1B=1

Dosazenim a integraci dostavame

d d d
/2y Z*/ih*‘JLZ*mM+MW*H=m
yr—y Yy y—1

y—w

Integracni konstantu neuvadime, napiseme ji az na pravou stranu rovnice. Po inte-
graci obou stran tedy mame

—1
1nyy‘:hmm+mmq:meL CEeR,C#0.
Odlogaritmujeme
—1
‘yy‘ —|Czl, CER,C#0,
tj.
1
yT:Cx, CeR,C#0,

a vyjadrime explicitné neznamou funkci y ve tvaru

=——+ CeR C#0.

Y71 Czx 7

Zbyva, vysettit piipad y? —y = 0, tj. y = 0 nebo y = 1. Dosazenim téchto konstant-
nich funkci do zadané rovnice zjistime, Ze obé jsou jejimi reSenimi. Reseni y = 1 lze
zahrnout do obecného reseni volbou C' = 0, ale feseni y = 0 nelze z obecného Feseni
ziskat zadnou volbou konstanty C'. VSechna feseni dané rovnice jsou tedy tvaru

1
:77661&7 :0.
Y 1-Cx Y
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POZNAMKA 2.3.1 \

Na separovatelnou rovnici lze pomoci substituce prevést rovnici typu

y' = flaz + by +c), (2.8)
kde a, b, c € R. Substituce ma tvar
2(z) =ax+ by +c

(nové funkce z je funkei proménné z, nebot y zdvisi na proménné z, tj.
y = y(x)). Odtud

D larese
YT
Derivovanim tohoto vztahu podle x dostavame
/
, 2 —a , dy , dz
= kde =,z = —.
Y= V" " @

Po dosazeni do puvodni rovnice dostavame postupné

2 —a

b

=f(z) = 2 =a+bf(2).

Posledni vztah je rovnice se separovanymi proménnymi z, x, jeho sepa-

raci dostaneme
dz

a+bf(z)

a déle pokracujeme metodou separace proménnych.

=dz

\. J

& PRIKLAD 2.3.3 \

Najdéte obecné feseni rovnice

v —y+3z=>5.

Reseni: Vyjadiime y' :
y =-3z+y+5.

Prava strana rovnice je tvaru f(ax + by + ¢), kde a = —3,b = 1,¢ = 5, zavedeme
tedy substituci
z(z) = -3z +y+5.

Odtud vyjadrime y :
y=z+3xr—-5 = ¢ =2+3.
Po dosazeni do puvodni rovnice dostavame

24+ 3=z,
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tj.
Z=2z-3. (2.9)
Odtud, za predpokladu z — 3 # 0, separaci proménnych mame
dz
= d
z—3 v
d
=
z—3
Injz—3] = z+In|C|, CeR, C#0,

coz po odlogaritmovani, odstranéni absolutnich hodnot a nasledné tpravé dava
z2=Ce"+3, CeR, C#NO0.

Pripad z — 3 = 0 dava konstantni funkci z = 3, ktera, jak zjistime primym dosaze-
nim do (2.9), je jejim fesenim. Toto konstantni feseni lze volbou konstanty C' = 0
zahrnout do obecného feseni rovnice (2.9), tj.

z=0e"+3, CeR.

Zbyva dosadit zpatky do substituce, po Upravé dostaneme obecné feseni puvodni
rovnice ve tvaru

y=0e"+3x—-2, CeR.

2.4 Homogenni ODR 1. radu

DEFINICE 2.4.1 N

ODR tvaru
v=£(4), (2.10)

X

kde f je spojita funkce na néjakém otevieném intervalu, se nazyva homo-
genni obycejnou diferencialni rovnici 1. radu.

POZNAMKA 2.4.1 (Poznémka) \

1. Terminem homogenni byvaji oznacovany i rovnice s nulovou pravou
stranou, kterymi se budeme zabyvat pozdéji. V tomto odstavci vsak
budeme uvedeny nézev uzivat pouze pro vyse uvedeny typ rovnic.
Existuji totiz funkce f(x,%), pro které na néjaké oblasti Q C R? plati

f(tx7ty) = tkf(.'ll',y)

pro libovolné ¢ # 0. Funkce s touto vlastnosti se nazyvajl homogenni
k—tého stupné a patii mezi né napriklad rovnice vyse uvedeného
typu.

2. Homogenni rovnici (2.10) pozndme podle toho, ze proménné z,y se

na pravé strané vyskytuji (po piislusné ipravé) pouze ve spojeni ¥,

resp. %, a nikoli samostatné.
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Postup feSeni homogenni rovnice (2.10):

1. Zavedeme substituci

u(z) = M, struéné s u = 2.
x x
Odtud
/ / / du
y=ur — Yy =ux+u, kde u =—.
dz
2. Dosadime do ptuvodni rovnice a dostaneme
/ / 1
vr+u=f(u) = u:;(f(u)—u),

coz je rovnice se separovanymi proménnymi z, u. Najdeme jeji feseni u(z).

3. Obecné feseni puvodni rovnice (2.10) pak dostaneme uzitim vztahu
y(z) = zu().

= PRIKLAD 2.4.1 \

Najdéte obecné reseni rovnice

xy'zy(l—i—ln%).

\. J

Reseni: Vyjadiime 3’ :
y =Y (1—|—lny). (2.11)
X

T

Na pravé strané rovnice se vyskytuji proménné x,y pouze v podilu ¥, Ize tedy uzit

substituci

Y
u = —.
X

Odtud
Yy =uxr, — y':u’x—i—u.

Po dosazeni do rovnice (2.11) a nésledné tpravé dostaneme
, 1
uw=—-u-lnu, (2.12)
x

coz je separovatelna rovnice v proménnych z,u, takze separaci proménnych

du _dﬁ

ulnu T

a integraci (integral na levé strané fesime substituci ¢ = Inu) dostaneme
In|lnu|=In|z|+In|C|, CeR, C#0.
Odtud odlogaritmovanim a odstranénim absolutni hodnoty je

Inu=Cz, CeR, C#0,
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dalsim odlogaritmovanim mame
u=e"" CeR, C+#£0.

Je-liulnu =0, tj. u = 0 nebo u = 1, pak pro v = 0 rovnice nema reseni a pro u = 1
dostaneme konstantni feseni, které lze do obecného feseni zahrnout volbou C = 0.
Je tedy obecné feSeni rovnice (2.12)

uw=e"" Ce€eR,
takze obecné Teseni puvodni rovnice dostaneme zpétnou substituci y = uz ve tvaru

y=a2e", CeR.

POZNAMKA 2.4.2 \

Na rovnici homogenni lze prevést rovnici typu

p a1 + b1y>
_ o S 2.13
y=71 (61296 + bay ( )

kde ay, bl,a2,b2 € R, aibys — asby 75 0.
Rovnici nejdfive upravime na tvar (v ¢itateli i ve jmenovateli na pravé
strané vytkneme z a zkratime)

y
y, _ f ay + blE
az + by ¥ ’
zavedeme substituci u = £ a déle jiz fesime jako homogenni rovnici uzitim
predchoziho postupu.

\.

= PRIKLAD 2.4.2 \

Reste diferencidlni rovnici

; 2z +3y
g= 2y — 3z’

\

Reseni: V ¢itateli i ve jmenovateli na pravé strané vytkneme z :
,_ = (2+33)
Y73 (242 -3)
Po jeho zkraceni dostaneme rovnici ve tvaru

,:2+3§
24 -3

Y

Zavedeme substituci

Y musy=ur=y =vz+u
xr
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a po dosazeni do rovnice dostaneme

u'x—i—u — M
 u-—3
, 24 3u—u(2u—3)
vr =
2u — 3 ’
, —2u% + 6u + 2
vr = ———
2u — 3
, -2 u?—3u—1
u — e —
x 2u—3
2u — 3 -2
——du = —dz.
W2 —3u—1" z

V citateli zlomku na levé strané mame derivaci jmenovatele, takze muzeme pri
integraci pouzit vzorec

THC P
| ooy de =mlral

Inju? —3u—1] = —2Injz|+1n|C|,
Infu? —3u—1| = ln%,
x
w?—3u—1 = %,
x

2
(y) 3.4 1 = %
xr X xr

Dostavame obecné feseni zadané homogenni rovnice

P —3zy—2®>=C, CeR.

2.5 Linearni ODR 1. rddu

DEFINICE 2.5.1 N

ODR tvaru

"= a(x)y + b(x), (2.14)

kde a(z),b(x) jsou spojité funkce na otevienych intervalech, nazyvame li-
nearni obycejnou diferencialni rovnici 1. radu.

Je-li b(x) = 0, nazyvame rovnici (2.14) homogenni linearni ODR
1. fadu, v opac¢ném pripadé mluvime o nehomogenni linearni ODR
1. radu.

\. J

POZNAMKA 2.5.1 \

Nézev homogenni ma zde zcela jiny vyznam nez v odstavci 2.4. Stejna
terminologie se vsak bézné uziva.
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VETA 2.5.1 (Jednoznacnost feseni pocatecni tlohy) N

Necht funkce a, b jsou spojité na otevieném intervalu I,zq € I,y € R. Pak
kazda pocatecni iloha

y' = a(x)y +b(z), yo) = Yo

ma prave jedno reseni definované na celém 1.

Postup reSeni linearni rovnice (2.14): Obecné feseni hleddme metodou

VARIACE KONSTANTY .|

Probiha ve dvou krocich:

1. Nejdfive rovnici zhomogenizujeme, tj. polozime b(x) = 0. Dostaneme homo-
genni linedrni ODR prislusnou (nebo téz pridruzenou) k rovnici (2.14)
ve tvaru

y = a(x)y, (2.15)

v niz muzeme za predpokladu y # 0 separovat proménné. Metodou separace
proménnych nalezneme obecné feseni y;, homogenni rovnice (2.15) ve tvaru

yp = Cel “@deC R (2.16)

(volba C' = 0 zahrnuje pfipad y = 0, ktery je rovnéz fesenim (2.15)).

2. Hleddame feseni puvodni nehomogenni rovnice (2.14). Ukazuje se, ze obecné
feSeni rovnice (2.14) je také tvaru (2.16), ale s tim rozdilem, ze C jiz neni
konstanta, ale jista funkce proménné x. Toto Teseni ma tedy tvar

y = C(z)e) 2@ dz, (2.17)

Funkci C(z) nalezneme tak, ze vztah (2.17) i s jeho derivaci (derivujeme jako
soucin)

y/ _ Cl(m)efa(:c)dw +C(l,)a($)efa(x)dm

dosadime do pivodni nehomogenni rovnice (2.14). Po dosazeni (¢leny obsahu-
jici C'(x) se musi vzdy odecist, jinak jsme pii pocitani udélali chybu) vyjde

C/(x)efa(x)dx _ b(.’B),

neboli
C'(z) = b(x)e~J 2@z,

Integraci dostaneme
Cla) = / b(x)e S i@ g Lo CeR.

Dosazenim této funkce C'(z) do vztahu (2.17) dostavame obecné FeSeni ne-
homogenni linearni ODR (2.14).
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POZNAMKA 2.5.2 \

Odvozeny vzorec pro funkei C(z) plati sice univerzalné pro vsechny linedrni
rovnice, ale v praxi se doporucuje postupovat v jednotlivych krocich, jimiz
byl odvozen. Vypocet je prehlednéjsi a lze se snaze vyvarovat chyb.

\ J

= PRIKLAD 2.5.1 N

Najdéte obecné reseni rovnice

zy —y = 223,

\. J

ResSeni: Rovnici upravime na tvar

/

1
Y =~y + 222 (2.18)
x
a vidime, Ze se jedna o linearni rovnici, ve které a(z) = %, b(z) = 222, Postupujeme
nasledovné:

1. Rovnici zhomogenizujeme, tj. polozime b(x) = 0. Dostaneme rovnici

, 1
Yy =-vY,
X

kterou vyfesime bud uzitim vzorce (2.16) anebo metodou separace promén-
nych. Dostaneme tak obecné feseni y, prislusné homogenni rovnice ve tvaru

ypb=Czx, CeR
(Konstantni feseni y = 0 je zahrnuto v yp, pro C' = 0).

2. Metodou variace konstanty najdeme obecné feseni nehomogenni rovnice, které
hledame ve tvaru
y=0C(z)- x. (2.19)

Vypocitdme derivaci
Y =C'z) -z +C).

Po dosazeni y, 3’ do nehomogenni rovnice (2.18) (Ize samozrejmé dosadit i do
puvodniho tvaru zadané rovnice) mame

1
C'(x) -2+ C(z) = o C(x) -z + 222
Odtud
C'(r)=2r = OC(x) :/2$d1‘:x2—1—0, C eR.

Nalezenou funkci C(z) dosadime do (2.19) a dostaneme obecné feseni ptvodni
rovnice ve tvaru

y= (2 +C)-x=23+Cx, CeR.
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2.6 Bernoulliova rovnice

DEFINICE 2.6.1 N

ODR tvaru

Y = a(x)y +b(z)y", (2.20)

kde r € R,r # 0,7 # 1 a funkce a(x),b(x) jsou spojité na uvazovanych
otevienych intervalech, se nazyva Bernoulliova rovnice.

\. J

POZNAMKA 2.6.1 \

Pro r = 0, resp. » = 1 bychom dostali linedrni rovnici typu (2.14), resp.
(2.15), a proto je neuvazujeme.

Postup reSeni Bernoulliovy rovnice (2.20): Ukdzeme, Ze rovnici (2.20) lze sub-

stituci z(x) = y'="(z) (strucné: z = y'~") prevést na linearni ODR 1. Fadu.
Polozme tedy (za predpokladu y # 0)
=Y
Potom
do= -y T

= (1-r)y " a(z)y +b(z)y"]
= (I-r)a(@)y'™"+ (1 —r)bx)
—— ———
p(z) q(z)

= p(z)z +q(z),

coz je linedarni ODR, 1. fddu v proménnych x, z. Tuto rovnici vyiresime postupem
uvedenym v odstavci 2.5 a z jejiho obecného feseni pak prostfednictvim dané sub-
stituce ziskdme obecné feseni puvodni rovnice (2.20).

Kromé feseni, ktera takto ziskdme, ma rovnice (2.20) pro r > 0 také feseni y(x) = 0.

& PRIKLAD 2.6.1

Najdéte obecné feseni rovnice

zyy = y2 + x.

\

Reseni: Rovnici upravime na tvar

! 1 1 . / 1 -1
y=-y+-, 4. y=-yty
7y x
Je vidét, Ze jde o Bernoulliovu rovnici, v nfz a(z) = 1,b(z) = 1,7 = —1, zavedeme
tedy substituci
1—r 2



30 2. ODR 1. RADU

Odtud

1 1 2
z’:2yy/:2y<y+) =—-z+2.
x Y x

Dostali jsme linearni nehomogenni rovnici 1. fadu ve tvaru

2
2= 242, (2.21)
x
kterou vyfesime metodou variace konstanty. Vyjde obecné Feseni rovnice (2.21) ve
tvaru
z=Cz*—2z, CeR,

’

takze obecné feSeni Bernoulliovy rovnice bude (uzijeme substituci z = %2?) mit
implicitni tvar

P =0C2* -2z, CeR

2.7 Exaktni DR. Integracni faktor

V tomto odstavci se budeme zabyvat diferencialni rovnici ve tvaru

y = —F@y) (2.22)

Qz,y)’

kde P(z,y), Q(z,y) jsou spojité funkce na né&jaké oblasti! Q C R? a maji zde spojité
parcidlni derivace prvniho fadu a Q(z,y) # 0 na €. Rovnice (2.22) se Castéji uvadi
ve tvaru pomoci diferencialu

P(z,y)dz + Q(z,y) dy = 0.

DEFINICE 2.7.1 N

Necht P(z,y), Q(x,y) jsou funkce dvou proménnych, které maji spojité par-
cidlni derivace na oblasti Q C R2. Rekneme, Ze diferencidlni rovnice tvaru

P(z,y)dz+ Q(z,y)dy =0 (2.23)

je exaktni, jestlize vyraz

P(z,y)dz + Q(x,y) dy (2.24)
je totalnim diferencidlem néjaké funkce F'(z,y), kterd se nazyva kmenova
funkce.

7 diferencidlniho poctu funkce vice proménnych vime, ze totdlni diferencial
funkce F(z,y) dvou proménnych x,y mé tvar

dF(z,y) = F, dz + F, dy.
Aby tedy vyraz (2.24) byl totalnim diferencidlem funkce F'(z,y), musi byt

dz(z,y) = F,dz + F, dy = P(z,y) dz + Q(=,y) dy,

Loblast=oteviens souvisld mnozina
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tj. musi platit

F,=P(z,y) a F,=Q(zy)| (2.25)

Odtud plyne pro parcidlni derivace funkei P(x,y), Q(z,y) :

/] I
P/ =Fl,  Q,=F].

Protoze jsou obé parcialni derivace Pé, @/, spojité, jsou smiSené parcialni derivace na
pravych strandch stejné (plyne ze Schwarzovy véty o zdménnosti spojitych smisenych
parcidlnich derivaci), tj. plati

1 /" / /
Fpy=F, = P,=Q

T

Odtud plyne nésledujici tvrzeni:

\.

VETA 2.7.1 N

Necht funkce P(z,y),Q(z,y) maji spojité parcidlni derivace na oblasti
Q) C R2. Rovnice (2.23) je exaktni pravé tehdy, kdyz

Je-li F(x,y) kmenovou funkei pfislusného totalniho diferencidlu, ma obecné
feseni exaktni rovnice tvar

P =qQ. (2.26)

Yy x

F(z,y)=C, CeR. (2.27)

Postup resSeni exaktni rovnice (2.23):

1. Nejdrive ovéfime, ze vyraz (2.24) je totalnim diferencidlem, tj. ze plati (2.26).

2. Nalezneme kmenovou funkci F'(z,y) timto zpusobem: Ma-li byt funkce F'(z,y)

kmenovou funkei totdlniho diferencidlu, musi platit vztahy (2.25). Vezmeme
napriklad prvni z téchto vztahi

= P(x,y)

a zintegrujeme ho podle proménné z. Dostaneme

Fla,y) — / Pz, y)de + C(y), (2.28)

kde pfi integrovani podle proménné x povazujeme y za konstantu (podob-
né jako pfi vypoctu parcidlni derivace) a C(y) je integraéni konstanta. Tato
konstanta nezavisi na proménné z, muze to byt ovsem veli¢ina, kterd zavisi
na proménné y. Abychom tuto veli¢inu zjistili, zderivujeme obdrZenou rovnost
podle y /
£y~ ([ Pag)dr) +c'),
y

kde C’(y) je oby¢ejné derivace funkce jedné proménné. Vzhledem ke druhému
vztahu v (2.25)

F, = Q(z,y)
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plati

F, = (/P(l“,y) dw)l +C'(y) = Q(z,y).

Y

Z rovnosti v ramecku vyjadiime C’(y) a integraci (podle proménné y) nalez-
neme hledanou funkeci C(y). (D4 se ukdzat, ze pii tipravach vychazi pro C’(y)
rovnice, kterd neobsahuje proménnou ). Ziskanou funkci C(y) dosadime do
(2.28) a tim jsme nalezli kmenovou funkci.

3. Zapiseme obecné reseni exaktni rovnice ve tvaru

\

POZNAMKA 2.7.1 \

Popsany postup je mozno provést také se zaménénym poradim proménnych,
tj. zacit integraci

a pokracovat uréenim funkce D(x), kterd tentokrat nezavisi na proménné
y, muze vSak byt funkci proménné x.

F(z,y)=C, CeR.

F(z,y) = /Q(l’,y) dy + D(x)

\

& PRIKLAD 2.7.1 \

Uréete obecné feseni rovnice (22 — y?)dz + (y® — 22y) dy = 0.

1. Nejdrive ovéfime, ze rovnice je exaktni, tj. ze plati (2.26):

P(z,y) =22 —1y> = P, = -2y

— P, =Ql,
Qa,y) =y — 22y = Q;=—2y} v =G

rovnice je tedy exaktni.

. Nalezneme kmenovou funkei, naptiklad uzitim (2.28):

3

F(x,y) = /P(z,y) dzr = /(1:2 —y?)dz = % —zy? + C(y). (2.29)

Obdrzenou funkci zderivujeme podle y a polozime ji rovnu funkei Q(z,y) :
F, = 2zy+C'(y) = y> — 2xy.

Odtud
C'ly)=y*> = Cy)=>.

Dosadime do (2.29):
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3. Zapiseme obecné feseni exaktni rovnice

3 y4
—.%'yz‘i‘zzc, C eR.

T

3

Pokud rovnice (2.23) neni exaktni, tj. neni splnéna podminka (2.26) z predcho-
zi véty, pak hleddme takovou funkci m(x,y) # 0, aby rovnice (vznikla z ptivodni
rovnice vynasobenim funkei m(z,y))

m(x,y) [P(z,y)dz + Q(x,y) dy|] = m(z,y) P(x,y) dz + m(x,y)Q(z,y)dy = 0

byla exaktni, tj. aby platilo
d(mP)  0(mQ)
= ) 2.30
dy ox ( )

Funkce m(z,y) se nazyva integraéni faktor rovnice (2.23). D4 se ukazat, ze pokud
funkce P(z,y) a Q(z,y) maji spojité parcidlni derivace a nejsou souc¢asné rovny nule,
pak integraéni faktor existuje, nicméné jeho nalezeni je obecné obtizné. Casto lze
vSak najit integracni faktor m jen jako funkci proménné x nebo jako funkci proménné
y. Odvodime jeho nalezeni.

Necht m je integracni faktor rovnice (2.23), tj. rovnice

mPdx+mQdy =0

je exaktni. To tedy znamend, Ze plati (2.30). Derivaci souc¢inu dostavame

o(mP) om opr
oy Ty
omQ) _ om0
oz =0 oz " Bx

7 rovnosti téchto parcidlnich derivaci plyne po tpraveé

m(@P 8Q>:Q om p om

oy Ox or oy’
Co . Om s
1. Je-li nyni m = m(x) (tj. = 0), dostavame
Y
<8P 8Q> 0 dm
ml——-——|=0Q —
dy  Ox dx
oP _ 9Q
dm _ 9dy O d
—— =% 9 g4
m Q
takze ma-li byt m pouze funkci proménné z, musi byt vyraz
oP _ 0Q
Jy or
Q

pouze funkci proménné zx.
Integraéni faktor m(x) pak vypocteme ze vztahu

oP aQ

m(x) = o) a@) 4z kde a(zr) = Dy O

Q
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0
2. Je-li m = m(y) (tj. a—ZL = 0), dostavame
m <‘9P _ 36?) __p.dm
oy ox) dy
opP 0
dm _ G~ 5
m _p Y,

takze ma-li byt m pouze funkei proménné y, musi byt vyraz

oP 0Q

oy ox
—P

pouze funkci proménné y.
Integracni faktor m(y) pak vypocteme ze vztahu

oP 0Q

m(y) = el W yde py) = X

P
PRIKLAD 2.7.2

Reste rovnici

2zy? dz + (32%y + 4) dy = 0.

Reseni: Ovéifme podminku (2.26):

0Q(z,y)
or '’

P(z,y) = 229> = P, =dxy } N OP(x,y) y

Qz,y) =32 +4 = Q) =6ay dy

tedy rovnice neni exaktni. Hledejme integracni faktor m = m(z) nebo m = m(y).
Protoze

bude integrac¢ni faktor ve tvaru

m(y) = efﬁ(y) dy _ y.

Ptvodni rovnici tedy vynasobime vyrazem gy a dostaneme rovnici
2xy3 dz + (32°%y* + 4y) dy, (2.31)

kterd, jak se muzeme snadno presvédéit, uz je exaktni. Déle jiz Ffesime rovnici (2.31)
postupem uzivanym u exaktnich rovnic. Obecné feseni vyjde ve tvaru

2y +22=0C, CeR.




Kapitola 3
ODR vyssich rada

V této kapitole se budeme zabyvat diferencialnimi rovnicemi, v nichz se nezndma
funkce y vyskytuje ve druhé ¢i vyssi, obecné n—té, derivaci. Jsou to rovnice tvaru

F (x, vy, ,y(”)) =0, (3.1)
resp.

v = f(zy. 9y g Y), (3-2)
Zakladni pojmy pro tyto rovnice byly nadefinovany v iivodni kapitole. Budeme se
zabyvat zejména takovymi rovnicemi, které se v technické praxi vyskytuji nejcastéji
- jsou to tzv. linearni ODR n—tého radu. Vyuzijeme pritom diivéjsich poznatki
o linedrni ODR 1. fddu (Odstavec 2.5). Nejdrive si ale uvedeme dva specialni typy

ODR vyssich radt, které se Tesi zvlastnimi postupy.

3.1 Specialni typy ODR vyssich rada

1. Rovnice typu

y" = f(x). (3.3)

Jde o rovnici, ve které se neznamé funkce y vyskytuje pouze v n—té derivaci,
n > 2.

Postup Feseni rovnice (3.3): Resime postupnou integraci takto:
Je-li funkce f integrovatelnd, lze rovnici zintegrovat a dostaneme

y(n ) = /f(ﬁv) dz + C1,

kde (' je integracni konstanta. Dalsim integrovanim obdrzime

y("2) = / </ f(x) da:) dz + Ciz + Cs,

kde C je dalsi integrac¢ni konstanta, obecné riizna od C'.

Opakujeme-li tento postup celkem n—krat, dostaneme vyjadreni feseni y po-
moci n integrac¢nich konstant C1,...,C), a nazveme ho obecné feseni rov-
nice (3.3). M4 tvar

1
—_— n

n—krat

35
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Pripomenme, ze méme-li za 1ikol najit feSeni partikularni, je tfeba urcit hod-
noty celkem n integrac¢nich konstant. Aby tedy byla Cauchyova tloha formu-
lovana korektné, je potieba zadat celkem n pocatecnich podminek

y(xo) =v0, ¥(®0) =1, .o Yy D(x0) =yn_1, (3.4)

kde xo, Y0, Y1, - --,Yn—1 jsou realnd cisla. Je-li funkce f spojita na intervalu I
obsahujicim bod ¢, ma kazda pocatecni tloha (3.3), (3.4) pravé jedno feseni
definované na intervalu I (viz Picardova véta o jednoznacnosti; ohranic¢enost
parcidlni derivace funkce f podle proménné y je splnéna automaticky).

PRIKLAD 3.1.1

Najdéte obecné feseni rovnice y®* = sin z.

Reseni: Neznama funkce y se v rovnici vyskytuje pouze ve 4. derivaci, takze
4-nasobnou integraci najdeme obecné feseni. Postupné dostavame

y(3) = /sinxdx = —cosz + (1,

Y’ = /(—cosa:+01) dr = —sinz + Crx + Oy,

1
y = /(— sinx + Ciz + C3) dz = cosx + §Cl$2 + Cox + Cs,

a posledni integraci dostaneme obecné feseni

1 1 1
y = / (cosw + 501:1:2 + Cox + 03) dz =sinz + 601;33 + 5023:2 + C3x + Cy,

kde C1,C5,C5,Cy € R.

. Rovnice typu

F (x,y(k),y(k+1), ... ,y(")) =0, k>1. (3.5)

V takovéto rovnici se nezndma funkce y vyskytuje az od k—té derivace.

Postup FesSeni rovnice (3.5): Zavedeme substituci

y® = u(z).
Derivaci podle proménné x obdrzime
yF ) = /().
Pokracujeme az do n—té derivace funkce y

y = ("R ().
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Tim snizime f4d rovnice (3.5) na rovnici fadu (n — k) :
F (x,u,u', e ,u(”_k)) =0.

Refenfm této rovnice bude funkce tvaru u(z) = ¢ (2,C1,...,Ch k), kde
Cy,...,Cp_k jsou nezavislé konstanty (jejich pocet je n — k). Funkei u(x)
pak dosadime do substituce y*) = u(z). Tim obdrzime rovnici, ktera je pred-
choziho typu, takze k—nasobnou integraci funkce u dostaneme obecné feseni
rovnice (3.5).

PRIKLAD 3.1.2

Najdéte obecné feseni rovnice zy” + 3y’ + z = 0.

Reseni: Neznamd funkce y se v rovnici vyskytuje od 1. derivace, zavedeme
proto substituci

y = u(x). (3.6)
Zderivujeme podle x
y" = u'(x)

a dosadime ¢y’ a y” do zadané rovnice. Mame tedy
v +u+z=0.

Vyjadiime v’

' = =—=-1 (3.7)

a vidime, Ze se jednd o nehomogenni linedrni ODR 1. fddu. Resime meto-
dou variace konstanty (viz odstavec 2.5): Nejdiive zjistime obecné feSeni uy,
ptislusné homogenni rovnice

a to bud uzitim vzorce (2.16) anebo separaci proménnych. Vyjde

C

up = —.

x
Obecné feseni nehomogenni rovnice (3.7) pak hleddme ve tvaru

Po zderivovani, dosazeni u a u’ do rovnice (3.7) a tpravé dostavame
! 1 2
C'(z)=—2 = C(w):—§x + Ch.

Obecné feseni nehomogenni rovnice (3.7) je tedy tvaru

c; 1
u =

T 23:
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=l
o

CH

Funkci u dosadime do substituce (3.6), tedy

,_ G 1

Dostali jsme rovnici pfimo integrovatelnou, takze

1 1
y:/<6311_2x> deClln|$|_Zm2+027 01’02€R7

coz je obecné feseni zadané rovnice.
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3.2 Linearni ODR vyssich radua

V dvodni kapitole jsme diferencialni rovnici (libovolného fadu) nazvali
linearni, je-li tato rovnice linedrni vzhledem k hledané funkci y a vSem jejim deri-
vacim. Nyni zformulujeme presnou definici linearni ODR n—tého radu.

DEFINICE 3.2.1 N

ODR tvaru

an(@)y™ (@) +an-1(2)y" D (@)+- - +ar(2)y (@) +ao(2)y(z) = f(z), (3.8)

kde ag(x),...,an(z) a f(x) jsou funkce (proménné z) definované a spojité
na intervalu I, a, # 0, se nazyva linearni obycejna diferencialni rov-
nice n—tého Fadu (zkrdcené LODR n—tého fadu).

Je-li f(z) = 0 pro kazdé x € I, mluvime o homogenni LODR n—tého

radu.
Je-li f(z) # 0 pro néjaké x € I, jedna se o nehomogenni LODR n—tého
radu.

Resenim (nebo té7 integralem) rovnice (3.8) na intervalu I rozumime
funkci, kterda ma na I spojité derivace az do radu n a po dosazeni identicky
spliiuje rovnost (3.8) na I.

Uloha najit feSeni rovnice (3.8) splitujici v bodé zy € I po&ateéni pod-
minky

y(z0) = o, Y (o) =w1, .., Yy V(20) = Y1, (3.9)

kde xo, Yo, Y1, ,Yn—1 jsou redlnd ¢isla, se nazyva pocatecéni (Cauchy-
ova) tuloha. Reseni Cauchyovy tlohy se nazyva partikularni feseni rov-
nice (3.8).

3.2.1 Homogenni LODR vyssich rada

Pri feSseni nehomogenni linedrni rovnice 1. fadu jsme postupovali tak, Ze jsme
nejdiive hledali obecné feseni piislusné homogenni rovnice. Analogicky postupu-
jeme v pripadé LODR vyssiho fddu. Uvedeme si tedy nejprve zdkladni vlastnosti
a metody Teseni homogenni rovnice. Pro nazornost za¢neme homogenni LODR 2.
rfadu a poté ziskané vysledky zobecnime na tad n.
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DEFINICE 3.2.2 N

Budte ag(z), a1(z),az(z) a f(z) funkce spojité a definované na intervalu I.
Diferencidlni rovnice

az(2)y” + a1(2)y’ + ao(z)y = f(z) (3.10)

se nazyva linearni obycejna diferencidlni rovnice druhého radu
(zkracené LODR 2. fadu).

Resenim (nebo téz integralem) rovnice (3.10) na intervalu I rozumime
funkei, kterd ma spojité derivace do 2. fadu na intervalu I a po dosazeni
identicky spliiuje rovnost (3.10) na I.

Je-li f(z) =0 pro vSechna x € I, tj, je-li rovnice tvaru

az(2)y” + a1(x)y’ + ao(z)y = 0, (3.11)

mluvime o homogenni LODR 2. radu.
Je-li f(z) # 0 pro nékteré = € I, mluvime o nehomogenni LODR 2.
radu.

DEFINICE 3.2.3 N

Uloha nalézt feSeni rovnice (3.10) spliujici v bodé zy € I po&ateéni pod-
minky

y(zo) = vo, ¥ (w0) = y1, (3.12)
kde yo,y1 jsou redlnd cisla, se nazyvi pocatecni uloha (Cauchyova

dloha). Reseni pocatecni tlohy se nazyva partikuldrni Feseni rovnice
(3.10).

POZNAMKA 3.2.1 \

Jsou-li koeficienty ag(x),a1(z),az(x) spojité funkce, ma kazda pocateéni
uloha (3.10), (3.12) pravé jedno feseni, které je definovano na celém inter-
valu 1.

Na levou stranu rovnice (3.10) se mizeme divat také jako na linedrni kombinaci
funkef y,7/,y”. S timto pojmem jste se jiz setkali u vektoru v souvislosti s vysetfo-
vanim jejich linedrni zavislosti ¢i nezdvislosti. Tyto pojmy hraji duilezitou roli také
pii popisu a charakterizaci feseni LODR, proto si je nyni pfipomeneme.
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DEFINICE 3.2.4 N

Necht C7, Cy jsou konstanty a y;(x), y2(x) funkce. Vyraz

Ciy1(x) + Cayz(z) (3.13)

nazyvame linedrni kombinaci funkci yi(z),y2(x) s koeficienty Cp,Co.
Rekneme, ze funkce y; (), y2() jsou na intervalu I linedrné zavislé, jest-
lize existuji takové konstanty C, Cs, z nichz alespon jedna je ruzna od nuly,
ze plati

Chy1(x) + Coya(x) = 0. (3.14)

V opacéném piipadé fekneme, ze funkce y;(z),y2(z) jsou linedrné nezé-
vislé (tj. kdyz rovnost (3.14) je splnéna pouze pro C1 = Cy = 0).

POZNAMKA 3.2.2 \

Jinymi slovy, funkce y; (), y2(x) jsou na intervalu I linedrné zavislé, jestlize
jedna z nich je ndsobkem druhé na I, tj. jestlize existuje redlné ¢islo k € R
s vlastnosti

y1(x) = kya2(x) pro vSechna =z €I,

nebo
y2(z) = kyi1(x) pro vSechna x € I.

Protoze ovérovani linedrni zavislosti ¢i nezavislosti funkci podle vyse uvedené
definice muze byt problém (zejména v pripadé vice funkei), uvedeme obecnou me-
todu, kterd je pro posuzovani linedrni zavislosti ¢i nezavislosti funkci prakti¢téjsi.
Nejdrive si zavedeme pojem, ktery k tomu budeme potiebovat.

DEFINICE 3.2.5 N

Necht funkce y; (), y2(x) maji na intervalu I derivace. Potom determinant

r) y2(z) ‘ (3.15)

se nazyva Wronského determinant (wronskian) funkei y;(z), y2(x).

Nyni uvedeme ekvivalentni podminku pro linedrni nezavislost feseni homogenni
rovnice (3.11).
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VETA 3.2.1 (Charakterizace linedrné nezavislych reseni) \

Necht y;1(x), y2(z) jsou dvé FesSeni homogenni rovnice (3.11) na I. Tato feSeni
jsou linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz je jejich wronskian rizny od nuly
na intervalu I, tj.

W(z) #0 pro vsechna x € I.

\

POZNAMKA 3.2.3

Da se dokazat, ze podminku pro vsechna lze nahradit podminkou pro neék-
teré x € 1.

\.

DEFINICE 3.2.6

Dvojice feseni y;(z), y2(x) homogenni rovnice (3.11), kterd jsou linedrné
nezavisla na intervalu I, se nazyva fundamentalni systém reseni rovnice
(3.11).

V nésledujici vété ukézeme, jak vypadd obecné feseni homogenni rovnice (3.11).

VETA 3.2.2 (Tvar obecného feseni homogenni LODR 2. fadu)

Necht funkce yi(z),y2(x) tvori fundamentdlni systém TFeSeni homogenni
LODR 2. 7ddu (3.11). Pak kazdé reseni y(z) této rovnice lze psat jednozna-
¢né ve tvaru

y(z) = Cry1(z) + Caya(z), (3.16)

kde C1,Cs jsou vhodné (redlné) konstanty. Jinak feceno, vztah (3.16) vy-
jadfuje obecné Feseni rovnice (3.11) na intervalu I.
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B. HOMOGENNI LODR n—-TEHO RADU

Nyni zobecnime predchozi vysledky na rovnici n—tého radu, tj. na rovnici

an(m)y(") (x) + an_l(x)y(”*l)(:c) + -+ ar(x)y'(z) + ap(x)y(x) = 0. (3.17)

DEFINICE 3.2.7 N

Necht C4,...,C, jsou konstanty a yi1(z),...,y,(x) funkce. Vyraz

Ciy (SC) +ooet Cnyn(x) (318)

nazyvame linedrni kombinaci funkei y;(x),...,yn(x) s koeficienty
C1,...,Chn.
Rekneme, ze funkce y;(z),...,yn(x) jsou na intervalu I linearné zavislé,
jestlize existuji takové konstanty C1, ..., C),, z nichz alespon jedna je rtzna
od nuly, ze plati

C’lyl(w) S Cnyn(x) = 0. (3.19)

V opa¢ném piipadé Fekneme, ze funkce yi(x),...,y,(x) jsou linedrné ne-
zavislé (tj. kdyz rovnost (3.19) je splnéna pouze pro C; = --- = C,, = 0).

Jinymi slovy, funkce y1(z),. .., yn(x) jsou na intervalu I linedrné nezavislé, jest-
lize zddnou z téchto funkci nelze na I vyjadrit jako linearni kombinaci zbyvajicich.

DEFINICE 3.2.8 N

Necht funkce y1(z), . .., yn(x) maji na intervalu I derivace az do fadu (n—1).
Potom determinant
y1() ya() Yn(z)
/ / - /
n @) B V@) )
se nazyvda  Wronského  determinant  (wronskidn) funkci
y1(2), -, yn().

Podobné jako v pripadé n = 2 plati ekvivalentni podminka pro linearni nezdvis-
lost feSeni yi(x),. .., yn(x) homogenni rovnice (3.17).

VETA 3.2.3 (Charakterizace linedrné nezavislych feseni) N

Necht yi1(x),...,yn(x) jsou Feseni homogenni rovnice (3.17), kde a,, # 0
pro vSechna z € I. Tato feseni jsou linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz je
jejich wronskian rizny od nuly na intervalu I, tj.

W(x) #0 pro vsechna =z € I.




44 3. ODR vvSSicH RAD

DEFINICE 3.2.9 N

Systém Teseni homogenni rovnice (3.17) y1(x), ..., yn(x), kterd jsou linedrné
nezavisla na intervalu I, se nazyva fundamentalni systém reseni této
rovnice.

7

VETA 3.2.4 (Tvar obecného feseni homogenni LODR n—tého f4du)

Necht funkce y1 (), . .., yn(x) tvori fundamentélni systém feSeni homogenni
LODR n—tého tadu (3.17). Pak kazdé Teseni y(x) této rovnice lze psat
jednoznacné ve tvaru

y(l’) = Ciy1 (27) +-t Cnyn($)a (3'21)

kde C1i,...,C), jsou vhodné (redlné) konstanty. Jinak fec¢eno, vztah (3.21)
vyjadiuje obecné FeSeni rovnice (3.17) na intervalu I.
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3.2.2 Homogenni LODR vyssich radt s konstantnimi koeficienty

V konkrétnich aplikacich, které jsou popsany diferencidlnimi rovnicemi n—tého
radu, vystupuji misto funkei ag(x), ..., a,(z) vétsinou konstanty (jsou to ruzné fyzi-
kalni nebo jiné parametry jako hmotnost, hustota, frekvence, elektricky odpor aj.).
Budeme se nyni takovymi rovnicemi zabyvat podrobnéji, nejdfive rovnicemi 2. radu
a poté provedeme zobecnéni pro rovnice n—tého radu.

A. HOMOGENNI LODR 2. RADU S KONSTANTNIMI
KOEFICIENTY

Budeme studovat rovnici tvaru
azy” + a1y’ + apy =0, (3.22)

kde ag,a1,a2 € R,as # 0. Nejprve si vSimnéme, ze existuji feseni této rovnice ve
tvaru

y(z) = &, (3.23)
kde A je zatim blize nespecifikovanéd konstanta. Zderivujeme
y/(x) _ )\e)\x’ y//(l’) _ )\26)\:1:

a dosadime do piivodni rovnice. Po vytknuti a vydéleni (nenulovym) vyrazem e*®

dostavame
ag)\2 + a4+ a9 =0,
coz je kvadratickd rovnice pro nezndmou A. Tento vysledek znamend, Ze funkce

y(x) = e’ bude feSenim rovnice (3.22) pravé tehdy, kdyz A bude feSenfm piislusné
kvadratické rovnice.

DEFINICE 3.2.10 N

Kvadratickou rovnici
(12/\2 +aiA+ag=0 (3.24)

nazyvame charakteristickou rovnici diferencialni rovnice (3.22).

K nalezeni fundamentélniho systému feseni rovnice (3.22) je tedy t¥eba nejdrive
zjistit kofeny charakteristické rovnice. Prakticky navod, jak pomoci kotfenii charak-
teristické rovnice najit fundamentalni systém, udava nasledujici véta:
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\

VETA 3.2.5

Uvazujme homogenni LODR 2. fadu (3.22) s charakteristickou rovnici

(3.24).

1. Charakteristicka rovnice ma dva ruzné realné koreny A1, A\o. Potom

mé diferencidlni rovnice (3.22) fundamentalni systém

A1z Ao

y1(x) =eM* yo(xz)=e

a jeji obecné reseni je tvaru

y(l‘) = CleAlx T 026)\2:0, C1,Cy € R.

2. Charakteristicka rovnice ma jeden dvojnasobny realny kotfen .
tom mé diferencidlni rovnice (3.22) fundamentalni systém

Az

i) =, yo(z) = ze

a jeji obecné Teseni je tvaru

y(x) = C1e™ + Chze™® = (C1 4 Coz) e, C1,C € R.

3. Charakteristicka rovnice mé dva komplexné sdruzené koteny

Po-

M2 =a=xibb#0. Potom ma diferenciadlni rovnice (3.22) fun-

damentalni systém
y1(x) = e cosbx, ya(x)=e"sinbz

a jeji obecné Teseni je tvaru

y(x) = Cre® cosbx + Cae* sinbx, C1,Cy € R.

POZNAMKA 3.2.4

Dokazovani je zalozeno na ovéfeni linedrni nezavislosti prislusné dvojice

feSeni, a to pomoci wronskianu. Uvedena véta tedy zarucuje, zZe Teseni

na-

lezend v souladu s ni budou vzdy linedarné nezavisla, a proto neni potteba

v jednotlivych situacich zkoumat, zda je prislusny wronskian nenulovy.

Jednotlivé varianty z predchozi véty si nyni ilustrujme na prikladech.
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& PRIKLAD 3.2.1 \

Urcete obecna Teseni nasledujicich rovnic:

a) y' —y —6y =0,
b) 4y" — 4y +y =0,

c) y' —6y + 13y =0.

\. J

Reseni:
a) Sestavime charakteristickou rovnici
A —X—6=0.

Jeji kofeny jsou dva ruzné redlné A\; = 3,Ay = —2. Odtud dostavame, ze

funkce

3x 2x
)

yi(z) = e, ya(x) =€

jsou linedrné nezavisld reseni dané rovnice, tj. tvori fundamentdlni systém
(FS) Feseni této rovnice.
Obecné feseni ma tedy tvar

Yy = Che3® 4+ Coe™ 2, 1,0y € R.

b) Charakteristickd rovnice je tvaru
AN —4X+1=0

a ma jeden dvojnasobny reilny kofen A = % FS tedy tvori dvojice linedrné
nezavislych reseni ve tvaru

yi(x) = e, yo(x) = wer”.
Obecné feSeni mé tvar

y = Che3® 4+ Cyze2®, C),Ch € R.

c) V tomto pfipadé ma charakteristickd rovnice
M —6A+13=0

dva komplexné sdruzené kofeny A;o = 3 £ 2i. F'S je tvofen dvojici linedrné
nezéavislych reseni
_ 3z _ 3z
Y1 =e“cos2x, Yo = e sin2x.

Obecné feseni je

y = 13 cos 2z 4+ Cre®sin 2z, C4,Cy € R.
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B. HOMOGENNI LODR n—TEHO RADU
S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

Jde o rovnici
any™ (x) + a1y V(@) + - + ary (@) + agy(x) = 0, (325)

kde ag, a1, ..., a, jsou konstanty, a,, # 0. Analogicky jako v pripadé n = 2 hleddme

feseni ve tvaru
_ Az
y(.’Z’) =€ )

kde X je zatim neurcend konstanta. Dosazenim této funkce a jejich derivaci (az
do fadu n) do rovnice (3.25) a po vytknuti a vydéleni nenulovym vyrazem e’*
dostavame rovnici

A A" + ap N 4 N+ ag = 0.
Miuzeme tedy zformulovat nasledujici definici:

DEFINICE 3.2.11 N

Rovnici

A" + G NV 4 @A+ ag =0 (3.26)

nazyvame charakteristickou rovnici diferencidlni rovnice (3.25).

K uréeni A je tedy tifeba vyfesit tuto charakteristickou rovnici. Z algebry je
znamo, ze tato rovnice méa celkem n komplexnich korent, pricemz kazdy koren
pocitame tolikrat, kolik je jeho nasobnost. Zobecnénim pripadu n = 2 dostavame
nasledujici vétu:

VETA 3.2.6 N

Uvazujme homogenni LODR n—tého fadu (3.25) s charakteristickou rovnici
(3.26). Potom fundamentalni systém feSeni rovnice (3.25) ziskame takto:

1. Ke kazdému k—nésobnému redlnému korfenu A charakteristické rov-
nice (3.26) prislusi praveé k linedrné nezavislych (partikuldrnich) reseni
rovnice (3.25) tvaru

y1 =M yy = 2™, yp = LM,

2. Ke kazdému k—ndsobnému komplexnimu kofenu A = a+ib (a zaroveit
k jeho komplexné sdruzenému korenu A = a — ib) prislusi prave 2k
linedrné nezavislych (partikuldrnich) feseni rovnice (3.25) tvaru

_ xk—leaac

y1 = e** cosbx,yo = xe** cosbx, ..., Yk cos b,

kfleax

Y1 = €2 sinbr, yr1o = ve**sinbr, ..., Yok = x sin bz.
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m PRIKLAD 3.2.2 \

Najdéte obecna reseni rovnic:

a) y" —4y" — 4y + 16y = 0,
b) y@ + 6y 4+ 9y” =0,
) yW+2y +y=0,
Obecn4 Teseni vyjdou
a) y = C1e®® + Ce™ 2%  C3e*, (,0,,C3 €R,
b) y=C1 + Cox + C3e™3% + Cyze™3*,  (C1,Cy,C3,C4 € R,
c) y=(Cy+ Cax)cosx + (C3 + Cyzx)sinz, C1,Co,C3,Cy € R.

3.2.3 Nehomogenni LODR vyssich radi s konstantnimi koeficienty
Nyni se budeme zabyvat rovnici tvaru
any™ () + an1y" (@) + -+ ary (@) + aoy(z) = f(2), (3:27)

kde ag,aq,...,a, jsou konstanty, a, # 0, a f(x) je funkce definovand, spojitd a
nenulovad na intervalu 1.

VETA 3.2.7 (Tvar obecného feSeni nehomogenni LODR, n—tého fadu)

Obecné feseni nehomogenni rovnice (3.27) lze psat ve tvaru

Y =Yn + Yp, (328)

kde yp je obecné teseni homogenni LODR n—tého fadu prislusné k rovnici
(3.27), tj. obecné FeSeni rovnice

any™ (@) + an_1y" V(@) + - + a1y (x) + agy(z) = 0, (3.29)
a yp je libovolné partikularni feseni rovnice (3.27).

\ J

POZNAMKA 3.2.5 \

K urceni obecného reseni nehomogenni rovnice (3.27) tedy podle predchozi
véty staci znat obecné feseni prislusné homogenni rovnice a jedno libovolné
partikularni reseni ptivodni nehomogenni rovnice.

J

Ukéazeme si dvé metody k nalezeni partikularniho feseni — metodu variace kon-
stant a metodu neurcitych koeficientu.
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METODA VARIACE KONSTANT‘

Tato metoda je univerzalnéjsi, lze ji pouzit obecné pro kazdou spojitou funkci
f(z), je ovSem pracné. Princip metody je stejny jako v pfipadé linedrni ODR 1. fadu.
Popisme ho pro pripad nehomogenni LODR 2. fadu s konstantnimi koeficienty, pro
LODR n—tého tadu s konstantnimi koeficienty jej pak zobecnime.

Uvazujme tedy rovnici

a2y” + a1y’ + agy = f(x), (3.30)

kde ag, a1, as jsou konstanty a f(z) je nenulova funkce proménné x spojita na néja-
kém intervalu I. Predpokladejme, ze jsme nalezli obecné feSeni y; prislusné homo-
genni rovnice

azsy” + a1y’ + apy = 0. (3.31)

Zapisme toto Tfeseni ve tvaru

yn(z) = Cry1(z) + Caya(z). (3.32)

Podobné jako v pripadé LODR 1. fadu hledejme obecné feseni nehomogenni rovnice
(3.30) ve tvaru
y(z) = Ci(z)y(z) + Ca(z)y2(2), (3.33)

kde C1(x),C2(x) jsou nezndmé funkce.
Prvni derivace vztahu (3.33) je

Y () = Cl(@)y1(x) + Cr(x)y () + Cy(2)y2(x) + Ca(2)ys ().

Volba dvojice novych funkci dovoluje stanovit vhodnou dopliujici podminku pro
jejich vzajemny vztah. Nejvyhodnéjsi pro dalsi postup je pozadavek, aby

Ci(@)y1(z) + Co(x)ya(x) = 0.
Po dosazeni tohoto pozadavku do vypoétené prvni derivace y'(z) bude tedy
y' () = Cr(a)y (x) + Ca(x)yy ().
Druhéa derivace pak bude
y'(z) = Ci(2)y) (z) + Co(2)ya(x) + Cr(x)yy (x) + Ca(x)ys (2).
Dosazenim y/(z) a y"(z) do (3.30) je (vynechdme argument x)
Ci(azyy + aryr + aoy) + Calazys + a1y + aoyz) + a2(Clyy + Cays) = f.

Vyrazy v prvnich dvou zavorkich jsou rovny nule, protoze y; i yo jsou fesenim
ptislusné homogenni rovnice (3.31). Zistava rovnost

a2(Cry) + Coyy) = f.

Celkové tedy pro dvé nezndmé funkce Cf(z), Cy(z) mame dvé podminky
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Ziskali jsme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych funkcich Cf(x), C%(z). Deter-
minant této soustavy je wronskidn W (z), ktery je vzhledem k linedrni nezavislosti
funkei y1(x), y2(z) razny od nuly pro vSechna z € I. Soustava mé tedy pravé jedno
reseni na celém intervalu I a lze ji vyfesit napi. pomoci Gaussovy elimina¢ni me-
tody nebo uzitim Cramerova pravidla. Integraci funkei C1(z), C%(z) pak obdrzime
vyjadfeni pro Cj(x),Ca(z) (s obecnymi integra¢nimi konstantami C, Cs), jejichz
dosazenim do (3.33) ziskdme obecné Feseni (3.30).

Zobecnéni tohoto postupu pro nehomogenni LODR n—tého fadu neni obtizné.
Uvazujme nehonmogenni LODR (3.27) a predpoklddejme, Ze jsme nalezli obecné
reseni yp, prislusné homogenni rovnice (3.29)

yh(:v) = C1y1(513) et Cnyn(x)

Potom obecné FesSeni nehomogenni rovnice (3.27) hleddme ve tvaru

y(z) = Ci(x)yi(x) + - - + Cr(z)yn(2), (3.34)
pficemz derivace funkci Ci(z),...,Cy(x) ziskdme feSenim soustavy m rovnic o n
nezndmych funkcich Cf(x),...,C/ (z) ve tvaru
Ci(z)yi(z)  + +  Cp@yn(z) =0
Ci(@)yi(z)  + +  Ch@yp(z) =0
(@) " V() + + Gy ) = L2

| METODA NEURCITYCH KOEFICIENTU

Touto metodou se hleda partikularni feseni y,(2) nehomogenni LODR n—tého
radu s konstantnimi koeficienty

@y ™ (@) + an 1y D (@) + -+ (@) + aoy(@) = f@),  (3.35)

kde ag,ay,...,a, jsou konstanty, a, # 0, a f(z) je nenulovd spojitd funkce nékte-
rého z dale uvedenych typi. Nékdy se témto rovnicim rikda nehomogenni LODR
n—tého radu s konstantnimi koeficienty se specialni pravou stranou.

Z vykladu o homogennich LODR n—tého tadu je vidét, ze ve fundamentalnim
systému Feseni téchto rovnic se mohou vyskytnout pouze polynomy, exponencialni
funkce nebo goniometrické funkce sinus ¢i kosinus, pripadné jejich soucty ¢i souciny.
Je také zrejmé, ze i derivace téchto funkei budou stejného typu.

Je-li pravéd strana f(z) polynomickd, exponencidlni nebo goniometrickd funkce
(sinus nebo kosinus), lze partikularni feSeni y, nehomogenni rovnice nalézt jed-
nodussim zpusobem nez je matoda variace konstant. Obecné postupujeme tak, zZe
partikularni feseni zvolime predem, a to téhoz typu, jako je prava strana rovnice,
avsak s obecnymi (neurc¢itymi) koeficienty. Ty uréime po dosazeni partikuldrniho
feseni do rovnice porovnanim obou jejich stran. Probereme si nékteré pripady.

1. Prava strana ma tvar
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tj. na pravé strané je polynom m—tého stupné.
Partikuldrni feSeni y, ma potom tvar

yp — xk : Qm(w)a

kde k je ndsobnost ¢isla 0 jako korene charakteristické rovnice (pokud 0 neni kofenem
charakteristické rovnice, bude k = 0) a @Q,,(z) je polynom s neurcitymi koeficienty
stejného stupné jako P, (z).

Polynomy s neurcitymi koeficienty vypadaji nasledovné:

Polynom 0. stupné: Qp(x) = A, A € R (tj. konstanta),

polynom 1. stupné: Q1(z) = Az + B, A,B€R,

polynom 2. stupné: Qa(x) = Az?> + Bx + C, A,B,C € R,

polynom 3. stupné: Q3(x) = Az3 + Bax? + Cx+ D, A, B,C,D € R, atd.)

s PRIKLAD 3.2.3

Najdéte obecné feseni diferencidlni rovnice

y" + 6y + 5y = 1022 + 4z.

Reseni: Pii feSeni postupujeme ve tiech krocich:
1. Nejprve najdeme obecné feseni y; prislusné zhomogenizované rovnice
y" + 6y’ + 5y = 0.
Charakteristickd rovnice ma tvar A\ + 6\ + 5 = 0, jeji kofeny jsou \; =
—1, Ay = —5.
Fundamentalni systém je tedy tvoren dvojici linedrné nezavislych reseni

—T —5x
Yyr=¢€¢ , Ya2=¢€ .
Obecné Teseni y;, homogenni rovnice potom bude ve tvaru

yn = Cre " + Coe ™™, C1,Cy € R.

2. Hleddme partikularni FeSeni y, ptuvodni (tj. nehomogenni) rovnice.
Protoze prava strana f(r) = 1022 + 4z je polynom druhého stupné P(z),
bude Q2(x) také polynom druhého stupné, ale s neurcitymi koeficienty, tj.
Q2(r) = Az? + Bx + C.

Déle, protoze ¢islo 0 neni koren charakteristické rovnice, bude £ = 0. Parti-
kularni feseni tedy budeme hledat ve tvaru

yy = x°(Az*+ Bax+C) = Az’ 4+ Bz +C,
y; = 2Ax+ B,
y;,’ = 2A.
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Partikularni feseni i s jeho derivacemi dosadime do zadané rovnice:

24+ 6(2Ax + B) + 5(Az* + Bz + C) = 102* + 4u,
2A +12Ax + 6B + 5Az* + 5Bz +5C = 10z% + 4,
5Ax? + 124z + 5Bz + 24+ 6B +5C = 102% + 4z.

Nyni porovname koeficienty u stejnych mocnin na levé a pravé strané:

22 . B5A=10=A=2,
' © 124+5B=4=5B=-20= B = —4,
2 2446B+5C=0=5C=20=C =4.

Dostévame
yp:2x2—4x+4.

3. Zapiseme obecné Feseni y = yp, + yp :

y=Cre %+ Che ™ + 222 — 4z + 4, C1,Cs € R.

2. Prava strana ma tvar

f(x) = Pn(z) - e,

kde P,,(x) je polynom m—tého stupné, a € R.
Partikuldrni feSeni y, ma potom tvar

yp = xk . Qm(x) : eam’

kde k je nasobnost ¢isla a jako kofene charakteristické rovnice (pokud a neni kofe-
nem charakteristické rovnice, bude k£ = 0) a Q,,(x) je polynom s neurc¢itymi koefi-
cienty stejného stupné jako P, (z).

s PRIKLAD 3.2.4

Najdéte obecné reseni diferencialni rovnice

y/// + y// _ 6y' — 36_4:6.

\

Reseni: Opét postupujeme ve tiech krocich:
1. Najdeme obecné feseni y;, zhomogenizované rovnice
y/// + y// . 6y/ —0.

Charakteristickda rovnice mé tvar A\ + A2 — 6\ = 0, jeji kofeny jsou \; =
0, 2 = —=3,A3 =2.

Fundamentalni systém je tvoren trojici linedarné nezavislych reseni

— _ 3T _ 2z
yi=1 y=e, y3=e".
Obecné teseni yp, homogenni rovnice potom bude ve tvaru

yp = C1 + Cgef‘% + Cgeh, C1,09,C5 € R.
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2. Hleddme partikularni reseni y, zadané nehomogenni rovnice.
Prava strana je f(x) = 3e~%*, takze dle vyse zavedeného znadeni je P, ()

|l

Py(z) = 3, tj. polynom nultého stupné. Bude tedy Qn.(z) = Qo(x) =
(konstanta).
Daéle je a = —4. Toto ¢islo neni korenem charakteristické rovnice, proto bude
k = 0. Partikularni feseni bude ve tvaru
Yy = 1,0 ‘A‘e—4x — Ae—4x,
Yy, = —4Ae™
Yy = 16Ae~4,
Yy, = —64Ae74,
Partikuldrni feSeni i s jeho derivacemi dosadime do zadané rovnice:
—64Ae™ 1 £ 1647 — 6 (—44e717) = 3717,
—24Ae™ = 374
Porovnanim koeficientt u e ** na obou stranach dostaneme A = —é. Takze
1 —4x
=——e .
Yp 3

3. Zapiseme obecné feseni y = yp, + yp :

1
Y= Cr+ 026—31 -+ CgQQx — ée_4x, Cq,Cy,C3 € R.

3. Prava strana ma tvar

f(x) = e [Py(z) - cosbx + Qn(x) - sinbx], (3.36)

kde P, (x), resp. @Qn(z) jsou polynomy m—tého, resp. n—tého stupné.
Partikuldrni feSeni , ma potom tvar

yp = oF - ¥ . [R,.(z) - cosbr + S, (z) - sin bx] ,

kde k je nasobnost ¢isla a + ib jako kofene charakteristické rovnice (pokud a + ib
neni korenem charakteristické rovnice, bude k = 0) a R,(x), Sr(z) jsou polynomy s
neurcitymi koeficienty téhoz stupné r = max{m,n}.

= PRIKLAD 3.2.5

Najdéte obecné reseni diferencidlni rovnice

3y"” — Ty’ — 6y = 30 cos 3z.

\.

Reseni: Opét postupujeme ve tiech krocich:
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1. Najdeme obecné feseni y; homogenni rovnice
3y" — Ty — 6y = 0.

Charakteristicka rovnice: 3\2 —7A—6=0 = X\ =3\ = —%.
Fundamentalni systém:

=¥, gy =57,
Obecné feseni yp, homogenni rovnice:

yp = C1e®” + Cze_%w, C1,03 e R

2. Partikularni reseni y, nehomogenni rovnice.
Prava strana f(x) = 30cos 3z, takze P,,(z) = Py(z) = 30 (polynom nultého
stupné, m = 0), Qn(x) = Qo(z) = 0 (nulovy polynom, n = 0). Bude tedy
r=0,tj. Ro(z) = A, So(z) = B.
Dale je a = 0,b = 3, z ¢ehoz plyne k = 0, nebot komplexni ¢islo +3¢ neni
kotrenem charakteristické rovnice.
Partikuldrni feseni y, ma potom tvar

yp = 2°-e" . (Acos3z + Bsin3z) = Acos3z + Bsin3z,
y; = —3Asin3x + 3B cos 3z,
yg = —9Acos3x — 9B sin 3z.
Dosadime do dané rovnice:
3(—9A cos 3z—9Bsin 3z)—7(—3Asin 3z+3B cos 3x)—6(A cos 3z+Bsin3z) = 30 cos 3z,
—33Acos3z—33Bsin3z+21Asin3x—21Bcos3z = 30cos3z.

Nyni porovndme koeficienty u goniometrickych funkei cos 3x a sin 3z na levé
a pravé strané rovnice:

COS 356 : —33A — 21B = 30 o 11 . 7
sin 3z : 214 — 33B = o}iA__N’B__N'
Partikuldrni feSeni bude
T
Yp = 1 cos 3x 1 sin 3.
3. Obecné feseni y = yp, + yp :

3x —2z 11 [

y = C1e”* + Coe™ 37 — 1—7008335 - ﬁsmi&x, C1,Cy € R.

POZNAMKA 3.2.6 \

Je-li prava strana f(z) = fi(z) +--- + fi(x), kde funkce fi(z),..., fi(z)
jsou funkce tvaru (3.36), potom partikularni feSeni y, nehomogenni rovnice
(3.27) je rovno souctu partikuldrnich feseni yp,, ..., yp,, kterd ur¢ime vzdy
jednotlivé. Tedy

Yp =Yp1 T Yps T+ YUp,-

Tomuto zobecnéni rikime princip superpozice.
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Kapitola 4

Soustavy obycejnych
diferencialnich rovnic 1. radu

V inZenyrské praxi se setkdvame se soustavami diferencidlnich rovnic zejména v me-
chanice, napriklad mame-li popsat drahu hmotného bodu pohybujiciho se v prostoru
vlivem pusobeni dané sily, pficemz je zndma pocatecni poloha a pocatecni rychlost
tohoto bodu. Nejdiive uvedeme zakladni pojmy, které budeme potirebovat.

o7
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4.1 Zakladni pojmy

DEFINICE 4.1.1 N

Soustavu rovnic ve tvaru

v o= fl@y,. 90
/
= ToYly -,
y';z = fn(wvylw"?yn):
kde funkce f;,i = 1,...,n, jsou definovidny na (n + 1)—rozmérné oblasti
Q) c R"!, nazyvime soustavou obyé&ejnych diferencidlnich rovnic 1.

radu.
Resenim soustavy (4.1) nazyvame kazdou skupinu n funkei tvaru

yl(‘r)vy?(x)v"':yn(x)v (4'2)

které jsou diferencovatelné na néjakém intervalu I a pro vSechny body x € I
vyhovuji soustavé (4.1).
Uloha uréit fesen{ soustavy (4.1), které vyhovuje n pocateé¢nim podmin-
kam

y1(wo) = b1, y2(zo) = b2, ..., Yn(x0) = bn, (4.3)

kde (z9,b1,...,b,) € Q je libovolny, ale pevné dany bod, se nazyvi poca-
te¢ni tloha (pocateéni problém).

Obecnym feSenim soustavy (4.1) rozumime skupinu n funkei zévislych
na n parametrech C1,...,C), takovych, ze vhodnou (pripustnou) volbou
téchto konstant obdrzime feseni kazdé pocatecni dlohy (4.1), (4.3).
Partikuldrnim reSenim soustavy (4.1) nazyvame takové feseni, které ob-
drzime z obecného feseni pevnou volbou konstant Cf, ..., C,.

POZNAMKA 4.1.1 \

Budeme se vyhradné zabyvat soustavami ODR 1. rddu, nebot vSechny sou-
stavy ODR (i vyssich fadu), které se v technické praxi vyskytuji, se daji na
tvar (4.1) prevést.

Resit soustavu ODR (4.1) s vétsim poctem neznamych, a tedy i rovnic, vyzaduje
hlubsi znalosti zejména z teorie matic. Proto se v dalsim omezime pouze na nejjedno-
dussi typ soustavy ODR 1. fadu, a to na homogenni soustavu dvou linearnich
ODR 1. fadu s konstantnimi koeficienty. Ukazeme si, jak lze takovou soustavu
resit i bez pouziti slozitého matematického aparatu.
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4.2 Soustava dvou linearnich ODR 1. radu s konstant-
nimi koeficienty

DEFINICE 4.2.1 N

Soustavu rovnic ve tvaru

Yl = any1 + a12y2 + bi(x)

4.4
Yy = a21y1 + azy2 + ba(x) (44)

kde a;;,i,7 = 1,2 jsou redlna cisla, by (x), bo(x) funkce definované a spojité
na néjakém intervalu I a yi,ys neznamé funkce, nazyvame homogenni
soustavou dvou linearnich ODR s konstantnimi koeficienty.

Je-li bi(xz) = ba(x) = 0, mluvime o homogenni soustavé dvou linear-
nich ODR 1. fadu.

Je-li by(x) # 0 nebo be(x) # 0, mluvime o nehomogenni soustavé dvou
linearnich ODR 1. fadu.

\. J

Uvedeme si jednu z nejuzivanéjsich metod Feseni soustavy (4.4), tzv. eliminaéni
metodu. Princip této metody spociva v prevedeni soustavy (4.4) na jednu LODR

vvvvvv

této rovnici.
Princip metody vysvétlime na piikladech.

= PRIKLAD 4.2.1 \

Najdéte obecné reseni homogenni soustavy rovnic

Y= 2y + o,
Yy = 3y +4ye.

\ J

Reseni: Pristoupime k eliminaci napt. funkce yo a jeji derivace. Z rovnice neobsa-
hujici 45 (tedy z prvni rovnice) dostdvame

Yo = Y1 — 291. (4.5)

Odtud derivovanim mame
Yo =yi — 2y1.
Posledni dva obdrzené vztahy dosadime do druhé rovnice soustavy a upravime.

Dostaneme
yi — 6y} + 5y1 =0, (4.6)

coz je homogenni LODR 2. fddu s konstantnimi koeficienty s nezndmou funkei y;.
Charakteristicka rovnice

N _6A+5=0

mé dva riuzné redlné koteny A\; = 1,\y = 5, takze obecné Feseni rovnice (4.6) je
tvaru
Y1 = Che” + 026536, C,Cy € R. (4.7)
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Funkci yy zjistime dosazenim vypoctené funkce y; a jeji derivace do vztahu (4.5).
Dostaneme
Yo = —Ch1e” + 302€5x, C,Cy € R. (4.8)

Obecné Teseni zadané soustavy tvori vztahy (4.7), (4.8).

= PRIKLAD 4.2.2 \

Reste pocatecéni tlohu

Y o= 2y1+y2,
Yy = —y1+4ys, v1(0) =1, y2(0) = 2.

\. J

Reseni: Postupem, ktery jsme pouzili v predchozim prikladé, najdeme obecné feseni
sosutavy ve tvaru

Y1 = Clegz + Cgl'e?’x, C1,0y €R,
Yz = 01633: + 0263x + ngegm, C,Cy € R

Nyni zbyva urcit z pocatecnich podminek konstanty C1, Cs. Dosadime-li do pravych
stran v obecném teseni z = 0 a do levych zadané hodnoty, dostaneme soustavu dvou
rovnic o dvou neznamych C7,Cy ve tvaru

C1+0,
2 = C14Cs.

Jejim fesenim jsou hodnoty C; = Cy = 1, takze hledané feseni pocatecni tlohy je
ve tvaru
y1 = (14 z)e3,

yo = (2 + ).
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Kapitola 1

>
4

iselné rady

1.1 Motivace

Prvni zminky o nekoneénych fadach se objevuji daleko v minulosti, kdy se problé-
mem nekonecna zabyvali zejména filozofové. Patril mezi né napriklad fecky filozof
Zenon z Eleje (490-430 pt.n.l.), ktery sestavil nékolik logickych paradoxu, tzv.
aporii, jimiz chtél dokazat predevsim nemoznost pohybu. Nejznameéjsim jeho para-
doxem je paradox Achilles a zelva, podle kterého rychlonohy Achilles nikdy ne-
dozene zelvu, jestlize se zelva nachézi v néjaké vzdalenosti pred nim. V okamziku,
kdy totiz dobéhne na puvodni misto Zelvy, se zelva posunula o kousek dal. Kdyz
Achilles ubéhne tento kousek, zelva uz je zase o dalsi kousek pred nim. A tak to po-
kracuje az do nekonecna. Naskok zelvy se sice stale zmensuje, ale Zelva porad vede,
a tedy Achilles nemize nikdy Zelvu predbéhnout, protoze by musel ubéhnout neko-
nec¢né mnoho stale se zkracujicich tseki cesty. Zenon totiz povazoval za nemozné,
aby soucet nekoneéné mnoha kladnych ¢isel bylo kone¢né ¢islo.

Ve 3. stoleti pi. n. l. poprvé pouzil soucet nekonecné geometrické rady Archi-
medes. Prvni negeometrickou fadu dokézal secist az Richard Swineshead kolem
roku 1350.

Teorie nekonecénych tad se zacala rozvijet v druhé poloviné 17. stoleti, soucasné
s teorii infinitezimalniho poctu.

V pribéhu celého vyvoje teorie nekoneénych fad se matematikové snazili zod-
povédét dvé zakladni otazky pro pocitani s nekoneénymi ¢iselnymi radami:

o Jak secist nekonecnou mnozinu cisel?

e Plati pro nekonecné soucty podobné zikony jako pro konecné soucty, zejména
zakon distributivnd, asociativni a komutativni?

Na obé otdzky odpovime v nasledujicich kapitolach. Jesté predtim ovSem uve-
deme definici a zékladni vlastnosti posloupnosti, pomoci niz se nekonecéns fada
definuje.

63
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1.2 Posloupnosti

DEFINICE 1.2.1 N

Posloupnost je funkce, kterd kazdému prirozenému ¢islu n prirazuje néjaké
redlné ¢islo, misto obvyklého f(n) jej znacime a,. Toto redlné ¢islo pak na-
zyvame n-tym clenem posloupnosti. Celou posloupnost pak zapisujeme
{an}>2, nebo {a,}, prip. (an).

\. J

POZNAMKA 1.2.1 \

Posloupnost miizeme zadat nékolika zptisoby, naptiklad:

e vyctem ¢lent, tj. {a,}72; ={3,5,7,9,11,...},
e rekurentné, napt. a,11 = ap + 2, a1 = 3,
e vzorcem pro n—ty ¢len, napt. a, = 2n + 1.

\ J

= PRIKLAD 1.2.1 \

Priklady posloupnosti:

1. Aritmeticka. Plati pro ni a, = a1 + (n — 1)d, kde a; je prvni ¢len a
d je diference, d = apt+1 — ap.-

2. Geometricka. Pro jeji n—ty ¢len plati a,, = a;-¢" ', kde a; je prvni

clen a ¢ je kvocient, ¢ = 2+,
n

VETA 1.2.1 (Vlastnosti posloupnosti) \

Posloupnost {a,} se nazyva

e rostouci, jestlize a, < an+1  pro kazdé n € N|
e klesajici, jestlize a, > apy1  pro kazdé n € N,
e nerostouci, jestlize a, > a,4+1 pro kazdé n € N,
e neklesajici, jestlize a, < an41 pro kazdé n € N,

e shora ohranicenad, jestlize existuje H € R takové, ze a, < H pro
kazdé n € N,

e zdola ohranicena, jestlize existuje D € R takové, ze a, > D  pro
kazdé n € N,

e ohranicena, jestlize je ohranicena shora i zdola.
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DEFINICE 1.2.2 N

Je déna posloupnost {a,} a ¢islo L € R. Rekneme, ze posloupnost {a,,} ma
limitu L, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé
n > ng plati |a, — L| < e.

Pokud méa posloupnost {a,} vlastni limitu, fikdme, ze konverguje a
piseme

lim a, =L, prip. a, — L pron — oo.
n—o0

Rekneme, ze posloupnost {a,} ma limitu +oo, jestlize ke kazdému A € R
existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati a, > A. Piseme

lim a, = +oo.

n— oo
Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu —oo, jestlize ke kazdému B € R
existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati a, < B. PiSeme

lim a, = —oo.
n—0o0

Pokud m4 posloupnost {a,} nevlastni limitu +oo, fikdme, ze diverguje.
Pokud posloupnost nemé limitu, fikame, ze osciluje.

VETA 1.2.2 (Véty o limitdch posloupnosti) \

1. Kazda posloupnost mé nejvyse jednu limitu.

2. Kazdé konvergentni posloupnost je ohranicend (opak neplati, napt.
posloupnost {(—1)"} je ohranicend, ale neni konvergentni).

3. Kazda monotonni ohranicena posloupnost je konvergentni, pricemz:

a) kazda neklesajici shora ohrani¢end posloupnost {a,} je konver-
gentni a plati:
nh_)Irolo a, = sup{ai,ag, ...},
b) kazdéd nerostouci zdola ohrani¢end posloupnost {b,} je konver-

gentni a plati:
lim bn = inf{bl, bg, oo }
n—oo

1.3 Zakladni pojmy

V této kapitole zavedeme pojem soucet fady, uvedeme zdkladni operace s ¢iselnymi
rfadami a ukézeme priklady nékterych jednoduchych rad.
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DEFINICE 1.3.1 N

Necht {a,}22, je posloupnost redlnych ¢isel. Symbol

o
Y an=art+aztaz+--Fan+-- (1.1)

n=1

nazyvame nekonecnou ciselnou radou.
Jednotliva éisla a,,n = 1,2,3, ... se nazyvaji ¢leny fady (1.1), n se nazyva
scCitaci index.

Nyni zavedeme pojem souctu nekonecné ciselné rady. Ten se definuje pomoci
posloupnosti ¢asteénych souctt. Intuitivné je zrejmé, ze danou nekonec¢nou radu
s¢itdme postupnym pri¢itanim nasledujictho s¢itance k souctu vsech predchézeji-
cich ¢lent. Takto dostavame posloupnost hodnot, které se k hledanému souctu blizi,
a soucet 1ze tedy stanovit jako limitu posloupnosti téchto hodnot.

DEFINICE 1.3.2 N

Uvazujme fadu (1.1). Posloupnost {s,}5°;, kde

S1 = ai,
So = a1+ ag,
Sp = ai1+ag+ -+ ap,

I

nazyvame posloupnost ¢asteénych souctu fady (1.1).
Soucet s, = ajy + - -+ + a, se nazyva n—ty Castecny soucet rady (1.1).
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DEFINICE 1.3.3

Necht {s,}2; znac¢i posloupnost ¢astecnych soucti rady (1.1).
1. Jestlize existuje vlastni (tj. konecnd) limita

lim s, = s,
n—00

potom fekneme, ze fada (1.1) konverguje a ma soucet s.
Piseme

oo

Z Gn = S.

n=1

2. Jestlize neexistuje vlastni limita 1Lm Sp, (tj. existuje bud nevlastni
n—oo

limita +00 a nebo limita neexistuje), potom fikdme, ze fada (1.1)
diverguje.
Ptitom rozlisujeme tyto pripady:

e Pokud

lim s, = 400,
n—oo

potom fikdme, ze fada (1.1) diverguje k +oo a mé soucet +oo,
tj.

o
Z ay, = £oo.
n=1

e Pokud

lim s, neexistuje,
n—oo

pak fikdme, ze fada (1.1) osciluje a nem4 soucet.
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Neékteré znamé rady:

[e.0]

1. Aritmeticka rada. Je to fada ve tvaru Y. ay, kde a,, = a1 + (n — 1)d; prvni
n=1

¢len je ¢islo a; a ¢islo d se nazyva diference. Jeji n—ty Castecny soucet je

Sp = %n(al + a,,). Aritmetickéd fada diverguje.

2. Grandiho rada. Jedna se o radu
x

L+ (1) 4+ 1+ (1) +- = > (1),

n=1

ktera diverguje (osciluje), protoze nema soucet. Je totiz
s51=1,80=0,83=1,..., tj.

o - 0, je-li n sudé,
"1 1, jelin liché,

lim s, tedy neexistuje.
t—o0

3. Harmonicka rada. Tato fada ma tvar

1 1 1 =1

14+ b = = il

tgtgtg T Z -
n=1

Harmonick rada diverguje (ukdzeme pozdéji),coz poprvé v historii dokazal

francouzsky matematik NICOLE ORESME (1323 — 1382). Byla to viibec

prvni fada, u které byla ukazana divergence rady.

= PRIKLAD 1.3.1 \

Urcete soucet rady:

! + L + ! F oo ! +-= i =
1-2 23 3-4 n(n+1) =+l
n=1
Reseni: Nejprve rozlozime n—ty élen a, = n(%ﬂ) na parcialni zlomky, abychom se

v zapisu n—tého castecného souctu s, zbavili smybolu “- - - :”
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Nyni vytvorime posloupnost ¢astecnych souctu s, dané rady:

1 1
3120/1:(1_2),
B 11y /1
32—a1+a2—<1—2)+(2_3>7
1 1 1 1 1 1
33:a1+a2+a3:<1—2>+(2—3>+<3—4>,

Sp=a1+a2+az+---+ay

6D G-) G-

Soucet s dané fady vypocteme jako limitu posloupnosti ¢astecnych soucti s, :

1
s= lim s, = lim <1— ):1.
n—00 n—00 n-+1

Dané rada konverguje.

DEFINICE 1.3.4 N

Rada

[e'S)
a1+a1q+"'+alqn_l+"‘:Zalqn_la a17q€R: al#oaq#(),
n=1

se nazyva geometricka rada s kvocientem gq.

\ J

POZNAMKA 1.3.1 \

7 definice geometrické fady plyne, ze fada je geometrickd, je-li kazdy jeji
nésledujici ¢len konstantnim ndsobkem (g-nédsobkem) ¢lenu predchézejiciho.

o0
Z toho plyne tzv. kritérium geometric¢nosti rady > a, :
n=1

(o]
Je-li podil ¢ = % konstanta pro vSechna n € N, pak je fada ) a,
" n=1

geometrickd s kvocientem gq.

PRIKLAD 1.3.2 \

o0
Zjistéte, zda fada Y 2-3"7!. 4" je geometricka.

n=1
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Reseni: Plati

9.3n.4n+l  9.3n.4n. 4
n1 _ 2-3 _ 23 —4.3=12,
@, 2.3n-1.4n  2.3n.3-1.4n

Dana rada je tedy geometricka s kvocientem ¢ = 12.

o0
Nyni vySetifme konvergenci geometrické fady > aijq™ 1.

n=1
oo
1. Je-li ¢ = 1, dostavame radu Z ai.
n=1

o0
Potom s, = na; a lim s, = lim na; = +oo. Rada Z a1 tedy diverguje.
n—oo n—oo

n=1

2. Je-li ¢ = —1, ma fada tvar a; + (—a1) +--- + (=1)""ta; + ..., takie n—ty
casteény soucet je
{ 0 pro n sudé,
Sp = o
ay pro n liché.
posloupnost 0, a1, 0, ay, ... nema limitu, takZe tato fada diverguje (osciluje).
3. Necht ¢ # £1. Plati
Sp=a1+a1q+a1q” + -+ arg" .
Tuto rovnost nyni vynasobime c¢islem ¢ :

qSn = a1q + a1q2 + -+ a1q”.

Odecteme-li druhou nerovnost od prvni, dostaneme po tpravé

Snp — a1

Uvazme nyni nasledujici ptipady:

a
e pro |q| < 1 je nlggo q" = 0, proto s = nlglgo Sp = qu = fada konver-
guje,

e pro g > 1 je lim ¢" = oo, proto s = lim s, = +0o = rada diverguje,
n—oo n—oo

e pro ¢ < —1 limita ?}Lrgo q" neexistuje = rada diverguje (osciluje).

Predchozi avahy shrneme do nésledujici véty:

VETA 1.3.1 \

o0
0 ;v n—1 o 2 P — a1
Geometrickd rfada Zl aiq konverguje pro |g| < 1 a mé soucdet s = T—g'
=

(o]
Pro |g| > 1 geometrické fada > a1q™ ! diverguje.
n=1
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PRIKLAD 1.3.3

. 2 2 o0 1\"
Urcete soucet fady > 5- <§) .
n=1

Reseni: Prvni ¢len dané rady je roven

1 1
o (3)' 22

n—ty clen je

Kvocient
(1)
0= = 5.<Z§)" —g<t

Urceni souctu rady byva obecné obtizny tkol, protoze ne vzdy se ndm podaii
vyjadrit casteCny soucet s, jako tomu bylo napfr. u geometrické rady. Proto se pri
vySetfovani fad snazime alespon rozhodnout, zda-li je tento soucet konecény ¢i ni-
koliv, tj., zda Tada konverguje ¢i diverguje. K tomu existuje nékolik kritérii, ktera
se ovSsem nedaji vzdy pouzit na libovolné ¢iselné rady. Dulezitym predpokladem
pri formulaci téchto kritérii je pozadavek kladeny na znaménka jednotlivych ¢lent
téchto rad. Zpravidla se predpokldda, ze dand rada obsahuje pouze ¢leny s kladnymi
znaménky (hovorime pak o fadé s kladnymi ¢leny), pripadné cleny, které pravi-
delné stiidaji znaménka (v tomoto piipadé mluvime o alternujici fadé.) Néktera
kritéria konvergence pro rady s kladnymi ¢leny a pro alternujici fady uvedeme v
dalsich kapitolach.

Dalsim problémem je otazka nutné podminky k tomu, aby dand ¢iselna rada
konvergovala. Tato podminka neobsahuje pozadavek na znaménka clent této rady,
a ma tedy z tohoto hlediska obecnou platnost.

VETA 1.3.2 (Nutnd podminka konvergence rady) N

Jestlize fada (1.1) konverguje, pak limita posloupnosti ¢lent fady je nulova,
tj. plati
lim a, = 0. (1.2)

n—oo
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& PRIKLAD 1.3.4 \

Vysetrete konvergenci fady uzitim kritéria nutné podminky konvergence:
00 2
3n
a) Y g
—nt+t 1
oo
1
b) Y
| arctgn
Reseni
n2
a) lim — = 0 = nelze rozhodnout.
n—oo n° + 1
. 1 1 2 . . .
b) lim = — = — # 0 = rfada diverguje.
n—ooarctgn 5 0w

POZNAMKA 1.3.2 \

1. Podminka (1.2) je nutnou podminkou konvergence rady, ne vsak po-
stacujici. Jinak Feceno, z podminky (1.2) jesté neplyne konvergence
rady, tj. existuji i divergentni rady, pro které je tato podminka spl-
néna. Prikladem muze byt vyse uvedend harmonicka fada

=1
>
n=1

pro kterou je sice podminka (1.2) splnéna, avsak tato rada je diver-
gentni.

2. Predchozi véta se da zformulovat i takto:

oo
Jestlize nlgrgo an # 0, pak rada Z a, diverguje.

n=1

Na zavér tohoto odstavce uvedeme vétu, kterd plyne primo z definice.

VETA 1.3.3 N

(0.9] (o9}
Necht p € N. Rady Z Qn, Z an, soucasné bud konverguji nebo diverguji.
n=1 n=p+1
Jestlize konverguji, pak plati

o (o ¢]
dan=ar+az+az+-tapt+ Y. an
n=1 n=p+1
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POZNAMKA 1.3.3

7 predchozi véty plyne, ze na konvergenci, resp. divergenci rady nema vliv
chovani kone¢ného poctu jejich ¢lenti.

1.4 Zakladni vlastnosti ¢iselnych rad

V této c¢asti budeme zkoumat, zda pro nekonecné ¢iselné rady plati analogické arit-
metické zdkony jako pro konecné soucty, tj. komutativni, asociativni a distributivni
zakon.

O tom, Ze s nekoneénymi fadami nelze zachazet jako s koneénymi soucty, se
miuzeme presvédcit na nasledujicim prikladu z historie. Italsky matematik GUIDO
GRANDI (1671 — 1742) uvazoval fadu

I+ (=) +1+(-1)+---= i (1)t
n=1

pro kterou jsme ukdzali, Ze je divergentni, nebof nemé soucet. Danou fadu muzeme
ovsem uzavorkovat dvojim zptsobem:

(—=1) + 1] + ... konverguje, nebot s, = 1 pro vSechna n € R

o 1+ [(—-1)+1]+]

as= lim s,
n—oo
e [1+(=1)]+[1+ (—=1)]+ ... konverguje, nebot s, = 0 pro vSechna n € R a
s = lim s, =0.
n—oo

Mame tedy tii ruzné rady, z nichz prvni diverguje a dalsi dvé konverguji, neboli
uzévorkovanim se porusila divergence rady.
Grandi pocital takto:

0 = 04040404--=(1-D)+1-D+0A-1)+1—-1) 4=
= 1-(1-1)-(1-1)—-(1-1)—+-=1-0-0-0—---=1,

coz si Grandi vysvétlil jako symbol stvoreni svéta bohem z ni¢eho. Tento jeho zavér
rozpoutal bourlivé diskuse, které se kromé Grandiho zicastnili Leibniz, Nicolaus
Bernoulli a jini. V téchto diskusich se upfesnovaly pojmy soucet nekonecné ¢iselné
rady, konvergence a divergence téchto rad.

Grandi se dopustil dvou omylta: 1. zkoumana fada je divergentni, proto nema
koneény soucet, 2. pri svém vypocétu pouzil asociativni zakon, ktery obecné pro
nekonecné rady neplati.

V nasledujicich tfech vétach uvedeme prehled zédkladnich aritmetickych operaci
s konvergentnimi nekoneénymi radami.
Prvni z nich je soucet dvou konvergentnich rad:
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VETA 1.4.1 (O Souctu fad) \
o (0.0 o0 o
Budte Z A, Z b, konvergentni rady a necht Z an = S, Z b, = t.
n=1 n=1 n=1 n=1
[o.¢]
Pak je konvergentni i fada Z(an + b,,) a plati
n=1
(0.0 o0 o0
Z(an:i:bn) = Zanian:Sit.
n=1 n=1 n=1

Dalsi tvrzeni muzeme chépat jako analogii distributivniho zakona pro ko-
necné soucty, plati ovsem pouze pro konvergentni rady.

VETA 1.4.2 (O nésobku fad) \

o0
Jestlize Tada Z a, konverguje a ma soucet s, pak pro libovolné ¢ € R

n=1

o
konverguje také rada Z ca, a plati

n=1

00 o0
E can:cg a, = CS.
n=1 n=1

Dalsi otazkou je uzavorkovani, tj. analogie asociativniho zakona, ktery plati pro
konecéné soucty. Z prikladu Grandiho fady je vidét, Ze zménou uzévorkovani ¢lenu
fady se zméni jeji soucet. Rada, kterd nenf konvergentni, se uzavorkovanim mize
stat konvergentni radou. Je-li vSak prislusna rada konvergentni, mtizeme Cleny této
rady libovolné uzavorkovat, aniz se zméni jeji soucet. Tuto skuteénost zformulujeme
v nasledujici vété, ktera se nazyva asociativni zakon pro nekonec¢né konvergentni
rady.

VETA 1.4.3 (Asociativni zédkon pro nekone¢né fady) \

Necht rada

o
Zan=a1+a2—|—a3+---+an+...
n=1

konverguje a necht {n} je libovolna rostouci posloupnost prirozenych ¢isel,
k € N. Pak konverguje i fada

(a1tag+- - +an,)+(an,41+an, 42+« Fan, ) +(angt1+Hans 2+ - Fang)+. ..

a ma tentyz soucet.
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PRIKLAD 1.4.1
_ 3n+1

54"
Urcete soucet rady Z —

n=1

Reseni: n—ty clen dané rady upravime nasledovné:

SR eE 55 (6 6]

n=1

)n konverguji, jejich soucty jsou:
(2) = - R
2 b
3 1—q 1- 5
1
2

o0

>

n=1

o] n a %
Z() N “ioI
n=1

1—gq %

N[ =

Obé fady ni; (2)". 5 (

n=1

Podle predchozi véty konverguje i zadand rada a jeji soucet je roven

§=5-2-3-1=1.

Zatim jsme neuvedli analogii komutativniho zdkona (tj. zdkona o zdméné ¢lent)
pro konvergentni ¢iselné tady. Pozdéji ukazeme, ze k jeho platnosti je zapotiebi
silnéjsi predpoklad, a tim je tzv. absolutni konvergence rady.

1.5 Rady s nezdpornymi ¢leny

Jak jsme jiz vidéli, rozhodnout o konvergenci ¢i divergenci ¢iselné fad pomoci souctu
rady lze provést pouze ve specianich pripadech. Obecné se tedy snazime alespon roz-
hodnout, zda ma dand fada konecény soucet (a tedy konverguje). K tomu pouzivame
tzv. kritéria konvergence, jejichz pouziti znac¢né zavisi na znaménkach jednotli-
vych ¢lent. V této kapitole uvedeme prehled kritérii, ktera se pouzivaji k posouzeni
konvergence, resp. divergence pro fady s nezapornymi (kladnymi) ¢leny.

DEFINICE 1.5.1 N

o
Rada Z an se nazyva fada s nezdpornymi (kladnymi) ¢leny, je-li
n=1

an > 0 (a, > 0) pro vsechna n € N.

Rady s nezdpornymi (kladnymi) ¢leny maji nékteré specifické vlastnosti:

e posloupnost jejich ¢asteénych souétu {s,} je neklesajici, nebot
Sn+1 = Ant1 + Sp = Sp,
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e je-li posloupnost {s,} navic shora ohranicend, pak existuje vlastni lim sy, tj.
o0
rada Z an je konvergentni.

n=1

e 7 predchozich dvou vlastnosti plyne, ze fady s nezapornymi c¢leny jsou bud
konvergentni nebo divergentni k 4o00.

VETA 1.5.1 (Limitni odmocninové kritérium - Cauchyovo)

oo
Necht Z an je fada s nezdpornymi ¢leny a necht existuje limita
n=1
. n _ *
nh—{go’/a"_L’ L eR".
Pak plati:

1. je-li L < 1, pak rada konverguje,
2. je-li L > 1, pak fada diverguje,

3. je-li L =1, nelze o konvergenci fady timto kritériem rozhodnout.

& PRIKLAD 1.5.1 \

Limitnim odmocninovym kritériem rozhodnéte o konvergenci rady:

X n 1 2 3
Vg gttt

b) Z arctg” o= arctg! 1 4 arctg? 5 + arctg® 3 + ...

n=1

Reseni: Uzijeme limitni odmocninové kritérium:

N N A ¢ y .
a) nlLDgO 37_711520 3 —3<1:>rada konverguje.

P1i vypoétu jsme vyuzili toho, ze li_>m /n =1 (lze odvodit L’'Hospitalovym
n—oo

pravidlem).

/ 1 1
. n nd_ 1_ B . .
b) nhm arctg - nhm arctg - arctg0 = 0 < 1 = fada konverguje.



1.5 Rady s nezdpornymi ¢leny 7

VETA 1.5.2 (Limitni podilové kritérium - d’Alembertovo) \

(o0}
Necht Z an je Tada s nezapornymi cleny a necht existuje limita

n=1

im 2 — [ [ eR*

n—eco  qy,
Pak plati:
1. je-li L < 1, pak rada konverguje,
2. je-li L > 1, pak rada diverguje,

3. je-li L =1, nelze o konvergenci rady timto kritériem rozhodnout.

= PRIKLAD 1.5.2 \

Limitnim podilovym kritériem rozhodnéte o konvergenci rady:

X n 1 20 3l

MY E=EtEtEt

izn-n! 2'1+22'2!+23'3!+
nn 1 22 33

Reseni: Uzijeme limitni podilové kritérium:

! !
a) Zde mame a, = %,anﬂ = (71;)5 Potom
n 1)
(n+1)! O b ] |5
5 . . .
lim G gy DTy, (DU g (E D)l
5
= lim i 1 = 00 > 1 = rada diverguje.
. 2" . ! 2n L. (n 4 1)!
b) V tomto prlpade Je ap = o s Apn+1 = W Potom
27+l (n4-1)!
. Onil . (n+1)" 1 . 2.2 (n+1)-n!-n"
lim = lim ——55— = lim i
n
2
=2 lim ( n ) = — < 1 = rada konverguje.
n—oo \n + 1 e
n
ve s v . vels v . 1 vy 5 . /,
Pri vypoctu jsme vyuzili toho, ze nh_{réo (nLH) = e ' (Ize ovérfit L’Hospitalovym

pravidlem).
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POZNAMKA 1.5.1 ~
/ / v Q 9 g 99 an+1 9 0. 9 n v 7o s

Da se ukazat, ze existuje-li nl;ngo =, pak existuje i nl;ngo Ya,, a obé limity

jsou si rovny. Jinak feceno, lze-li o konvergenci ¢i divergenci rozhodnout

podle limitniho podilového kritéria, pak lze rozhodnout rovnéz i pomoci

limitniho odmocninového kritéria - fikdme, Ze odmocninové kritérium je
silnéjsi nez podilové.

VETA 1.5.3 (Limitni Raabeovo kritérium) N

o0
Necht Z an je fada s kladnymi ¢leny a nechf existuje

n=1

lim n<1—M>:L, L e R*.

n—00 ap
Pak plati:

1. je-li L > 1, pak rada konverguje,

2. je-li L < 1, pak rada diverguje,

3. je-li L =1, nelze o konvergenci fady timto kritériem rozhodnout.

\ J

= PRIKLAD 1.5.3 \

Limitnim Raabeovym kritériem rozhodnéte o konvergenci rady:

> 1
nz::ln(n—i-l)(n+2)'
Reseni: Plati ! !
esSeni: Plati a,, = , Qptl = .
"Tam+D)m+2) T (nt 1) (n+2) (n+3)
Potom )
limn(l—anH):limn 1—% =limn<1— i )
n—o0 A, n—o00 m n—o00 n_|_3
3
— lim 2% =3 > 1 = rada konverguje.
n—oo n 4+

POZNAMKA 1.5.2 \

Lze ukazat, Zze Raabeovo kritérium je siln€jsi nez podilové kritérium, to
znamena, jestlize o konvergenci fady lze rozhodnout podilovym kritériem,
pak lze rozhodnout i Raabeovym.
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Dalsi kritérium je ponékud jiného typu nez dosavadni kritéria a ukazuje nam

souvislost mezi nekonec¢nymi radami a nevlastnimi integraly.

\

VETA 1.5.4 (Integralni kritérium) N

(©.9]

Necht Z a, je Tada s kladnymi ¢leny a necht f je funkce definovana na
n=1

intervalu (1, 00), kterd je na tomto intervalu nezdporné a nerostouci. Necht

déle pro vSechna n € N je f(n) = a,. Pak plati:

oo
Rada Z a, konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje nevlastni integral

n=1

/100 f(n)dn.

o0
Rada Z a, diverguje pravé tehdy, kdyz diverguje nevlastni integral

\.

POZNAMKA 1.5.3 \

Pripomenime definici nevlastniho integrélu:

Necht funkce f(x) je definovina na intervalu (a,oc0) a integrovatelnd na

(a,t) pro kazdé t > a,t € R. Pokud existuje vlastni limita tl_i>m f; f(z) de,
oo

pak tuto limitu nazgvame nevlastnim integrdlem funkce f(x) od a do

0o a znacime jej [ f(x) dw. Rikdime, Ze nevlastni integrdl konverguje. V

opacném pripadé diverguje.

P1i vySetfovani konvergence fady integralnim kritériem tedy vypocitame
integral

L= [ f)dn

kde f(n) = a,. Pokud vyjde L < oo, pak dana fada konverguje, pokud
vyjde L = oo, pak rfada diverguje.

= PRIKLAD 1.5.4 \

Integralnim kritériem rozhodnéte o konvergenci rady:

> 1 = n > 1
a , b —_, C .
)nz::gnln% )nz::an—i—l );nug
Reseni:
1
a) Funkce f(n) = ——— je na intervalu (2, co) nezdporna. Nyni ovéfime, zda je
n

na tomto intervalu nerostouci. To zjistime pomoci prvni derivace této funkce.
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2+1
Plat{ f'(n) = ﬁ 0, funkce f(n) je tedy na intervalu (2, 0o) klesajici.

Zbyva vypocitat nevlastni integral a rozhodnout, zda konverguje ¢i diverguje:

Inn = s 2 — In2
1dnzdst—)lnt

[e%s} t 1
/ 3 dn = lim ———dn =
2 nln“n t—oo Jo nin’n

y Int ds i [ 1}1nt i |: 1 N 1 } 1 -
= lim — = lim |—- = lim |[—— + — — < 0.
t=500 Jlng §2  t=oo| S|ppo t—oo| Int  In?2 In?2

Vysledkem nevlastniho integrdlu je vlastni limita, fada tedy konverguje.

n
b) Funkce f(n) = — 1 je na intervalu (1, c0) nezaporna. To, zda je na tomto in-
n
tervalu nerostouci, ovéfime opét pomoci prvni derivace. Bude f'(n) = ﬁ

VAN

0, takze i tato podminka je splnéna. Vypoctéme nevlastni integral:
00 t 1 t 2
/ dn=lim [ ——dn=1lim>- | ———dn=
1 n2+1 t—>ooln2+1 T2 )] n241
hm = {ln In? + 1|] hm = [ln [t 4+ 1| —In 2} = oo = rada diverguje.

c¢) Funkce f(n) = je na intervalu (1, 00) nezdporna a nerostouci. Déle je

n2 49

© 1 [t .1 nt
/ dn = lim dn = lim |-arctg—| =
1 n?+9 t—oo )y n24+9 t—oo |3 34

li [1 te L~ Laret 1] Tl rcte E < 0o = fada k
= l1m | — arc — — — arc —| = — — arc 0 I'a a Konverguje.
i |3 2Cte g T At = g T garcte g guj

VETA 1.5.5 (Srovnavaci kritérium) N

o0

oo
Necht Z an A Z b, jsou fady s nezapornymi cleny a necht a,, < b, pro

n=1 n=1
skoro vSechna n € N. Potom plati:

o0 (o0}
1. konverguje-li fada Z by, konverguje i fada Z Qn,

n=1 n=1

o o0
2. diverguje-li fada Z an, diverguje i rada Z by,

n=1 n=1
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POZNAMKA 1.5.4 \

o o0 o
Rada Z b, méa odpovidajici ¢leny vétsi nez rada Z an, proto se rada Z by

n=1 n=1 n=1

oo o0 o0
nazyva majoranta rady Z an a rada Z a, minoranta rady Z by,
n=1 n=1 n=1
Srovnavaci kritérium pak muzeme zformulovat takto:
Rada konverguje, jestliZze k ni existuje konvergentni majoranta.
Rada diverguje, jestliZze k ni existuje divergentni minoranta.

Nevyhodou srovnavaciho kritéria je to, ze je potfeba mit v zasobé dostatecny
pocet Tad, o kterych jiz vime, zda konverguji ¢i diverguji. To mutze byt obecné
problém, a proto tohoto kritéria mnoho nevyuzivame.
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1.6 Rady s libovolnymi ¢leny

V tomto odstavci se budeme zabyvat ¢iselnymi fadami s libovolnymi ¢leny, tj. klad-
nymi i zapornymi. Pokud dana ¢iselna rada obsahuje zapornych ¢lent jen konecny
pocet, tak je pri vySetfovani konvergence dané rady mizeme vynechat a uvazovat
jen kladné ¢leny (vynechéni kone¢ného poctu ¢lent v dané fadé nemd vliv na jeji
konvergenci). Mé-li naopak ¢iselna rada vsechny Cleny zaporné, lze vysetfovat kon-

o0
vergenci kladné rady tvaru — > a,, podobné i v pfipadé, kdy mé kladnych ¢leni
n=1
o0
pouze konecny pocet. Zbyva tedy jediny pripad, a to ten, ze fada . a, méa neko-

n=1
necné mnoho kladnych ¢lenii a soucasné nekonec¢né mnoho ¢lent zapornych, pricemz

budeme také uvazovat existenci nulovych clen.

Nejprve se budeme vénovat specidlnimu piipadu fad s libovolnymi ¢leny, jsou to
tzv. alternujici rady. V téchto fadach se pravidelné stiida kladny a zaporny clen.

1.6.1 Alternujici rady

DEFINICE 1.6.1 N

o0
Nekonecna rada Z an se nazyva alternujici, prave kdyz plati
n=1
sgnany+1 = —sgna, pro vsechna n € N.

Zapisujeme ji ve tvaru

Z (—1)"_1 ¢, nebo Z (—=1)"cp,
n=1 n=1

kde ¢, > 0 pro vsechna n € N.

Pro urcovani konvergence alternujicich fad se uziva tzv. Leibnizovo ! krité-
rium.

'!Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716), némecky filozof a matematik. Nezavisle na
Newtonovi formuloval zakladni pojmy diferencidlniho a integrélniho poctu.
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VETA 1.6.1 (Leibnizovo kritérium konvergence) \

Necht je dana alternujici rada

oo
> (=1)" ¢, (¢ >0 proviechna n e N),
n=1

ktera ma tyto vlastnosti:
1. posloupnost {c,} je klesajici, tj. ¢, > cny1,

2. plati  lim ¢, = 0.
n—o0

(o ¢]
Potom alternujici fada > (—1)"' ¢, konverguje.
n=1

4 PRIKLAD 1.6.1 \

Leibnizovym kritériem rozhodnéte o konvergenci rady:

DS ()L Y Bt

n=1 n=1 on — 1

ResSeni: Obé zadané fady jsou alternujici. Ovéfime pro kazdou zvlast, zda jsou
splnény podminky Leibnizova kritéria.

a) 1. posloupnost {#} je klesajici, nebot plati % > T%H,
1
2. lim — =0.
n—oo n

Obé podminky Leibnizova kritéria jsou splnény, takze dana alternujici rada

= 1
S (=)™ 4, konverguje.
n=1

b) Nejprve ovéfime druhou podminku:

2n+5 2
o £ # 0, proto dana alternujici fada diverguje.

lim =
n—oo on — 1

1.6.2 Rady absolutné a neabsolutné konvergentni

Pro tady s libovolnymi ¢leny zavadime velmi dilezity pojem, kterym je absolutni
konvergence. Pouhy pojem konvergence totiz nestaci na to, aby pro danou fadu s
libovolnymi ¢leny platila analogie komutativniho zdkona. K tomu je zapotiebi, aby
dana rada byla absolutné konvergentni. Tento pojem je definovany pomoci rady
s absolutnimi hodnotami jednotlivych ¢lent. Také odpovime na otazku, za jakych
podminek lze prerovnavat ¢leny rady, aniz se zméni jeji soucet.

Nejprve uvedeme tvrzeni, které pro definici absolutni konvergence budeme po-
tfebovat.
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fe%S) o
Jestlize konverguje fada Y |a,|, pak konverguje i fada Z Q.
n=1 n=1

n—1 1

[o¢]
Opacné implikace neplati, nebot napr. Leibnizova fada > (—1) - je konver-
gentni, ale fada }° |a,| = > - je divergentni harmonickd fada.
_1 —

n=
Z toho duvodu mé smysl zavést nasledujici pojem.

DEFINICE 1.6.2 N

- o0
Rekneme, ze fada > a, konverguje absolutné, jestlize konverguje rada

n=1
00
Z |an|-
n=1

- o0
Rekneme, ze fada Y. a, konverguje neabsolutné (relativné), jestlize
n=1

o0 o
fada Y a, konverguje a fada ) |a,| diverguje.
n=1 n=1

\. J

POZNAMKA 1.6.1 \

[e.e]
1. Pokud je fada ) a, absolutné konvergentni, je také konvergentni.
n=1

2. Obsahuje-li dana rada pouze kladné c¢leny, je pojem konvergence to-
tozny s pojmem absolutni konvergence.

\ J

= PRIKLAD 1.6.2 N

Zjistéte, zda dand rada konverguje absolutné ¢i neabsolutné:

o0

a) Py (_1)n+1 \/%5
b) Z (_ )n n1§2n
n=2

Reseni:

a) Dand fada je alternujici, k ovéreni jeji konvergence tedy pouzijeme Leibnizovo
kritérium:

1. posloupnost {3%/5} je klesajici, nebot plati 3%/5 > \3/%,
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Obe podminky Leibnizova kritéria jsou splnény, takze dand alternujici rada
Z (=1)"™' -2 konverguje.

— In
n=1
Nyni zjistime, zda fada konverguje absolutné nebo neabsolutné. Vezmeme
fadu
lan| =Y 1D o=l =) 0 <

a zjistime vhodnym kritériem pro rady s nezapornymi cleny, zda konverguje
¢i diverguje. Pouzijeme naptiklad integralni kritérium:

70 = lim —dn—thm [3 \ﬁ} —hm [3 V2 — 3. \ﬁ}
1

t—>oo

-

(o.9)
2
= oo = Ttada ZT diverguje.
n

)n-‘rl 2
T

o0
Celkové ted dostavame, ze dand alternujici fada Y. (—1 konverguje
n=1

neabsolutné.

b) Opét se jednd o alternujl'ci radu. Leibnizovo kritérium:

1. posloupnost { } je klesajici, nebot plati nlizn > i D 1312 D

2. lim ——— =0.

n—oo nln“n

Alternujici fada Z (="

n=2

konverguje.

o0
Nyni uvazujeme fadu > Wl% a zjistime, zda konverguje ¢i diverguje. Tuto
n=2
fadu jsme jiz vySetiovali v ¢asti 1.5 (Rady s nezdpornymi ¢leny) integralnim
kritériem (Ptiklad 1.5.4 a) a zjistili jsme, ze konverguje.

o0
Celkové tedy alternujici fada > (—1)"
n=2

nli% konverguje absolutné.

Pojem absolutni konvergence se definuje zejména proto, ze hraje klicovou roli
v ulohach o prerovnavani rady. Prerovnat ciselnou fadu znamend zaménit poradi
jednotlivych ¢lent v dané radé. Nyni si polozme tyto otazky: Co se stane s cisel-
nou radou, kdyz ji prerovname? Zustane konvergentni? Pokud ano, zustane stejny
soucet? Na tyto otazky nyni odpovime.

DEFINICE 1.6.3 N

[e¢]
Necht Y a, je ¢iselnd fada a {k,} permutace mnoziny N (tj. {k,} je po-
n=1

sloupnost, v niz se kazdé prirozené ¢islo vyskytuje préavé jednou). Potom
(e8]

o0
rikdme, ze fada ) ag, vznikla prerovnanim rady ) ay.
n=1 n=1
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VETA 1.6.3 (Komutativni zdkon - véta o prerovnani fad) N

o0
Necht fada > a, konverguje absolutné. Potom konverguje absolutné také
n=1

(0.0) (0.0 o
rada ) ay,, kterd vznikla prerovnanim rady )  a,, a plati ) ai, =
n=1 n=1 n=1

o
> ay (tj. obé fady maji stejny soucet).
n=1

Jinymi, slovy, je-li fada absolutné konvergentni, nezméni se jeji soucet zadnym
jejim prerovnanim. Neabsolutné konvergentni fady jsou naopak velmi labilni k pre-
rovnavani. Stac¢i prerovnat nékolik maélo ¢lentt a konvergentni fada se zméni na
divergentni. Také se muze stat, ze z konvergentni rady se po prerovnani stane opét
konvergentni fada, ale zméni se jeji soucet. Pro neabsolutné konvergentni rady plati
nasledujici tvrzeni.

VETA 1.6.4 (Riemannova)

o0

Necht rada > a, konverguje neabsolutné. Potom lze vhodnym prerovna-
n=1

nim této rady docilit toho, aby prerovnana rada konvergovala k libovolnému

predem zvolenému cislu, nebo aby divergovala k +o0o nebo —oo, pripadné
aby oscilovala.




Kapitola 2

Mocninné rady

2.1 Funkc¢ni rady

V predchéazejici kapitole jsme se zabyvali fadami, jejichz ¢leny byla redlnd ¢isla. Nyni
se budeme vénovat fadam, jejichz ¢leny budou redlné funkce f(x) jedné proménné.
Takové fady nazyvame funkéni rady. Jejich rozvoj zacal v druhé poloviné 17. sto-
leti a zejména pak v 18. stoleti, kdy byly funkce vyjadfovany ve tvaru nekonec¢nych
rad.

nich fad, jsou to:

e mocninné Fady, jejichz ¢leny f,(z) jsou mocninné funkce f,(z) = a,z",

pouzivaji se k aproximaci funkce v okoli bodu z = 0,

e Fourierovy rady, které maji cleny ve tvaru f,(x) = aysinnz + b, cos nz,
jsou vhodné k aproximaci periodickych funkeci.

V této kapitole se budeme zabyvat mocninnymi fadami, Fourierovy fady budou
predmétem kapitoly nasledujici. Nejdrive zavedeme obecnou definici funkéni fady.

DEFINICE 2.1.1 N

Necht {fn(x)}22, je posloupnost funkei definovana na intervalu 7. Symbol

o0
Y fale) = fi(@) + fol@) + -+ fala) + - (2.1)
n=1

nazyvame nekonecnou radou funkci.

\ J

POZNAMKA 2.1.1 \

Dosadime-li za  urcité ¢islo zg € I, obdrzime z funkéni fady (2.1) éiselnou
fadu tvaru

S falao) = fileo) + falao) + -+ falmo) + -
n=1

87
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DEFINICE 2.1.2 N

Mnozinu vsech ¢isel x z intervalu I, pro ktera funkéni fada (2.1) konverguje,
nazyvame oborem konvergence funkéni rady (2.1).

Mnozinu vsech ¢isel = z intervalu I, pro ktera funkéni rada (2.1) konverguje
absolutné, nazyvame oborem absolutni konvergence funkéni rady (2.1).

2.2 Zakladni pojmy a vlastnosti mocninné rady. Obor
konvergence

Nyni se uz budeme vénovat prvnimu specidlnimu pripadu funkénich rad, kterymi
jsou mocninné rady. Zodpovime postupné nasledujici otazky:

e Za jakych podminek je soucet mocninné rady spojita funkce?

e Kdy lze mocninnou fadu derivovat ¢len po ¢lenu (tj. zaménit poradi derivace
a sumace)?

e Kdy lze mocninnou radu integrovat ¢len po ¢lenu (tj. zaménit poradi integrace
a sumace)?

DEFINICE 2.2.1 N

Mocninnou radou se stredem v bodé zg rozumime radu funkci tvaru

o0
Z an(z—20)" = ag+a1(z—z0)+ag(x—x0)%+ - Fan(z—z0)"+- -, (2.2)
n=0

kde a; € R,i =0, ...,n jsou konstanty, které nazyvame koeficienty rady.

\. J

POZNAMKA 2.2.1 \

Je-li g = 0, dostavame mocninnou radu ve tvaru

oo
2
Zanxnzao+a1$+a2x A oos o G AR s e

n=0

Nasim tkolem bude urcit obor konvergence mocninné rady. Stejné jako pro fun-
kéni fadu, obor konvergence je mnozina vsech z, pro kterd dané rada konverguje.
Podobné obor absolutni konvergence bude mnozina vSech z, pro kterd dana
rfada konverguje absolutné. Predevsim je ziejmé, Ze kazdd mocninnd rada konver-
guje (absolutné) ve svém stiedu xg (o tom se muzeme snadno presvédcit piimym
dosazenim ¢isla z¢ za = do fady).

Nasledujici véta ukazuje, ze struktura oboru konvergence mocninné rady je velmi
jednoducha: je to bud jednoprvkovd mnozina (obsahujici stied fady), nebo interval
kone¢né délky (symetricky kolem stiedu), nebo celd redlna osa.
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VETA 2.2.1 (O poloméru konvergence) N

o0
Ke kazdé mocninné fadé Y a,(x—xz0)" existuje pravé jedno ¢islo r € (0, c0)
n=0
takové, ze

e rada konverguje absolutné pro vsechna = € (zg — r,zo + 1),

e rada diverguje pro vsechna z € (—oo,z9 — 1) U (x9 + 7,00) (pokud

r # 00).

Cislo 7 nazyvame polomér konvergence mocninné fady (2.2) a interval
(g — r,xo + r) interval konvergence této rady. Znacime jej IK.

POZNAMKA 2.2.2 \

1. Hodnota r = 0 znamend, Ze fada konverguje pouze pro z = zp (tj.
pouze ve svém stiedu) a zépisem r = 400 rozumime, ze fada konver-
guje pro vSechna realna x.

2. 'V krajnich bodech z¢p — r a z¢p + r mize mocninna rfada konvergo-
vat (absolutné nebo neabsolutné), pripadné divergovat nebo oscilovat.
Tyto ptripady musime vzdy vysetrit zvlast.

Polomér konvergence r budeme hledat pomoci vztahu uvedeného v néasledujici
veéte.
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\

VETA 2.2.2 (Uréeni poloméru konvergence)

Necht je ddna mocninnd fada (2.2) a necht existuje limita (kone¢nd ¢i ne-

konec¢na)

an+1
Qn,

lim

n—o0

=0, resp. lim {/lan|= o (2.3)

Potom polomér konvergence r mocninné rady (2.2) urc¢ime jako

1
r=—.
o
Pritom rozlisujeme tyto pripady:

e Je-li p =0, pak polomér konvergence definujeme jako r = 400 a rada
(2.2) absolutné konverguje pro vsechna x € R. Interval konvergence
pak zapisujeme ve tvaru IK = (—o0, +00).

e Je-li p = +00, pak polomér konvergence definujeme jako r = 0 a fada
(2.2) diverguje pro vsechna x # zy. Konverguje (absolutné) pouze ve
svém stfedu xg. Interval konvergence neexistuje.

e Je-li 0 < p < 400, pak polomér konvergence vypocteme jako r =
% a Tada (2.2) absolutné konverguje pro vSechna x, pro kterd plati
|x — 29| < r a diverguje pro vSechna x, pro néz |z — xg| > r. Interval

konvergence je ve tvaru IK = (xg — 7,20 + 7).

\.

DEFINICE 2.2.2

Obor konvergence (OK) mocninné rady je interval, na kterém dana rada
konverguje. Je to tedy interval konvergence IK s pripadnymi jeho krajnimi
body, pokud v nich fada konverguje. Tyto krajni body musime vzdy vysetrit
zv1ast.

Obor absolutni konvergence (OAK) je potom interval, na kterém dana
rada absolutné konverguje. Je to tedy interval konvergence IK s pripadnymi
jeho krajnimi body, pokud v nich fada absolutné konverguje.

POZNAMKA 2.2.3

Vyse uvedené vztahy pro vypocet poloméru konvergence lze pouzit pouze v

pripadé, Ze mocniny v fadé rostou po jedné. Pokud tomu tak neni (napft. u
[&.°]

v 1,..2n . Y . vy v .

fady ). -2 se mocniny zvysuji po dvou), musime pouzit k uréeni oboru

n=0
konvergence jiné postupy, které se uzivaji obecné u funkcnich rad.




2.2 Zakladni pojmy a vlastnosti mocninné rady. Obor konvergence 91

Postup pri hledani poloméru konvergence, OK a OAK mocninné rady:

1.

2.

3.

= PRIKLAD 2.2.1 \

Urcete polomér konvergence, obor konvergence a obor absolutni konver-
gence dané mocninné rady:

Urcime c¢len a,, a stfed zg dané mocninné rady.
Vypocteme g uzitim jednoho ze vztahu (2.3).

Najdeme polomér konvergence r = %.

. ZapiSeme interval konvergence IK = (z¢ — r,z9 + 7).

. VysSetfime chovani mocninné fady v krajnich bodech intervalu konvergence.

Zapiseme obor konvergence (OK) a obor absolutni konvergence (OAK)
dané mocninné rady.

£
s
L

1. Dand mocninna rada ma a, = % a stred xg = 0.

2. Urc¢ime g :
— lim an+1 = lim i —
0= n—00 | Ay n—oo \/n + 1
3. Polomér konvergence bude r = % = % =1.

4. Interval konvergence: IK = (zg — r, 29 + 1) = (—1,1). V tomto intervalu
rada absolutné konverguje.

5. Nyni vysetfime chovani fady v krajnich bodech intervalu konvergence:

e Levy krajni bod x = —1 dosadime do dané mocninné rady za x :
>
n=1

Dostali jsme alternujici ¢iselnou fadu, jejiz konvergenci vysSetiime
Leibnizovym kritériem:

n




2. MOCNINNE RADY

1. posloupnost {ﬁ} je klesajici, nebot ﬁ > ﬁ,

. 1
_1)"

[e.e]
Obé podminky Leibnizova kritéria jsou splnény, alternujici rada >_ (7
n=1
konverguje.

Nyni vySetiime absolutni a neabsolutni konvergenci této rady. Vez-

[e.°]
meme Tadu Y. ﬁ a napriklad integralnim kritériem zjistime, ze

n=1
o0 n
diverguje. Celkové tedy alternujici rada (?/1% konverguje neab-
n=1
solutné. To znamend, ze dand mocninna fada v krajnim bodé r = —1

konverguje neabsolutné.
e Pravy krajni bod x = 1 dosadime do dané mocninné rady. Dosta-

neme radu
oo
>
b
n=1 \/ﬁ

o které jsme v predchozim kroku zjistili, ze diverguje. V pravém
krajnim bodé tedy mocninna rada diverguje.
6. Obor konvergence dané mocninné fady: OK = (—1,1),
obor absolutni konvergence: OAK = (—1,1).
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b)

1.

2.

3.

4.
d.

SO

S W

Plat{ a,, = ﬁ, stied je v bodé zg = —2.
o= lim || = ljy — 3" 1
nooo| an | pSoo (nt+1)?3ntl 3

1_

Polomér r = ;=T = 3.

ol =

Interval konvergence IK = (xg — 7,29 +7) = (—5,1).
Krajni body:
e Pro x = —5 dostavame ¢iselnou fadu

( 5+2 o n o
Z n23n Z n23n - ;(_

n=1 n=1

Tato alternujici fada konverguje absolutné (viz odstavec Alternu-

jici fady v kapitole Ciselné fady).

e Pro z =1 mame

Tato fada konverguje (napft. uzitim integralniho kritéra), a to ab-
solutné (pro fady s kladnymi ¢leny je pojem konvergence totozny s

pojmem absolutni konvergence).

OK = OAK = (—5,1).

. Zde mame a,, = %, stred xg = 0.

= lim = lim 4 =0.
n—oo (n+1)' n—oo N+l

an41
an

0=

Polomér r = é = 00.
Interval konvergence IK = (—o00,00).
Krajni body neresime.

OK = OAK = (—o0,0).
Rada absolutné konverguje pro kazdé x € R.

. Tato rada ma a,, = n", xg = 4.

Cislo ¢ nyni vypocitame napi. uzitim 2. vztahu z (2.3), tj.

o= lim {/|a,| = lim V/n" = lim n = cc.

n—o0 n—oo n—o0

Polomér » = 0.
Interval konvergence neexistuje.

Krajni body nejsou.

Dan4 rada konverguje (absolutné) pouze ve svém stiedu z¢ = 4, tj.

OK = OAK = {4}.
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VETA 2.2.3 (O souctu, derivaci a integraci mocninné rady)

o0

Necht mocninna fada > an(z — z9)” ma polomér konvergence r > 0 a
n=0

soucet s(z). Potom plati:

1. Soucet této fady s(z) je funkce spojita na intervalu (zg — 7, o + 7).
Konverguje-li navic tato fada v levém (resp. pravém) krajnim bodé
tohoto intervalu, pak je s(z) v tomto bodé spojita zprava (resp. zleva).

2. Derivace souctu rady je rovna souctu derivaci jednotlivych ¢lent rady
pro vSechna = € (zg — r,xo + 1), tj.

s'(z) = <§: an(x — xo)"> = i (an(z — 20)") = i nan(m—xo)”_l.
n=0 n=0 n=1

3. Integrace souctu fady je rovna souctu integraci jednotlivych cleni
fady pro libovolny interval (a,b) C (zg — r,zo + r)

b b [ ee b
/s(a:)dx = / (Zan(:v—xo)"> dx:Z/ ap(x — x0)" dz =
a a \p=0 n=0"%
2 (st sy
= "4l " o+l
= a = a
_ n bh— n+l n . n+1‘
St e

\ J

= PRIKLAD 2.2.2 \

o0
Urcete obor konvergence a soucet mocninné fady > na™.
n=1

o0
Pomocf ziskaného vysledku urcete soucet ciselné fady - 5.
n=1

\ J

ResSeni: Dand mocninnd fada mé obor konvergence (—1,1) (ovéite sami).
Ve Y v . s v Ve ~ / _

Pii hled4dn{ souétu mocninné fady vyuzijeme toho, ze ()" = nz" 1.

Na zjisténém oboru konvergence potom podle predchozi véty dostavame

oo 0o 0o 0o !
Z nx" =x Z nz" 1=z Z (") =z (Z x") . (2.4)
n=1 n=1 n=1 n=1

V zéavorce na pravé strané mame geometrickou fadu s prvnim ¢lenem a; = = a
kvocientem ¢ = x, takze jeji soucet je s(x) = $%-. Tento soucet dosadime do pravé
strany v 2.4, ¢imz dostavame

inw"—x( x )/— x
n=1 I—z (1_'%')2
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pro vSechna z € (—1,1).
Déle je vidét, ze zadanou c¢iselnou fadu dostaneme z mocninné rady dosazenim c¢isla
x = % € (—1,1). Hledany soucet ¢iselné rady je tedy
= n _ % 3
3 1\2 4
n=1 (1 — §>

= PRIKLAD 2.2.3 \

z"
6

18

Urcete obor konvergence a soucet mocninné rady

n=1

1

o0
Pomoci ziskaného vysledku urcete soucet ciselné fady > —==.

n=1

\ J

Reseni: Dana mocninné fada mé obor konvergence (—1,1).
Snadno je vidét, ze ¢len L~ lze vyjadiit takto:

z™ _
—:/x" Lz
n

i % = i (/m”l dx> = / (2 x”l> dz. (2.5)

n=1
(Na intervalu (—1,1) muzeme zaménit integraci a sumaci)

Tedy

o

Mocninnou fadu 3 27! lze seéist jako geometrickou fadu s kvocientem z, kde
n=1

|z] < 1. Dostaneme

o0
1

D" =l4atat ot b=, o<1
— X

n=1

Opiseme levou stranu rovnosti (2.5) a do pravé dosadime funkci ﬁ :

1

OO;Un
—n 1—2
n=1

o, n
Nasli jsme tedy soucet dané mocninné fady s(z) = >° 7~ = —In |1 — z[. Dosadime-
n=1
1

li do zadané fady za x ¢islo 5 (které patii do oboru konvergence mocninné fady),

dostaneme ¢iselnou radu, jejiz soucet méame spocitat. Tedy

<1 1 1

Y — =-lfl-|=-In: =2
— p2n 2 2

n=1

2.3 Taylorova a Maclaurinova rada

V predchozim odstavci jsme hledali soucet dané mocninné fady, a to bud jejim
derivovanim nebo integrovanim ¢lenu po ¢lenu. Nyni budeme fesit opac¢nou tulohu:
danou funkci budeme rozvijet do mocninné rady, mluvime o tzv. Taylorové radé.
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DEFINICE 2.3.1 N

Necht funkce f ma v bodé zy derivace vsech fadi. Mocninnou fadu

- i " (o)

T(x) p (z — z0)" =
n=0 :
(z ue: () (4
=f(:c0)+f (1!0) (m_x0)+¥($_$0)2+'“+—f n(' ) (x — z0)"+- - -

nazyvame Taylorovou fadou funkce f v bodé xzg.
Je-li zg = 0, pak je rada tvaru

n!

$ 100,
n=0

a nazyva se Maclaurinova rada.

POZNAMKA 2.3.1 \

Taylorovu fadu lze napsat vzdy, pokud m4 funkce f(z) v bodé x( derivace
vsech radu. Vznika vsSak otézka, zda soucet Taylorovy rady funkce f je
roven skutec¢né této funkci. Odpovéd nam dévéa nésledujici véta.

VETA 2.3.1 N

Necht funkce f ma v néjakém bodé ¢ € I derivace vSech rada. Pak plati

2 ) (g "

f@) = 3 2 - ) 26)
n=0 :

na intervalu I obsahujici bod xg pravé tehdy, kdyz pro posloupnost { R, (x)}

Taylorovych zbytka plati

Jim R,(z) =0 pro vsechna z € I.

POZNAMKA 2.3.2 \

Tayloruv zbytek mé tvar

(x _ 1‘0)"+1

D) FOH W), kde 9 € 1,9 # x, z.
n d

R, (x) =
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PRIKLAD 2.3.1

1
Rozvinte funkei f(z) = — v bodé xg = —2 v Taylorovu fadu.
x

Reseni: Nejdifve vypoditame koeficienty Taylorovy fady:

1
—9) = =
f(=2) b} 1
/ /
= —— _2 — __
f (l’) 2 = f( ) 4’
2 1
" i
== —92) = _—
fla) == = =g
atd.
Dosazenim koeficientt do Taylorovy rady dostaneme:
(1 e
f(x) = f(l'o)‘Ff(l‘O)(l‘—:L'o)—i-f;'0)(x—;p0)2+...:

N~ N~ N
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MACLAURINOVY ROZVOJE ELEMENTARNICH FUNKCI]

Ve zbyvajici ¢asti této kapitoly uvedeme Taylorovy fady v bodé xg = 0 (tj.
Maclaurinovy fady) pro elementarni funkce e*, sinz, cosz,In(14+z) a (1 4+ x)*, kde
a € R, a jejich pouziti v prikladech.

2 n oo n

Flfototot ot =Y 2 acR,

n=0
sinx:$—§+---+(—1)"(;j:t)!+-- —nio%(— )"(;::ri)', x € R,
cosle—ﬁ?+-‘~+(—1)”(§:;!+~ zg(—l)"é:;!, z € R,
ln(l—i—:L‘)—x—aj—i— +(—1)”+1%n+ _5:1(—1)"*13“:, T €

o o
n n—0 n

(_lal)a

kde a € R a ¢islo

je binomicky koeficient.
Tato rada se nazyvd binomicka rada.

& PRIKLAD 2.3.2 \

Rozvinte nasledujici funkce do Maclaurinovy fady a urcete jejich obor kon-
vergence:
a) f(x) = sinx?,
b) f(a) =,
) flz) = ——
c T)= —.
V1 —z2
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a) Pouzijeme Maclauriniv rozvoj funkce

. t3 t5 t7 " t2’n+l

pro t € R. Dosazenim za t = 2> dostavame

2\3 2\5 2\7 2(2n+1)
Cing? = 2o @) @) @) e
f(x) =sinz®* = =z 30 + ] 7 + - (=1) (2n+1)!+ =
o0 2(2n+1)
= Y (), z€R
= (2n +1)!

b) Pouzijeme Maclauriniv rozvoj funkce

2 t"
e—1+1+ —1—3'4— n!+---
pro t € R. Dosazenim za t = —22 dostévame
3 3 3)3 3\"
_ —ot (=) (=) (=27%) _
flx)=e = 1+ T + o1 + a0 +-- o +-0=
26 9 3n
o0 3n
= Z(—l)"x—, z eR.
o n!
1
¢) Funkci prepiseme do tvaru f(z) = \/1177 =(1-2%"2.

Polozime —z2 = t a dostaneme funkci f(t) = (1 + t)_% . Jeji rozvoj do bino-
mické rady je

) 1 1 1 _1
1+t 2=1 2 )¢ 2 |42 2 )43 21 4. =
weoron (Fes (s (P (F)es

EPERRC G N E HCICIN

2! n! =
1 3, 15 3.5.--(2n—1)
=1—- =t ¢ — t . 4.
et Tt TtV Ty *
pro t € (—1,1). Dosazenim za t = —2? dostaneme

11 3, 3-5---(2n—1) o,

PRIKLAD 2.3.3

Vyjadrete funkci f(x) = arctg x mocninnou radou.
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1

ResSeni: Derivace dané funkce je (arctgz)’ = Tuto funkci miizeme chépat

1+x2°
jako soucet geometrické fady s prvnim ¢lenem a; = 1 a kvocientem ¢ = —22. Je
tedy
1
=1—-a2? 4zt =28+ ro xz€(—1,1).
1+ 22 p ( )

Integraci tohoto vztahu ¢len po ¢lenu dostaneme

1
arctgr = / d$:/(1—:ﬂ2+x4—m6+---)dx:

1+ 22
3 5 7 0 2n+1
X X X X
— S T B 1" ,
S D i

n=0

Vysetfenim krajnich bodi z = £1 zjistime, Ze v nich fada konverguje, takze vypoc-
teny rozvoj funkce f(z) = arctgx plati pro z € (—1,1).

m PRIKLAD 2.3.4 \

Uzitim Maclaurinovych rozvoji elementarnich funkei najdéte soucty cisel-
nych rad:

o 7n
a‘) ngo H:
> 1
b) (_1)n+1 —
— n3

Reseni:
a) K vypoctu je vhodné pouzit Maclaurinuv rozvoj funkce

N r  2? z"
n=0
Dosadime-li do tohoto rozvoje za x = 7, dostaneme zadanou ¢iselnou fadu.
Jeji soucet je tedy roven

007n
ST
nzon!
b) Vyuzijeme rozvoj funkce
0 n 2 3 4 n
In(1 - _1n+1£: T _1n+1£
n(lta)=3 ()" —=r- oo T ()T

n=1

pro xz € (—1,1). Pro z = % € (—1,1) dostaneme ¢iselnou radu, jejiz soucet

méame urcit. Je tedy

1 1 4
— n+l _— — = —
(-1) —n In <1+3> ln3.

n=1
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& PRIKLAD 2.3.5 \

Pomoci Maclaurinovych rozvoju elementarnich funkci vypoctéte nasledujici
integraly:

eI
a)/;dm,
In (1
b) / n ( +x)d
T
Reseni:
a) Plati
00 Pk T 2 n
e_zn!_1+1‘+2'+ +n!+ ’
n=0
takze
ez_ 1 1 1 x
ol R TR T

o 1 1,1 = Ay —
/ﬁ v / PR TR TR
1 T

22 z"

**m BT e

1
= —+1 C R —{0}.
x+nlx\+2 i t0 TeR-{0}

b) Substituci ¢t = 2?2 vyjadiime Maclaurintiv rozvoj funkce

t? tn
ln(1+t):t—§+---—{—(—1)"+1——|—---

n
Potom
4 6 8 2
2 ad 2 _ £ ntl T
1(1+m>—$ E T R EEE G M= R
tedy
In (1 + 2?) 2 x® a2l g1 22t
it e T S T -1 T
x v 2 + 3 4 + +(=1) n +
Dany integral je roven
In (1 2 (2n—1)
/n( Jr7x)dar: = (l’ fo () ) de =
T n
B 22 a:4 20 ( )n+1 x2 B
T2 2.22 9.3 2. n2 N
o0 n+1 $2n
= C 1,1
> (- 5210 (-1,1)
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Kapitola 3

Fourierovy rady

V predchozi kapitole bylo ukazano, ze polynomy jsou velmi vhodnym nastrojem
k aproximaci funkci v okoli daného bodu. V bodech, které jsou od daného bodu
“daleko”, uz vsak miize byt chyba pri aproximaci velka. Navic ¢asto potiebujeme
aproximovat i funkce nespojité, pro které Taylortiv polynom nelze pouzit. To nas
vede k zavedeni jiné metody, pomoci které se daji aproximovat funkce na néjakém
vétsim intervalu nez jen v okoli daného bodu, pficemz aproximovand funkce nemusi
byt ani spojita. Tuto metodu zavedl francouzsky matematik a lékai Jean-Baptiste
Joseph Fourier (1768 - 1830) a spo¢iva v aproximaci funkci pomoci goniometric-
kych funkei sinus a kosinus. Obé funkce jsou periodické, takze se pomoci nich daji
vyjadrovat funkce, které popisuji rizné periodické déje.

DEFINICE 3.0.2 N

Necht f(x) je funkce definovand pro vSechna xz € R. Existuje-li takové
kladné ¢islo p, ze pro kazdé x plati:

f(@+p) = f(=),

fekneme, ze funkce f(z) je periodicka s periodou p.

\ J

POZNAMKA 3.0.3 \

Je-li p perioda funkce f(z), pak kazdy celo¢iselny nésobek k-p je také perio-
dou funkce f(x). Nejmensi kladnou periodu T' nazveme zakladni perioda.
Pro prubéh celé periodické funkce staci tedy znat jeji pribéh v jednom, a
to kterémkoliv, intervalu délky 7.

\. J

D4 se ukézat, ze funkce s libovolnou periodou T' (obecné riznou od 27), se daji
transformovat na funkce s periodou 27. Proto se pii vySetfovani periodickych funkci
omezime pouze na funkce s periodou 2.

Nejjednodussim netrivialnim pfipadem periodickych funkci jsou zdkladni goni-
ometrické funkce cosnx,sinnz, které maji zédkladni periodu 2w. Nabizi se proto
myslenka aproximovat obecnou periodickou funkci bud linedrni kombinaci konec-
ného poctu funkei cos nz, sin nz, nebo primo nekone¢nou funkéni radou, jejiz ¢leny
jsou goniometrické funkce. V této souvislosti zavadime nasledujici pojmy.

103
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DEFINICE 3.0.3 N

Nekonecnou funkéni radu ve tvaru

ao

o
5 T > (an cosnz + by sin na) (3.1)

n=1
kde ag, ay, b, jsou konstanty, nazyvame trigonometrickou radou.
Pfitom k—ty Casteény soucet fady (3.1) je tvaru

k
Ti(x) = % + Z (an cosnx + by sinnz), ag,an, b, € R
n=1

a nazyva se trigonometricky polynom stupné k.

POZNAMKA 3.0.4

Nulty clen fady (3.1) vystupuje ve tvaru % z pocetnich divodi, které
uvedeme pozdéji.

3.1 Fourierovy rady vzhledem k systému {y,(z)}
Pri avahach o aproximaci trigonometrickymi radami je podstatnou vlastnosti tzv.

ortogonalita systému funkci {cosnz,sinnz, n € NU {0}}. Nejdiive tento pojem
zavedeme pro libovolny systém funkei {p,(x)}.

DEFINICE 3.1.1 N

Budte f, g integrovatelné funkce na intervalu {(a,b) . Cislo

(19 = [ 1@9@ @z

nazyvame skalarnim soucéinem funkci f, g. Funkce f, g se nazyvaji orto-
gondlni na intervalu (a, b) , pravé kdyz (f, g) = 0.

DEFINICE 3.1.2 N

Bud f integrovatelnd funkce na intervalu (a,b) . Normou funkce f rozu-
mime ¢islo || f|| = &/(f, f). Funkece f se nazyvd normovana, pravé tehdy,
kdyz || f]] = 1.
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DEFINICE 3.1.3 N

Bud {¢,} koneéné nebo nekoneéné posloupnost integrovatelnych funkei na
intervalu (a, b) . Tato posloupnost se nazyva ortogonalni, prave kdyz kazdé
dvé funkce @;, @;,7 # j jsou ortogondlni, tj. plati

b
[ ei@ei@raz =0, i#j,
a
a kazda funkce ¢; ma kladnou normu, tj.
b
/ [ps(x))?dz >0, i=1,2,...
a

Posloupnost {¢,} se nazyvad ortonormadlni, pravé kdyz je ortogonalni a
kazd4 funkce ¢, je normovana.
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POZNAMKA 3.1.1 \

Princip rozvoje funkei do Fourierovych rad je nasledovny:
Predpoklddejme, ze funkci f lze vyjadrit jako linedrni kombinaci nekonec-
ného ortogonalniho systému funkei {¢,} na néjakém intervalu (a,b), tj.

flz) = i Cnion ().
n=1

Nésobme nyni tuto rovnost funkei ¢, a integrujme na intervalu (a,b).
Dostaneme

/ab f(@)om(z)de = /ab (2 cngpn(w)tpm(az)> dz.

[ee)

Predpokladejme déle, ze fada > c¢p¢n(2) konverguje k funkei f(z) na (a, b)
n=1

tak, Ze je mozné zaménit znak sumace a integrace, tj.

b -
[ @ ar=" [ expu@on(@) s
“ n=1"v%

Protoze funkce ¢, jsou ortogonalni, dostavame

b

[ @@ dr=en [ Gi@) o

odtud plyne
1 b
tn= | f(@)palo) do.
lenll” Ja

o0
Koeficienty ¢,, se nazyvaji Fourierovy koeficienty a rada ) c,pon(x) se
n=1
nazyva Fourierova rada funkce f(z) vzhledem k ortogonalnimu systému

{en}-

3.2 Fourierovy rady vzhledem k systému { cos nz,sin nz}

V tomto odstavci se budeme zabyvat Fourierovymi fadami vzhledem k systému

{1, cos x,sin x, cos 2x, sin 2x, . .. ,cos nz, sin nz, ... }. (3.2)

Zavedeme nasledujici definici.
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DEFINICE 3.2.1 N

Da4-li se n¢jakd funkce f(z) vyjadrit trigonometrickou fadou (3.1), tj. plati

flz) = % e Z (an cosnx + by, sin nx) , (3.3)
n=1

kde ay, b, jsou vhodné konstanty, fikdme, ze jsme funkci f(x) rozvinuli v
trigonometrickou radu.

\ J

Nejprve se budeme zabyvat Fourierovym rozvojem periodickych funkci se zé-
kladni periodou 27. Uvahy provedeme pro interval (—m,7), lze je viak bez Gjmy
na obecnosti prenést na libovolny interval (c,c+ 27),c € R, vlastnosti periodické
funkce f(z) se tim nijak nezméni. Plati totiz rovnost:

/:g(aj) dz = /OQTrg(m) de = /cc+27r g(z)dz.

Také plati nasledujici tvrzeni.

VETA 3.2.1 (Ortogonalita trigonometrického systému)

Nekonecny trigonometricky systém (3.2) je ortogondlni na libovolném in-
tervalu (c, c + 27) délky 2.

Nésledujici véta poskytuje ndvod k urceni koeficientt a,,, b, ve vyjadeni (3.3).

VETA 3.2.2 (Urceni koeficientt ay, by,) N

Konverguje-li trigonometrické fada (3.1) k integrovatelné funkci f(x) v in-
tervalu (—m, 7) , potom plati

i L
an:_/ f(z) cosnx dz, bn:_/ f(z)sinnzdz, n=1,2,...
T J—7 T J—m

Fourierova fada funkce f vzhledem k systému (3.2) ma pak tvar

o
a
50 I nz::l (ap, cosnx + by, sinnz)

\. J

POZNAMKA 3.2.1 \

Aby byla odstranéna jistda nesymetrie v téchto vztazich, je obvykle

“nulty”’koeficient psan ve tvaru .
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VETA 3.2.3 (O sudé a liché funkci) \

Necht f je integrovatelnd na intervalu (—m, ).
1. Je-li f suda funkce na (—m,7), tj.
f(=z) = f(z) pro vSechna =z € (—m, ),
ma jeji Fourierova rada tvar

ao

o 2 T
2+nglancosnx, kde an=;/0 f(z)cosnzdx, neNU{0}.

2. Je-li f lichd funkce na (—m, ), tj.
f(—x) = —f(z) pro vSechna x € (—m,7),

ma jeji Fourierova rada tvar

o 2 T
E bysinnz, kde b, = —/ f(z)sinnzdz, neN.
n=1 TJo

\ J

POZNAMKA 3.2.2 \

1. Necht f je integrovatelnd na intervalu (0, 7). Polozime-li pro
x € (—m,0) f(z) = f(—x), zkonstruujeme sudé rozsifeni funkce f
na interval (—m, 7). Fourierové fadé sudého rozsiteni funkce f fikdme

rozvoj funkce f v kosinovou radu na intervalu (0, 7) .

2. Necht f je integrovatelna na intervalu (0, 7). Polozime-li pro
x € (—m0) f(0) = 0, f(x) = —f(—x), sestrojime liché rozsifeni
funkce f na interval (—m, 7). Fourierova rada lichého rozsifeni funkce
f se nazyva rozvoj funkce f v sinovou radu na intervalu (0, ) .

\ J

Nyni uvedeme vztahy pro Fourierovy koeficienty pro funkci, kterd ma zakladni
periodu T = 2l obecné ruznou od 27. Tuto funkci Ize transformaci

T
= — U

27

prevést na funkci periodickou s periodou 27. Z transformacni rovnice plyne

x

2T s
U=— T =—"1,

T l
takze Fourierovy koeficienty budou mit tvar

!
a():}/lf(:r)dx

1 ! 1t
ay, = 7/ f(z) cos (n?m) dz, b, = 7/ f(z)sin ("7;55) dz, n=12,...
-1 -l
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3.3 Konvergence Fourierovy rady

V tomto odstavci uvedeme podminky, pfi jejichz splnéni je soucet Fourierovy rady
funkce f(z) roven primo funkci f(z).

Funkci f(z) nazveme po ¢astech spojitou na intervalu (a,b) , ma-li na tomto
intervalu konecny pocet boda nespojitosti, pricemz v nich existuji konecné a rtizné
jednostranné limity.

VETA 3.3.1 (Dirichletova o konvergenci rozvoje neperidické funkce)

Necht funkce f(x) je po ¢astech spojitd a po ¢adstech monotonni na intervalu
(—m, ). Pak jeji Fourierova rada konverguje na (—m, ) a jeji soucet s(x)
je roven

1. s(x) = f(xo) v kazdém bodé z¢ € (—m, ), v némz je f spojitd,

2. s(x) = %

némz je f nespojitd,

[ lim f(z)+ lim f(m)} v kazdém bodé z¢ € (—m,m), v
T—x0 " +

T—T0

1
3. s(—m) = s(m) = 5 L—lgr:# f(z)+ lim f(x)} v krajnich bodech in-

T—T
tervalu (—m, 7).

\. J

= PRIKLAD 3.3.1 \

2

Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) = * na intervalu (—m, ).

\ J

Reseni: Protoze funkce f(x) je spojitd a po ¢éstech monotonni na intervalu (—m, 7)
pricemz f(—m) = f(m), konverguje jeji Fourierova fada na (—m, ) k funkci f(z).
Vy¢islime koeficienty této rady.

Protoze funkce f(z) je sudd na (—m,7), plati b, =0 pron=1,2,... a

2 | 2 [ 273 2
v
ap = —/f(a:)dx:—/xde:——:fWQ,
m m T 3 3
0 0
™ s
2 2 7,
an, = —/f(x)cosnxd:c:—/x cosnx dx.
"9 "o

Dvoji aplikaci metody per-partes dostaneme

s K
1 . T 2 .
/:L'QCOSTLJ}d.%' = — [.r?smnx} — —/a:smnxdx =
n 0 n
0 0
1 2 ( 1 17
= —m’sinnm — = | == [z cosnz]] + f/cosmcd:v =
n n\ n n
0
2/ 1 1.
= ——|—=mcosnm + —; [sinnz]j | = —mcosnT.
n\ n n n
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Vyuzitim toho, Ze cosnm = (—1)" pro n € Z, dostaneme

2 2 4
- (—1)" = — (-1, n=1,2,....

(07 = —
n2

=""7
mn2

Hledany Fouriertiv rozvoj ma tedy tvar

ao o] 7T2 00 (_1)n
2?2 = 5+;(ancosnx+bnsinnx):§+4le::1 5 — COSNT =

n cos2x  cos3x
—CcoszT —
4 8

m
= — 44
3+

PRIKLAD 3.3.2

Funkci f(z) = x rozvinte na intervalu (0, 7) do kosinové fady.

%)
7N

+
~
8
m
|
A
3

ResSeni: Funkci f(z) dodefinujeme na interval (—, ) a to tak, ze pro
x € (—m,0) polozime f(x) = f(—x). Tim zkonstruujeme sudé rozsireni funkce f(z)
na interval (—m, 7). Nyni vypocitdme Fourierovy koeficienty pro tuto funkeci. Plati

3| 2 [ZEZ}W
ay = — /I’d]? = — |5 =T,
s | 2
0 0
7 2 27
an = f/xcosnxdx = — [zsinnzx]) — —/smnxdx =
T nm nm
0 0
2 2 n 0 pron suda,
n2n [cos na]y = n2n [(=1)" 1] = { n%“ﬂ pro n liché.

Protoze jsme funkci dodefinovali na funkci sudou, bude b, = 0 pro vSechna n =
1,2,....
Rozvoj funkce f(x) na intervalu (0,7) do kosinové fady bude tedy vypadat nésle-

dovneé: - . -
T (-1)" -1 T 4 cos(2n—1)x

==+ — = COSNr = — — — —_——

AP 2w o1y



