
1. Vypoč́ıtejte statický moment kruhu o poloměru r, vzhledem k jeho tečně, je-li jeho
hustota h(x, y) = 1

Pro nejsnadněǰśı výpočet je vhodné tečnu umı́stit do některé z os. V našem př́ıpadě
umı́st́ıme tečnu do osy y.

Uy(M) =

∫∫
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xh(x, y) dx dy

Pro kružnici, která je posunuta na ose x a má obecnou rovnici (x − a)2 + y2 = a2,
máme v polárńıch souřadnićıch (x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ) meze:
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Jelikož děláme transformaci dvojného integrálu do polárńıch souřadnic, nesmı́me
zapomenout na jakobián transformace | J |= ρ.
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2. Vypoč́ıtejte statický moment obdelńıka o stranách a a b vzhledem ke straně a.
Pro snadněǰśı výpočet budeme předpokládat, že strana a lež́ı na ose x.
Meze obdelńıka budou 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b. Potom statický moment vzhledem k
ose x je následuj́ıćı, h(x, y) = 1:
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3. Vypoč́ıtejte souřednice těžǐstě plochy, která je omezena parabolou y = x2 a př́ımkou
y = x. Meze takové oblasti můžeme popsat jako 0 ≤ x ≤ 1 a x2 ≤ y ≤ x.
Předpokládáme rovněž, že h(x, y) = 1. Rovnice pro výpočet těžǐstě T [xt, yt] jsou:

xt =

∫∫
M

xh(x, y) dx dy∫∫
M

h(x, y) dx dy
yt =

∫∫
M

y h(x, y) dx dy∫∫
M

h(x, y) dx dy

xt :∫∫
M

xh(x, y) dx dy =

∫ 1

0

dx

∫ x

x2

x dy =

∫ 1

0

[xy]xx2 dx =
1

2

∫ 1

0

(x2−x3) dx =
1

2

[
x3

3
− x4

4

]1

0

=

=
1

2

(
1

3
− 1

4

)
=

1

12∫∫
M

h(x, y) dx dy =

∫ 1

0

dx

∫ x

x2

dy =

∫ 1

0

(x− x2) dx =

[
x2

2
− x3

3

]1

0

=
1

2
− 1

3
=

1

6

xt =

∫∫
M

xh(x, y) dx dy∫∫
M

h(x, y) dx dy
=

1
12
1
6

=
6

12
=

1

2

yt :∫∫
M

y h(x, y) dx dy =

∫ 1

0

dx

∫ x

x2

y dy =

∫ 1

0

[
y2

2

]x
x2

dx =
1

2

∫ 1

0

(x2−x4) dx =
1

2

[
x3

3
− x5

5

]1

0

=

=
1

2

(
1

3
− 1

5

)
=

1

15∫∫
M

h(x, y) dx dy =

∫ 1

0

dx

∫ x

x2

dy =

∫ 1

0

(x− x2) dx =

[
x2

2
− x3

3

]1

0

=
1

2
− 1

3
=

1

6

yt =

∫∫
M

y h(x, y) dx dy∫∫
M

h(x, y) dx dy
=

1
15
1
6

=
6

15
=

2

5
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4. Vypoč́ıtejte moment setrvačnosti p̊ulkružnice x2 + y2 = a2 vzhledem k jej́ımu
pr̊uměru. Pr̊uměr kružnice budeme brát na ose x, bude tedy opět posunuta a bude
mı́t rovnici (x − a)2 + y2 = a2, v polárńıch souřadnićıch (x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ)
jsou meze: 0 ≤ ϕ ≤ π

2
, 0 ≤ ρ ≤ 2a cosϕ. Opět předpokládáme, že h(x, y) = 1.

Moment setrvačnosti vzhledem k ose x tedy bude:
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∫∫
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Po převedeńı do polárńıch souřadnic:
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