& Vysetiime funkei f(z): f(x) = 29”31.

22—

1. Stanovme definiéni obor funkce D(f) a zjistime,ve kterych bodech je funkce spojité

2. Pocitame

Funkce je liché, neni periodické

3. Vysetiime body nespojitosti £1,v téchto bodech uréime jednostranné limity:

2P , 2a° 2 1
. lim = lim —————— = lim ——— - lim =
a—1-22—1 a2—1- (z—1)(xz+1) ao1- (x+1) a1 (z—1)

=1-(—00) = —00,
o , 213 , 213 , 1
° lim ——=lim — = lim — - lim =
e—1t 22 —1 a1t (x—1)(z+1) a1t (x+1) 2—1- (x—1)
=1-(+00) = o0,
, 223 , 223 , 223 . 1
° lm ——= lim — = lim - lim =
e—-1-22 =1 a—-1-(z—-1)(z+1) an-1-(r—1) 2——1- (x+1)
, 223 , 213 , 223 , 1
. lim = lim — = lim - lim =
g——1t 22 =1 azoc1t (z—1)(x+1) an-1t(x—1) z2—-1t+ (z+1)
=1-(00) = 0.
4. Asymptoty grafu funkce bez smérnice jsou piimky x = —1 a x = 1. Asymptoty se smérnici:
y=kx+gq
. 212
223 — 2z(x? — 1 2
q = lim * 2@ ) L 0.

Existuje tedy jedina asymptota se smérnici y = 2.



5. Intervaly monotonnosti uréime pomoci prvni derivace

_ 62%(2? —1) —223(2z) 62! — 627 —da? 22" — 627  22%(2? - 3)

f'(@) (22 — 1)2 - (22 — 1)2 T o(@2-1)2 (22-1)2

e Pro rostouci funkei plati, ze f'(z) > 0:

_ 22%(2% - 3)

f'(z) = W >0, 2302(:52 —-3)>0.

Funkee je tedy rostouci na intervalech (—oo, —v/3) a (v/3,00).
e Pro funkei klesajici plati, ze f/'(z) < 0:

_ 22%(2% - 3)

f'(z) = RS <0, 22%(2*-3)<0

a klesajici na intervalech (—v/3, —1) a (—1,1) a (1,/3).

6. Lokdln{ extrémy funkce vypocitdme ze vztahu f’(x) = 0.

222 (22 — 3)
/ _ _ 2/.2 _

Funkce tedy nabyva lokalnich extrému ve stacionarnich bodech ++/3. Zda funkce nabyva
lokalniho maxima (f”(zs) < 0) ¢i lokdlniho minima (f”(zs) < 0) ve stacionarnich bodech
ur¢ime pomoci druhé derivace

gy 222 = 3) = @)~ 1) — 2 - B2 ~ D))} _
F= [CRVE

(822 — 12z) (2% — 1)% — (22* — 622)(4x)]

(22 —1)%]2

(823 — 12z) (2% — 1) — (2z* — 627)(4z)]
@1

8x® — 83 — 123 + 122 — 8x° + 2443

@ =17

C4x’ + 12z dx(2? +3)
(@213 (22-1)3

Tedy,
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ve stacionarnim bodé je lokdlntho minimum,

v my_ AV +3] _A(-VB)B+3)
L e T e

ve stacionarnim bodé je lokalni maximum.
Hodnoty funkce ve ve stacionarnich bodech, dosadime do zadéni:

_ o 2(=v3)*
f(—V3) = A1 3V3

POZN: je zajimavé, ze lokalni maximum nabyva mensi hodnoty nez lokalni minimum.

7. Intervaly, kde je funkce konkdvni (f”(x) < 0) ¢ konvexni(f”(x) > 0), uréime také pomoci
druhé derivace:

xXr 1‘2
i f(x) = 4(33(2 _—;)2) >0
[Az(z® +3) > 0A (22 = 1) > 0]V [4z(z? +3) < 0A (2% — 1)3 < 0]

 Az(2? + 3)

° f”(x) = W <0

[Az(z® +3) <OA (22 = 1) > 0]V [4z(z® +3) > 0 A (2% — 1)% < 0]

Podle znamének uréime, ze funkce je konvexni na intervalech (—1, 0),(1, co) a konkavni
na intervalech (—oo, —1),(0,1).

e Inflexn{ body z druhé derivace f”(x) = 0:



" _4:5(3:2-}—3) B B
f(x)—m—() 4r(z® +3) =0

Funkce mé tedy jediny inflexni bod v = 0.

& Vysetiime funkei f(z): f(z) = L+a?

1—x2

1. Stanovme definiéni obor funkce D(f) a zjistime,ve kterych bodech je funkce spojité
2. Pocitame

1+ (—2)?  142?
Sl (-2)2 1—2a?

y(=z) = y(z)

Funkce je sudd, neni periodicka

POZN: funkce je sudd, omezime se proto na vysetfovani jen nezadporné ¢asti(graf je soumérny
podle osy y).

3. Vysetiime body nespojitosti x = £1 a v téchto bodech jeednostranné limity:

. 1+a? . 1+ 2? . 1+a2r 1
° Iim ——= lim ———— = lim - lim =
e——1-1—22 25-1-(1—2)(14+2) a2>-1-1—2 z2--1-14z

. 14 22 . 14 22 . 14 22 . 1
° im ——= lim —— = lim - lim =
a——1t1—22 o1+ (1—2)(142) ao-1t 1—2 2—-1-1+=x

:1(+OO)2007

o 1422 . 1+ 22 1422 1
° lim = lim —————— = lim - lim =
e—1-1—22 o1 (1—-2)1+4+2) 2-1- 142 an-1-1-—2

=1-(00) = 00,

R 1+ 22 . 142 1
° lm —— = lim ———— = lim - lim =
a—1t1—22 o1+ (1—2)(142) a1t 142 29-1-1—=x

=1-(—00)=—o0.
Asymtoty grafu funkce bez smérnice jsou piimky x = —1 a = 1. Asymptoty se smérnici:
y=kr+gq



1 2 1»3 1 + 1 1 + 1 0
k= lim +$2 = lim 113 x)zlim (xf /- =
1+ 2° 2% + L+l
g= lim — " — Jim 2\ _im 2D
500 ] — g2 zsoo p2(L — T—00 (% — ]_)
x
Existuje tedy jedina asymptota se smérnici y = —1
4. Intervaly monotonnosti uréime pomoci prvni derivace:
() = 22(1 — 2?) — (1 + 22)(—2x) _ 2z — 223 + 2z + 223 A
(1= 27 (1—27) FE=rae

e Pro rostouci funkei plati, ze f'(z) > 0:

, 4
f($):ﬁ>0,

Funkce je rostouci na intervalech (0,1) a (1, 00)

4x > 0.

e Pro funkci klesajici plati, ze f'(x) < 0:
4z
/

a klesajici na intervalech (—oo,—1) a (—1,0).

5. Lokéln{ extrémy funkce vypocitdme ze vztahu f'(z) =0

f'(x)

4r(1—2%)?=0, 4a=0

Funkce tedy nabyva lokalnihO extrému ve staciondrnm bodé z = 0. Zda funkce nabyva

lokdlnfho maxima (f”(zs) < 0) ¢ lokélniho minima (f”(xs) > 0) uréime pomoci druhé
derivace

pey A0 —2%) — 4 (2)(1 - 2)(=22)
f (l‘) - (1 _ $2)4 -

4(1 — 2?) — 8x(—2x)
(1—22)3

B 4 — 422 + 1622

—i— "

4322+ 1)
T ey



=4>0

ve stacionarnim bodézx = 0 je lokdlniho minimum.
Hodnotu funkce ve ve stacionarnim bodé, dosadime do zadani:

_1+(4)2_1+0_1
S 1-(4)2 1-0

£(0)

Hodnota lokalniho extrému je rovna 1.

. Intervaly, kde je funkce konkdvni (f”(x) < 0) ¢i konvexni(f”(x) > 0), uréime také pomoci
druhé derivace:

" 4322 +1
y () = ((1 - ;)3)
" 4(32%2 +1

4822 +1) >0A (1 —22)2 >0 V[4B2% +1) <0 A (1 —2?)% < 0]

funkce je konvexni na intervalu (—1,1)

4327+ 1)

° y"(z) = (1_7332)3 <0

4322 +1) >0A (1 —22)2 <0 V[4B2% +1) <0 A (1 —2°)% > (]
a konkavni na intervalech (—oo, —1) a (1, 00).
e Inflexn{ body z druhé derivace f”(x) = 0:

4(3z% + 1)

f(x) = a2y =0 4(32° +1) =0

Funkce nem4d Zadny inflexni bod .
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Plot[zz_x, {xl _51 5}]
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