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PRIKLAD 1

Aplikace produkéni matice na vypocet produkce vyrobka pii #plné spotiebé surovin,
zname-li produkéni matici reprezentujici linedrni produkéni model této vyroby

Firma vyrabi dva vyrobky V; a V, ze surovin S; a S,, jejichz spotfeba na jednotkova
mnozstvi je dana produkcéni matici A

A=(5 ) s
v, V,

Prvni sloupec matice A interpretujeme tak, 7e na vyrobu 1 kusu (obecnéji jedné mérné
jednotky) vyrobku V; se spotifebuje surovina S;, resp. S, v hodnoté 1, resp. 3 ménovych
jednotek. Matice A popisuje tedy zobrazeni mezi spotfebovanymi vstupy S;, S, a vystupy V;,
V,, které schematicky znazornime takto:

S A |74

Obr. 1 Vztah mezi surovinami S a vyrobky V, definovany produkéni matici A

Firma ma od dodavatele v daném roce smluvné zajisténo 1 400 jednotek suroviny S; a 2 000
jednotek suroviny S,.

1. Zjistéte, zda je mozné, aby firma urcila pocéty kusu k4, resp. k, vyrobku V;, resp. V,,
pfi nichZ jsou spotfebovany vSechny nasmlouvané suroviny.
2. Jak dopadne vyroba, pii nizZ by bylo danym produkénim modelem zpracovéano jen 950
jednotek suroviny S;, resp. 650 jednotek suroviny S,, ktera je uz firmé k dispozici
V jejim skladu.[
RESENI:
Ad 1. Definujme si ,,vstupni® vektor ze surovinovych polozek
X = (1 400, 2 000) (1)
a zkoumejme zménu jeho soutadnic, vyjadiime-li jej jako linedrni kombinaci jistych vektort
5'11 aZ
X = kidq + kodsy, (2)
kde realny koeficient kq, resp. k, urCuje pocet mérnych jednotek (zde kust) vyrobku V;,

resp. V, a vektory da, = (1, 3), d,= (5, 4) jsou definovany sloupci produkéni matice A.
Od soufadnicového tvaru ,,vstupniho* vektoru ¥ z (1) vzhledem ke standardni bdzi

B& = (é)lf é)2> = ((1' 0)' (0' 1))! (3)
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ktery svymi soufadnicemi v (1) definuje spotfebu surovin, je nékdy ucelné piejit
k jeho semikartézskému tvaru, v némz je vyjadien linearni kombinaci ve vychozi standardni
bazi Be z (3). Plati

X = (1400,2000)z, = 14008; +2000€, = 1400 - (1,0) +2000 - (0,1) =
= (1400,0) + (0,2 000) = (1400, 2 000),

odkud je ziejmé, Ze pouze ve standardni bazi jsou soufadnice libovolného vektoru stejné,
jako jsou jim odpovidajici koeficienty piislusné linearni kombinace. Protoze nase vektory d;,
d, ze sloupcti matice A jsou linedrné nezavislé, je jimi definovana dalsi baze B~ (jedna
Z nekone¢né mnoha moznych)

(dy,dz) =((1,3),(5,4)) == Ba (4)

V redlném aritmetickém vektorovém prostoru R? dimenze 2, takze skaldry kq, k, jsou uréeny
jednoznaéné a vyjadiuji nové ,,vystupni* soufadnice vektoru X v bazi Ba.
Dosazenim do vektorové rovnice (2) a jejim rozepsanim po soufadnicich médme postupné

(1400, 2 000) = ky(1, 3) + ky(5, 4)
1400= k, + 5k, (5)
2 000 = 3k, + 4k,.

Resenim této soustavy linearnich rovnic je k; = 400, k, = 200 neboli vektor FeSeni
(k1, k3) = (400, 200). Tento ,,vystupni* ,,vyrobni* vektor feSeni (detailnéji o tom az v piikladu
2) 1ze podrobnéji zapsat V bazi B takto

%5, = (ky, ko), = (400,200)p,,

takze tento vektor svymi vypocitanymi soufadnicemi v bazi Ba ktera je definovana sloupci
produkéni matice A, ustanovuje vyrobit 400 jednotek (kust) vyrobku V; a 200 jednotek
vyrobku V,, pfi¢emz je zaruceno uplné spotiebovani nasmlouvanych surovin.

Vsimnéme si jesté, Ze plati maticovd rovnice s (netradi¢né) Fadkovymi vektory

1400,2000) = | %5 = %5 - AT| =(400,200)- (1 3). 6
Xp, = Xp, s 4

Ad2. Vyrobni proces podle daného modelu pro Wplné zpracovani pouze
z uskladnénych surovin S;, resp. S, vV mnozstvi 950, resp. 650 jednotek nemulze nastat,
protoZze pravé jedno vyjadieni ,,vstupniho* vektoru X¥° = (950, 650) by potom v bazi Bz mélo
(Jak se 1ze snadno ptesvédcit vyfeSenim analogického systému linearnich rovnic jako je (5))
,Vystupni® tvar

Xp = (=50,200)p,,
ve kterém zaporny pocet k; = —50 jednotek vyrobku V; neodpovida realité, pticemz zaroven

kazda odlisna linearni kombinace k,d,+ k,d, by vedla k jinému vektoru, nez je pozadovany
,,vstupni* vektor (950, 650).
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PRIKLAD 2

Aplikace inverzni matice A prislusné k produkcéni matici A na feSeni maticové rovnice
popisuji ulohu o produkci vyrobku za uplné spotifeby surovin, ktera byla formulovana
v prikladu 1, a ktera nyni bude reprezentovat linedrni produkcni model

Pieformulujte piiklad 1 o produkci vyrobku Vi, V, ze surovin S;, S,, kdy byla dana
¢tvercova produkéni matice A, do maticové rovnice

S=A", 1)

ve které S, resp. V, bude dana matice spotieby, resp. hledana matice vyroby.[]

Poznamka Kk teorii
V prikladu 1 o produkci vyrobku V;, V, pii Gplné spotiebé nakladovych surovinovych
polozek Sy, S, byla uvazovana produkéni matice étvercovd a typu 2 x 2

A=(3 2) @

ktera, jak je zfejmé, je reguldarni, tj. det A = —11 # 0, takze maticova rovnice (1) ma jediné
reSeni
V=Al.S, ?)

Obecné vSak matice nemusi byt ¢tvercova, tedy je obdélnikova typu m x n, kdy ma m radka
an sloupcti. V tom ptipadé rovnice (1) popisuje situaci, kdy se vSechny nakladové polozky
surovin Si,..., S;,..., S, (kde nize uvedeny prvek s; udava pocet spotiebovanych jednotek
polozky S;, takze t€mito prvky mtzeme definovat matici — vektor spoti‘eby)

S1 Sy

Sii= S i S i (4)
o) 5

Upln€ spotiebuji na produkei n vyrobkd Vi,..., Vj, ..., V, kde nize uvedeny prvek v; udava
pocet mérych jednotek vyrobku V;, takze témito prvky definujeme matici (vektor) vyroby

V1 Vi
v=|Y |V (5)
vy V,

a plati pak rovnice (1), ktera je matematickym modelem eckonomického linearniho
produkéniho modelu s matici A = (a;;) i=1,2,...,m;j=1, 2, ..., n. Jeji prvek a;; pak uddvd
spotfebu poloZky S; na produkci jedné mérné jednotky vyrobku V;. Jeji j-ty sloupec (jak uz
vime z ptikladu 1) vyjadiuje t0, ze K vyrobé jedné mérné jednotky vyrobku V; se spotfebuje
a,; ndkladové poloZky (suroviny) S; atd. az a,,; ndakladové poloZky Sy,.

Zavérem poznamenejme, ze soucet prvku v i-tém fadku a;; + a;5 + -+ + a;, Vyjadiuje
spotiebu poloZky S; na jistou matici (vektor) vyroby s prvky normovanymi na jednotky
(jednotkové ceny)
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1\ "
ve| 1) 12 ©6)
1/ v,

takze pak k celé produkci reprezentované matici vyroby V z (5) se spotiebuje nakladova
polozka §; Vv poctu s; spotfebovanych mérnych jednotek, které jsou dany linedrni kombinaci
hodnot vy, ..., v, s koeficienty a;q, ..., a;,, kdy plati

S; = apvi+ apv, + o+ Ay @)

RESENI:

Podle prikladu 1, kde jsme vSak pouzivali fadkové vektory, mizeme tam feSenou soustavu
linearnich rovnic, ktera byla oznaéena (5) a obsahovala zadany vektor ¥, matici A a hledany
vektor o slozkach k; a k,, pfepsat do maticové rovnice (1) se standardné pouzivanymi
sloupcovymi vektory takto

S=AV, kde S=3= (] ggg)ﬁzﬁ:(f), 8)
2
takze vyjdeme z rovnice
1400\ _ (1 5). kl)
(2 000) B (3 4) (kz ’ ©)
neboli
F=A-7, (10)

ze které ziskame hledany vyrobni vektor zndmymi maticovymi operacemi

p=atg=meAti=— (0 ) Good =Goo) @D

Poznamenejme pro zajimavost, ze pokud bychom pouzili fadkové vektory X, (ki, k;) =¥
jako v prikladu 1, museli bychom vektorové maticovou rovnici (10) psat kvuli existenci
proveditelnosti nasobeni matic V jiném potadi vektoru a matice a také zdejsi sloupcové
vektory X, ¥ transponovat na fadkové ¥, 7T. Pak by analogicky platilo

T
T

T A (107
T.A% (11

[ Ky
= I

5/44



Univerzita Tomase Bati ve Zliné

PRIKLAD 3

Aplikace skaldrniho ndsobku dané produkcéni matice K vypoctu nové produkcéni matice,
dojde-li k cenové zméné vstupii

Stavebni firma vyrabi tii druhy vyrobkl V;, V,, V3, na jejichz vyrobu pouzivé suroviny
S1, Sy, jejichz spotieba sq, s, (v K¢) na jeden kus pfislusného vyrobku je dana produkcéni
matici

s
Az(g g 13) S:

i V, Vs

1. Intepretujte 1. sloupec matice A

Zjistéte produkéni matici A, vzrostou-li ceny surovin o 20%

3. Urcete produkcni matici A, ktera udava spottebu surovin na 10 kusi vyrobkl V;,
V5, V3 po zvySeni cen

4. Maticovou rovnosti zapiSte vztah mezi maticemi A, a A. [

N

RESENI:
Ad 1. Na vyrobu 1 kusu vyrobku V; se spotiebuji suroviny S;, S, V hodnotach s; = 2,- K¢
as, =6,- KC.
Z1o9.a-150.(2 3 5\_(24 36 6
Ad2. A=12-A=12:(7 5 °)= (7’2 o )

Ad 3. A2=10-A1:(24 36 60)

72 96 120

Ad4. A,=10-12A=12A.

PRIKLAD 4

Aplikace soucinu dvou produkénich matic definujicich vyrobu sloZenou ze dvou
navazujicich vyrob k vypoctu spotieby surovin

Spotfeba polotovart P; a P, (v kg) na vyrobu vyrobkd Vi, V, a V3 je déna
produkéni matict

323)P1
4 5 2/ P,

Vi V, Vs

e

a spotfeba surovin S;, S, aS; (v kg) na vyrobu zminénych polotovard P; a P, je déna

produkéni matici
2 2\ S1
Az = 4 3 SZ .
1 2/ 8

Py P
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Vypocitejte spotiebu surovin S;, S, a Sz na vyrobu 25 ks vyrobku V;, 30 ks vyrobku V, a 45
ks vyrobku V5. Najdéte produkéni matici mezi vyrobou a spottebou surovin, pii této produkci
vyrobku slozené ze dvou navazujicich vyrob. [

RESENI:
Matice A; popisuje zobrazeni mezi spotfebovanymi vstupy — polotovary P a finalnimi vystupy

V a matice A; totéz v predeslé vyrobé mezi matici spoti‘eby S a matici (predeslé) vyroby P.
Situaci znazornime obrazkem

S P Vv
A A
Obr. 2 Vstupné-vystupni vztah dvou navazujicich vyrob definovany souc¢inem dvou

produkcnich matic

Cislovani matic respektuje poradi sklddani zobrazeni daného témito maticemi.

25
Spotieba polotovari P = (g;) na vyrobu urc¢enou matici V = (30) je dana souc¢inem
45
3 2 3 25 270
P=A-V=(; : 2)- 431(5) = (340).

Spotieba surovin S na vyrobu polotovard P je dana souc¢inem
S1 2 2 1220
S= (52> =A;P= (4 3) : (gzg) = (2 100),
S3 1 2 950
S=AP=As(A1-V) = (As:-A) -V =

14 14 10 25 1220
= (24 23 18) : (30) = (2 100).
11 12 7 45 950
Na vyrobu 25 ks vyrobku V;, 30 ks vyrobku V, a 45 ks vyrobku V5 je potfebnych 1 220 kg

suroviny S;, 2 100 kg suroviny S, a 950 kg suroviny Ss. Produkéni matice mezi vyrobou
a spotiebou surovin je rovna soucinu A, - A;.

nNebo soucinem

PRIKLAD 5

Aplikace maticového poctu na oblast bezpecnostniho managementu a krizového ¥izeni,
kdy je provadén vypocet a hodnoceni kaskddového efektu ve vybranych pododvétvich
kritické infrastruktury pri zadané tabulce souvztaznosti

V duisledku blackoutu (anglicky termin pro rozsahlé vypadky elektrické energie) doslo
k 15 % vypadku elektrické energie pro Ceskou republiku. Vychazi se z nasledujici tabulky
11-ti vybranych pododvétvi kritické infrastruktury (zGzeny vybér), ktera je vyplnéna podle
souvztaznosti (vzajemného ovliviiovani se) jednotlivych pododvétvi a ktera byla vytvorena
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v ramci vyzkumnych kol Fakulty aplikované informatiky Univerzity Tomase Bati ve Zliné.
Vypocitejte kaskdadovy efekt, tj. jaké budou nasledky ovlivnéni stanovenych pododvétvi
kritické infrastruktury pti uvedeném vypadku elektrické energie, vyuzijete-li K tomu maticovy
pocet pro stanoveni prvnich ¢ty kaskad. [

Poznamka

Kriticka infrastruktura tvoti ji takové prvky nebo systémy prvkl (v naSem ptipadé jednotliva
pododvétvi), ze pokud by doslo k naruSeni jejich funkce, mélo by
to kriticky dopad na cely systém, napf. na bezpecnost statu,
ekonomiku statu atd.

Synergicky efekt jedna se o soucinnost (souvztaznost) vice prvkil daného systému,
pticemz synergismus znamena, ze dochazi k zesilovani G¢inki pii
vzajemném ovliviiovani.

Kaskadovy efekt (neboli domino efekt) znamena moznost zvyseni pravdépodobnosti
vzniku nebo nasledkll zdvazné havarie v disledku vzajemnych vztaht
jednotlivych pododvétvi.

RESENI:

Tab. 1 Tabulka souvztaznosti jednotlivych pododvétvi kritické infrastruktury
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

PododvétviP; | E zP |RRP| VH | RV | Zv | PV | SD | ZD | LD | VVD

1. Elektricks X 1 1 | 0o | o 1 1 1 1 1| o
energie

2. Zemniplyn 1 X 1 0 0 1 1 0 0 0 0

3. Ropaaropne| 1 x | o 1 1 1 1 1 1 1
produkty

4. Vodni | 4 0 o | x | 1 11l o] o] o] 1
hospodarstvi

5. Rostlinn3 0 0 o |l 1| x| 1] 1|0 o/ o]l o
vyroba

6. Zivocisna 0 0 0 1 1 X 1 0 0 0 0
vyroba

7. Potrav. 0 0 o | 1 | 1 1 | x| o] o] ol o
vyroba

8. Silnicni 1 0 1 1 1 1 1 | x| 1] 0| o
doprava

9. Zeleznicni 1 1 1 1 1 1 1 1 % 0 1
doprava

10. Letecka 0 0 ol o | o | ol o 1 1 | x | o
doprava

11. Vnitrozem.
vodni 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 X
doprava
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Vyznam hodnot z pfedchozi tabulky:

1 existuje moznost, Ze pododvétvi P; ovlivni pododvétvi P; (kde i oznaCuje cislo
fadku a j ¢islo sloupce) neboli pododvétvi P; je ovlivitovano pododvétvim P;

0 neexistuje moznost, ze pododvétvi P; ovlivni pododvétvi P; (kde i oznacuje ¢islo
fadku a j ¢islo sloupce)

X praseCik stejnych pododvétvi, P; = X (pododvétvi neovlivitluje samo sebe;

pozdé&ji za kiizek pro dalsi vypocty dosadime nuly)

Uvedena tabulka neni symetricka, nebot naptf. vypadek elektrick¢ energie ovlivni
potravinafskou vyrobu, ale v opacném piipad¢ pii zastaveni nebo omezeni potravinaiské
vyroby nedojde k ovlivnéni elektrické energie.

Pro dalsi postup pfevedeme tuto tabulku na matici souvztaZnosti Ao

Ao =

R ORRPRPROOOR R RERX
OCORrROOCDODOOR X K
P ORRPRPROODOOX R E
P ORRRRRLRXOOO
OCORRRRPLXRRPRLROO
CORRRXRRERERR
CORRLRXRPRRRLRERR
OFR R XOOOOROR
R R X P OOOOROR
OX OO OOOR O
XOrRroooOOoORrRrRrRrROoOO

Nejprve musime vypocitat tzv. koeficient aktivity KAp, i-t¢ho pododvétvi, ktery vlastne
vyjadiuje relativni ¢etnost vyskytu jednicek v i-tém fadku matice Ao

P
KAp, =%, k=1,2,..,11, kde P, £ X,
kde ve vzorci je:
> Py soucet Cisel 1 v jednotlivych fadcich matice Ag
x celkovy pocet pododvétvi (ve vzorci odecitame 1, nebot' odvétvi samo sebe

neovliviiuje).

Dale analogicky vypocitame tzv. koeficient pasivity pododvétvi KPp,, ktery vyjadii, jak je
odvétvi v j-tém sloupci ovlivnéno ostatnimi odveétvimi.

Kpy =22t 1=1,2,..,11, kde P, £ x,
J x—1

kde ve vzorci je:
P soucet Cisel 1 v jednotlivych sloupcich matice Ao.

Po provedeni vypoctl vSech KAp, a K Pp; ziskame nasledujici tabulku:
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Tab. 2 Tabulka koeficientt aktivity a koeficientl pasivity

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
KAp; | 0,70 | 0,40 | 0,90 | 0,50 | 0,30 | 0,30 | 0,30 | 0,70 | 0,90 | 0,20 | 0,40
Kij 0,60 | 0,30 | 0,50 | 0,60 | 0,60 | 0,80 | 0,80 | 0,40 | 0,50 | 0,20 | 0,30

Prvky P;; matice souvztaZnosti Ao, které jsou rovny 1, zaménime za tzv. koeficient pienosu
P ijs
aKPp, druhého pododvétvi (kiizky v tabulce az nyni nahradime nulami), a tim dodefinujeme

jenz je stiedni hodnotou (aritmetickym primérem) koeficientd KAp, jednoho pododvétvi

koeficienty pfenosu P;; na hlavni diagonale. Plati implikace

(Kap;+ KPp,)
Pij = 1:>Pij:=f.

Posledni vzorec ¢teme: ,,P;; je z definice rovno®. Hodnoty zapiSeme do nésledujici tabulky

koeficientii pfenosu.

Tab. 3 Tabulka koeficientd pfenosu
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Pododvétvi E ZP | RRP| VH | RV | Zv PV SD 7D LD VDV ';’io‘
1. Elektricka 0o |o050 060 0 | 0 |075]|075|055]060]|045| 0 |o070
energie
2. Zemniplyn 050 | 0 [045| 0 | o |o060|060] 0 | o | o | o |o40

3. Ropaaropné

0,75 | 0,60 0 0 0,75 085|085 | 065|070 | 055 | 0,60 | 0,90
produkty

4. Vodni

v, 0,55 0 0 0 0,55 | 0,65 | 0,65 0 0 0 0,40 | 0,50
hospodafrstvi

5. Rostlinna

X 0 0 0 0,45 0 0,55 | 0,55 0 0 0 0 0,30
vyroba

6. Zivocisna

, 0 0 0 0,45 | 0,45 0 0,55 0 0 0 0 0,30
vyroba

7. Potrav. vyroba 0 0 0 0,45 | 0,45 | 0,55 0 0 0 0 0 0,30

8. Silnicni

0,65 0 0,60 | 0,65 | 0,65 | 0,75 | 0,75 0 0,60 0 0 0,70
doprava

9. Zelezniéni

0,75 | 0,60 | 0,70 | 0,75 | 0,75 | 0,85 | 0,85 | 0,65 0 0 0,60 | 0,90
doprava
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10. Letecka

0 0 0 0 0 0 0 0,30 | 0,35 0 0 0,20
doprava

11. Vnitrozem.

) 0,50 0 0,45 | 0,50 0 0 0 0 0,45 0 0 0,40
vodni doprava

KPPj 0,60 | 0,30 | 0,50 | 0,60 | 0,60 | 0,80 | 0,80 | 0,40 | 0,50 | 0,20 | 0,30

Hodnoty tabulky koeficientii P;; pfenosu musime nyni ,,pfeklopit* kolem hlavni diagonaly,
atimto transponovdanim zndmym z algebry definujeme hodnoty (transponované) matice A
koeficientii pfenosu.

Pro jeji prvky a;; plati

al-j== Pji .

0 050 075 055 O 0 0 065 0,75 0 0,50
050 0 060 O 0 0 0 0 060 O 0
060 045 O 0 0 0 0 060 0,70 0 045

0 0 0 o 045 045 045 065 0,75 0 0,50

0 0 075 055 0 045 045 065 0,75 O 0

A=1075 060 085 065 055 O 055 075 085 0 0
0,75 0,60 085 065 055 055 0O 075 085 O 0
055 0 065 0 0 0 0 0 065 030 0
060 O 070 O 0 0 0O 060 0 035 045
045 0 055 O 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0

0,60 0,40 0 060 O 0

Vytvotime matici ovlivnéni (blackoutem) B, ktera reprezentuje 15% vypadek elektrické
energie

=
—_
vl

=015 0 0 0 0 00O O 0 0 O

SO OO OO O OO

Matici prvniho vysledku ovlivnéni \/1 vV prvni kaskadé ziskdme jako soucin matic A a B
Vi=A-B=

=( 0,075 0,090 o0 0 0,113 0,113 0,083 0,090 0,068 0)T.
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Pti dal$im nasobeni matice A vypocitanym vysledkem ovlivnéni Vi se budeme dostavat do
dalsich kaskad

Vo=A-V1 =
= (0,226 0,108 0,146 0,222 0,290 0,322 0,322 0,137 0,136 0,050 0,108)T

To provedeme jesté pro tieti
Va=A-V, =
= (0,531 0,282 0,411 0,665 0,713 1,058 1,058 0,323 0,386 0,182 0,258)T

a ¢tvrtou kaskadu
Va=A'V3 =

= (1,444 0,744 1,026 1,902 2,126 2,894 2,894 0,865 0,980 0,465 0,744)T.
Pokud bychom studovali synergicky efekt pro prvni kaskadu, pak bychom misto matice Vi
pocitali matici Sy prvniho stupné synergie

Si=A-B+B=(A+E)-B.

Dostaneme vyslednou tabulku ctyt kaskdd vysledkit ovlivnéni. Kaskdda vyjadiuje skutecnost,
kdy pii vypadku (i ¢astecném) jednoho pododvétvi se za¢nou ovliviiovat dal§i pododvétvi
stanoveného systému kritické infrastruktury. Hodnoty v kaskadé¢ lze tedy interpretovat jako
miru degradace funkce pododvétvi.

Tab. 4 Tabulka posloupnosti ¢tyt kaskad

1. Kaskada | 2.Kaskdda | 3.Kaskada | 4.Kaskada
0,000 0,226 0,531 1,444
0,075 0,108 0,282 0,744
0,090 0,146 0,411 1,026
0,000 0,222 0,665 1,902
0,000 0,290 0,713 2,126
0,113 0,322 1,058 2,894
0,113 0,322 1,058 2,894
0,083 0,137 0,323 0,865
0,090 0,136 0,386 0,980
0,068 0,050 0,182 0,465
0,000 0,108 0,258 0,744

Z kaskad mizeme vytvofit ndsledujici 2D a 3D grafy.
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3,0

2,5

2,0

1,5

1,0

N

0.0 I-I -I n n -I -I = 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

B 1. Kaskdda 2.Kaskdda  ® 3. Kaskada 4. Kaskada

Obr. 3 Vysledky kaskady pii 15% vypadku elektiiny zobrazené 2D grafem (sloupcovy graf)

V predeslém grafu celkem u Ctyf pododvétvi vidime jen 3 sloupce v 1. kaskadé, nebot
obsahovala ¢tyfi nulové hodnoty.

29

2.5
20
L5

10

0.3
0.1

®0,0-01 0,1-0,3 m0,3-1,0 m1,0-1,5 w1,5-2,0 m2,0-25 m25-29 *~

Obr. 4 Vysledky kaskady pii 15% vypadku elektiiny zobrazené 3D grafem (prostorovy
povrchovy graf)
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Poznamka na zavér

Z tabulky kaskad je ziejmé, Ze s vyjimkou poklesu po sobé jdoucich hodnot mezi 1. a 2.
kaskadou v 10. pododvétvi (v letecké dopraveé) z hodnoty 0,068 na 0,050 vSude jinde hodnoty
ovlivnéni v kazdém pododvétvi v nésledujici kaskadé rostou. Dochézi tak zde k zesilovani
ucinki vzajemného meziodveétvového ovliviiovani v disledku vypadku elektrické energie v 1.
pododvétvi, kde je vyrabéna.

Dale je ziejmé, ze dopady kaskadového efektu se maximalni degradaci projevily v pododvétvi
zivoc¢isné a v pododvétvi potravinaiské vyroby a minimalni degradaci u jiz zminéné letecké
dopravy. Uvedena pododvétvi zahrnujeme do pododvétvi s nejveétsi zranitelnosti.

Vychozi tabulka souvztaznosti jednotlivych pododvétvi kritické infrastruktury tedy vede
k vysledkiim, které nejsou v zasadnim rozporu s o¢ekavanymi disledky v realném prostiedi.
Je proto vhodna jako vychozi model dalSich podrobnéjsich analyz v této strategicky dulezité
problematice.
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PRIKLAD 6

Aplikace parametrického tvaru ieSeni soustavy linedrnich rovnic k vypo¢tu maximalni
frekvence na regulovaném useku sité silni¢ni dopravy, tvoiené ¢tyFmi uzly, jako
nutného prvku jeji plynulosti a bezpecnosti p¥i splnéni poZadovanych frekvenci dopravy
na dvou odvadécich komunikacich

Pozadovana frekvence sité silnicni dopravy je dana nasledujicim obrazkem,

X
300 1 200
o O
xZ x3
100 © %, O 200

Obr. 5 Reseni plynulosti dopravy

zngjz je ziejmé, ze chceme mit na dvou (paralelnich) odvadécich komunikacich stejné
zatizeni ve vysi frekvence 200 aut za minutu. Jaké jsou frekvence na komunikacich xy, x5, x4,
kdyz pozadujeme, aby na x; byla aktudlné regulovana frekvence na hodnoté¢ pouze 60 aut za
minutu a zaroven se ptame, jaké maximalni mozné frekvence Ize na regulované komunikaci
x3 vibec dosdhnout pii podminkéch danych dopravnim diagramem. ]

RESENI:
Soustava linearnich rovnic pfifazend uzlim ma tvar

X, +x, =300
100 +x, = x4

x3 + x4 = 200
200 + x3 = xq.

Ekvivalentni elementarni (fadkové) tpravy rozsifené matice soustavy spolu s Gaussovou
eliminaci postupné davaji jeji nasledujici redukovany fadkovy schodovy tvar matice

11 0 0 300 11 0 O 300 110 O 300
01 0 -1 —1001 [0 1 0 -1 |-100}) (1 _(0 1 0 -1 |-100
0 0 1 1 200 0 0 1 1 200 0 0 1 1
1 0 -1 O 200/- (=1 011 O 100
1 1 0 0 300
~<0 1 0 -1 —100)
0 0 1 1 200

a odtud zpétnym dosazovanim do této redukované soustavy rovnic pii volbé neznamé xs
za parametr t a také za pozadavku, aby hodnoty frekvenci byly nezéporné, dostavame
postupn¢ vztahy

x3=t =20

x,=200—t=0=>1t<200

x, =100—t=> 0>t <100

% =200+t=0.
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Kdyz tedy pro vSechny ptipustné hodnoty regulované frekvence x; < 100 dosadime aktualné
pozadovanou regulovanou frekvenci x3 = 60 aut za minutu (jde podle Rouché-Capelli
Frobeniovy véty o partikularni feSeni z nekoneéné mnoha moznych feSeni), dostaneme
zpétnym dosazovanim vysledné optimalizované frekvence

x1 = 260; x, = 40; x3 = 60;x, = 140,

kterymi je zajiSténa plynulost a bezpecnost dopravy ve sledovaném tseku.

PRIKLAD 7

Aplikace maticového poctu k vypoctu minimadalni produkce nutné Kk zaruceni navratnosti
investi¢nich nakladii

Firma V investovala 2 478 000,- € do novych technologii, ur¢enych pro vyrobu dvou
vyrobku V; aV,. K vyrobé vyrobku V; nakupuje polotovar P; a k vyrobé vyrobku V, polotovar
P, od dodavatelské spolecnosti P, ktera investovala 26 400,- € do technologii pro vyrobu
polotovart. Z dodavky polotovaru P; pro vyrobu jednoho vyrobku V; ma spole¢nost P ¢isty
zisk 3,- € a z dodavky polotovaru P, pro vyrobu jednoho vyrobku V, ¢isty zisk 4,- €. Firma
V' ma z prodeje jednoho vyrobku V; Cisty zisk 240,- € a z prodeje jednoho vyrobku V, Cisty
zisk 420,- €. Pfi jaké minimalni produkci se firmé a spole¢nosti soucasné vrati vlozené
investice? [

RESENI:
Zisk firmy V a spole¢nosti P z prodeje jednoho vyrobku V; resp. z jednoho vyrobku V,
muzeme popsat matici
_ (240 420N\ V
A _( 3 4) P
i 7

Necht’ matice

o~ (L)

udava svymi prvky vlozené investice firmou V' a spole¢nosti P a necht’ neznama matice
x1\ V.
()
xy) V,

uruje prvkem x; pocet vyrobku V; a prvkem x, pocet vyrobku V5, jejichZ prodej zabezpeci
soucasny navrat investice. Matici X dostaneme feSenim maticové rovnice

A-X=B.
ProtoZe determinant |A| = —300 je nenulovy, ma dana rovnice jediné feSeni ve tvaru

1 (_4 —420) ) (2 478 000) _ (3 920) Vi

= -1, = —" =
X=A"B==355"_3 240 3660/ V,

26 400

16/44



Univerzita Tomase Bati ve Zliné

Minimalni produkce pokryvajici soucasné investicni naklady ptedstavuje 3 920 vyrobka V;
a 3 660 vyrobku V,.

PRIKLAD 8

Aplikace reguldarni matice a matice K ni inverzni v Kryptologii K Sifrovdini a desifrovini
utajené zpravy

Pomoci zvolené Sifrovaci (regularni) matice 5x5 (jedna se o kli¢, ktery musi znat ob¢ strany)

21 2 11
211 2 1
A=10 0 1 0 1
111 2 1
21 2 1 2

zasSifrujte zpravu, kterou odesle odesilatel piijemci jako prvni ¢ast citatu z antiky

KDE NEN{ VINA,
ktery si ma ptijemce vyhledat a pokracovani citatu zpét zaSifrované poslat odesilateli.
Zpravu zaSifrujte pomoci posloupnosti ¢isel od 0 do 34. Jednoznacna interpretace
mezi ¢iselnou a textovou formou zpravy je zaruCena regularnosti Sifrovaci matice A, ktera
kazdé matici X, odpovidajici odeslané zpravé, pfifazuje matici

Y=X"A, ,,rovnice pro Sifrovani 1)

odpovidajici pfijaté zpravé. Této matici Y jednozna¢né piifadi inverzni matice A piivodni
matici X pomoci soucinu

X=Y *Al | rovnice pro desifrovini“ (2)

Zpisobem zaloZzenym na tomto principu se Sifrovalo v poloviné 20. stoleti a vy takto muzete
definovat Sifrovani potiebnych znaki citatu podle nésledujici tabulky:

Tab. 5 Kddovaci tabulka

0=— 9=1 18=R 27=A
1=A 10=7J 19=5 28=E
2=B 11=K 20=T 29 =1
3=C 12=L 21=U 30=0
4=D 13=M 2=V 31=U
5-E 14=N 23=-W 32 =,
6=F 15=0 24=X 33 =(
7=G 16=P 25=Y 34=)
8=H 17=Q 26=27
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RESENI:
Prvni ¢asti citatu v 1. fadku odpovida posloupnost ¢isel (pro neviditelny znak pouzijeme
pomlcku), uvedena v nasledujici tabulce

Tab. 6 Pfifazovaci tabulka 1

K D E — N E N I — \% i N A , —
11 | 4 5 0 14 | 5 14 | 29 0 22 | 29 | 14 1 32 0

Tuto posloupnost zapiseme do matice X s péti sloupci (pocet fadku je pFizpusoben délce
zpravy, kdy posledni tadek (zda je nutné) doplnime nulami, které odpovidaji znaku — pro
mezeru). Matice X tedy bude typu 3x5. Dosazenim do rovnice (1) obdrzime matici Y, ve které
je zaSifrovana dand zprava.

2 1 2 11
11 4 5 0 14 2 1 1 2 1 58 29 59 33 48
Y=X-A= < 5 14 29 0 22) ‘|10 0 1 0 1]= ( 82 41 97 55 92).
29 14 1 32 O 111 2 1 118 75 105 121 76
2 1 2 1 2

Ptijemce obdrzi zasifrovanou zpravu ve tvaru posloupnosti ¢isel:
58 29 59 33 48 82 41 97 55 92 118 75 105 121 76.

Z rovnice (1) lze (A je regularni matice, nebot’ det A = —1 # 0) vyjadfit matici X

58 29 59 33 48 /
X=Y-A‘1=<82 41 97 55 92)-\

118 75 105 121 76
11 4 5 0 14
=<5 14 29 0 22).
2

29 14 1 3

_ o = OO

Pfijemce tedy na zaklad¢ této matice X pritadi deSifrované posloupnosti ¢isel odpovidajici
hlasky a prvni ¢ast citatu zni:

Tab. 7 Ptifazovaci tabulka 2

K| D|E| - | N|E|NI|T|]-=|V]|IT|IN|A]| , K6 |-
11| 4 | 5| 0 |14 5 [14]29]| 0 |2 ] 29| 14| 1320

Piijemce zpravy si tedy v nékterém z informacnich zdroji vyhledd odpovéd, kterd
je pokracovanim Euripidova citatu a chce ji odeslat puvodnimu odesilateli zpét (pod stejnou
sifrou). Druhé casti citatu v 1. fadku odpovida posloupnost cisel (pro neviditelny znak
pouzijeme pomlcku), uvedena v nasledujici tabulce:

Tab. 8 Ptifazovaci tabulka 3
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NIE[N[T[-JL[A[S[K[Y[=](JEJUIRTIJPJI|[D[E[S]) [=[=-]-=
145 [14|29] 0 [12|27]19(11]25|0|33|5|21|18(9|16|9 | 4

ol
[EEN
©
w
~
o
o
o

Tuto posloupnost zapiseme do nové matice X typu 5x5. Dosazenim do rovnice (1) obdrzime
novou matici Y, ve které je zasifrovana dana zprava.

14 5 14 29 0\ /2 1 2 1 1 67 48 76 82 62
/12 27 19 11 5\ /2 11 2 1\ /139 75 131 113 119\
Y=X-A=]| 0 33 5 21 18|-]o 0 1 0 1|=1]123 72 95 126 95 ]|.
\9 16 9 4 5/ \11121/ 64 34 57 54 48
19 34 o/ \2 12 1 2 106 53 72 87 53

Pivodni odesilatel obdrzi zaSifrovanou zpravu ve tvaru posloupnosti Cisel
67 48 76 82 62 139 75 131 113 119 123 72 95 126 95 64 34 57 54 48 106 53 72 87 53.

Z rovnice (1) si nasledné vyjadii matici X

67 48 76 82 62 0 1 0 -1 0
139 75 131 113 119 0 -3 -3 2 2
X=Y-A'=[123 72 95 126 95 1 0 1 0 —-1]|=
64 34 57 54 48 0 1 1 0 -1
106 53 72 87 53 -1 0 0 0 1

14 5 14 29 O
12 27 19 11 25

=] 0 33 5 21 18|
9 16 9 4 5
19 34 0 0 O

A ztéto posloupnosti ¢isel ptifadi pavodni odesilatel podle vySe uvedeného schématu
odpovidajici hlasky, takze odpoveéd’ neboli druhd ¢ast citatu zni:

Tab. 9 Pfitazovaci tabulka 4

NIE[N|[T|[-|L|A|S|K|[Y|-|(|E|[U|R|I|P[I|D|E|S|) |—-|-]|-
14|5]14]29]0[12|27[19|11]25|0|33[5|21]18|9|16]9] 4

(&)
[EEN
©
w
~
o
o
o

Cely citat tedy zni:
»Kde neni vina,
neni lasky (Euripides)*
PRIKLAD 9

Aplikace maticového poctu sinverzi obsahujici Leontiefovu technologickou matici
k vypocétu bezeztrdtové celkové produkce systému ti'i na sobé dodavatelsko-odbératelskymi
vztahy zavislych firem s externimi odbérateli

Uzitim Leontiefova ekonomického modelu definovaného jeho technologickou matici
tretiho fadu
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02 04 01\ F
G= (0,2 0,1 0,3) F, dodavatelé
0,3 03 01/ F;
F, F, F

l_Y_J

odberatelé

a s produkci pro tii externi odbératele (uvadénou v absolutnich ménovych jednotkach — zde
v €), danou matici (vektorem) produkce pro externi odbératele

30000
H= <10 000) ,
20000

vypocitejte matici (vektor) X hodnot celkové produkce jistych tii firem, jejichz dodavatelsko-
odbératelské vztahy jsou matici G strukturovany. [0

Poznamka K intepretaci Leontiefova (input-output) ekonomického modelu

Americky ekonom ruského ptivodu Wassily Wassilyevich Leontief se v 30. letech 20. stoleti
zabyval strukturni analyzou ekonomiky. My pouzijeme tzv. staticky model, ktery neobsahuje
investice, a celkovd produkce X se neméni. Tzv. dynamicky model jiz investice obsahuje,
celkova produkce X(t) se v case t méni a je tieba ji najit feSenim soustavy linedrnich
diferencidlnich rovnic se zadanou, tzv. pocdtecni podminkou X(0) = Xo, kde Xo vyjadiuje
pocatecni stav produkce. Leontief popsal prostiedky linedrni algebry nékteré ekonomické
modely kvantifikujici produkei systému firem. Pro jednoduchost uvazujeme jen tfi firmy F;,
F,, F;, pticemz produkce kazdé z nich je zavisla na produkci ostatnich firem. Kvantitativné
miZeme tuto zavislost vyjadiit matici G typu 3 x 3, kde prvek g;; matice G ur€uje produkci
firmy F; potfebnou k zabezpeceni produkce firmy F; v hodnoté jednoho eura.

Technologickd (Leontiefova technologickd) matice je ¢tvercovd matice G = (g;;) tadu n,
pro jejiz prvky plati

1. Yij S [0, 1]
2. Yit19ij < 1prokaidéj = 1,2,...,n.(Tj. soucet prvkii ve sloupci neprevysi 1)

Sloupcova interpretace matice G vyjadiuje ndkladovost produkce firem. Soucet prvki v j-
tém sloupci se rovna celkovym nékladim na produkci v hodnoté jednoho eura. Tedy nasi

matici G
02 04 0,1\ F
G=(0,2 0,1 0,3) F,
03 03 01/ F;

Fi F, F
interpretujeme takto:

e firma F; ke své produkci v hodnot¢ 1,- € potiebuje produkci

od F; v hodnot¢ 0,2 €
od F, v hodnoté 0,2 €
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od F; v hodnoté 0,3 €
e firma F, ke své produkci v hodnot¢ 1,- € potiebuje produkci

od F; v hodnot¢ 0,4 €
od F, v hodnot¢ 0,1 €
od F; v hodnoté 0,3 €

e firma F; ke své produkci v hodnoté 1,- € potiebuje produkci
od F; v hodnoté 0,1 €
od F, v hodnot¢ 0,3 €
od F; v hodnoté 0,1 €

Schematicky mtizeme dodavatelsko-odbératelské vztahy vyjadrit nasledujicim obrazkem:

0,1 -
2, (B3 7)o
013 /

Obr. 6 Schéma dodavatelsko-odbératelskych vztahi tii firem

Radkovd interpretace matice G — Soucet prvkil v i-tém fadku vyjadiuje pozadavek produkce
I-t¢ firmy pro vyrobu ostatnich firem v hodnot¢ 1,- €.

Jestlize x4, x,, x5 jsou celkové produkce firem F;, F,, F;, (z toho hq, h,, h; pro externi
odbératele), tak tyto moznosti vyjadiime nasledovné

e firma F; produkuje
0,2x; € pro F;
0,4x, € pro F, 0,2x; + 0,4x, + 0,1x3 + hy = x4,
0,1x5 € pro F;

e firma F, produkuje
0,2x; € pro F;
0,1x, € pro F, 0,2x1 + 0,1x, + 0,3x3 + h, = x,,
0,3x3 € pro F;

e firma F; produkuje
0,3x; € pro F;
0,3x, € pro F, 0,3x; + 0,3x, + 0,1x5 + h; = x3.
0,1x5 € pro F;

Sloupcova interpretace matic G - Naklady firmy F; na celkovou jeji produkci jsou rovné
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N =0,2x; + 0,2x; + 0,3x,
a jeji zisk predstavuje
Z=x;—N=x,-(1-0,2-0,2-0,3).

Obecné situaci dodavatelsko-odbératelskych vztahti popisuji technologické matice fadu
(stupné) n, kdy prvek g;; vyjadtuje hodnotu produkce dodavatelské firmy F;, kterou odebird
firma F; na zabezpeceni své produkce v hodnot¢ 1,- €. Firma F; na zabezpeceni své produkce
V hodnoté 1,- €, celkové od firem F, F,,..., F, odebira produkci v hodnoté

91j T 92j + -+ Gnj-
Aby jeji produkce nebyla ztratovd, nesmi tento soucet piesahnout hodnotu 1.
Pro kvantifikaci vyroby jednotlivych firem systému vyuzijeme fddkovou interpretaci matice
G. Jestlize celkovd produkce firmy F; piedstavuje x;,-€ a ztoho produkci pro externi
odbératele h;,- €, pak x; mizeme vyjadiit ve tvaru

gi1X1 t ginXa + -+ GinXn + hy = x;,i = 1,2, ..., n.

Nasi tlohou je vypocitat xq, x5, ..., X, pii znamych hodnotach prvki g;; a h;. Pfedchazejici
rovnice mizeme zapsat ve tvaru maticové rovnice — zakladni bilan¢ni rovnice

G-X+H =X

Odtud mame
(E-G)- X =H,

kde (E - G) je tzv. Leontiefova matice. Urcuje vyprodukovanou finalni produkci z jednotky
celkové produkce.

Z ptedeslé rovnice ziskame inverzi hledanou matici (vektor) X celkové produkce
X =(E-G)*: H,
kde H je sloupcova matice vyjadiujici absolutni poptavku externich odbératelt h; (tj. v €) a
(E-G)*

je tzv. Leontiefova inverzni matice.

RESENT:
Uloha vede na Leontiefitv ekonomicky model dany technologickou matici G, jehoz feseni je
dané maticovou rovnosti s Leontiefovou inverzni matici

X=(E-G)*t: H.
Vypoétem inverzni matice dostaneme vektor celkové produkce X

L 14 55 —6 30 000 4250
X=(E-G)*-H =20 |16 —16 50 '(10 000> = (6 600),
31 20 —4 20000 5250
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coz znamena, ze celkové produkce firem F;, F,, F3 jSou x; = 4 250,- €, x, = 6 600,- €, x5 =
5 250,- €.

PRIKLAD 10

Aplikace operace logaritmovdni a funkce zvané charakteristika na vypocet pi‘esné doby
uroceni daného vkladu pro ziuroceni na predem pozadovanou castku, kdy je nejprve
nutné pouZit sloZené uroceni, na jehoz vysledek pak miZe navazat a zpresnit jej smiSené
uroceni

Za jakou dobu splatnosti, vypoétenou s piesnosti na dny, se zuro¢i ¢astka 10 000 €
nacastku 11 000 €, jestlize banka pouzivd urokovou sazbu 4% p. a. s pualrocnim
PFipisovanim urokii. VyuZzijte Casty predpoklad (s vyjimkou anglického standardu), ze rok ma
360 dni a ptedpokladejte, ze srdzkovd daii z urokii je nulova. [

Poznamka z teorie 1

Uvazujme nejprve uroCeni, které je kombinaci jednoduchého uroceni a slozeného trocent,
a to je tzv. smiSené troceni polhttni (kdy se uroky plati na konci trokového obdobi na rozdil
od predlhitniho troceni, kdy jsou uroky placeny na jeho zacatku), které je dano vzorcem

—d)i\"o

Kn=K0-(1+%) (141 =d)i-D), L)
V némz je
Kn budouci hodnota kapitalu, splatna ¢astka
Ko soucasna hodnota kapitélu, jistina
d srazkova dan z troki
i ro¢ni Grokova sazba, sazba p. a.
m frekvence uroceni (tj. kolikrat do roka jsou pfipisovany troky)
No pocet celych urokovych obdobi, béhem nichz byl ulozen kapital

| zbytkova doba uloZeni (vyjadiena v letech).

SmiSené uroceni se pouziva pii uloZeni kapitdlu na dobu, kterou nelze vyjadfit jako cely
pocet urokovych obdobi. Jednd se proto o zobecnéni jednoduchého uroceni a sloZeného
uroceni.

Poznamka 2

Pro ny = 0 ptejde vzorec (1) ve vzorec odvozeny pro jednoduché uroceni (pfitom polozime
[l =n), pfi némZ se vyplacené Uroky stale pocitaji z plivodniho kapitalu, tedy se k nému
nepficitaji

Ky=Ky-(1+(A—-d)i-n), 2
V némz

n je doba ulozeni kapitalu a ta je zde stanovena v poctu let (pfiCemz pro jeji
snadn¢jsi stanoveni lze vyuzit napt. tabulkovy procesor MS Excel, kdy se vypocet
voli podle n¢kterého ze 4 mezinarodnich standardi).

Poznamka 3
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Pro [ = 0 ptejde vzorec (1) ve vzorec odvozeny pro sleiené uroceni, pti némz se uroky
K ptivodni penézni Castce pfipisuji a spolecné s ni se dale Groci, a v némz polozime n = n,
takze plati vzorec

Kn:Ko.<1+w>_
m

SloZené uroceni se pouziva pro ulozeni kapitalu na cely pocet urokovych obdobi, kterymi
nutné¢ nemusi byt roky. Pro vkladatele je vyhodnéjsi oproti jednoduchému turoceni, je-li
kapital ulozen na vice tirokovych obdobi.

RESENI:

Nejprve musime piedpokladat, ze pocet urokovych obdobi, zde pocet pololeti, nemusi nutné
byt celé Cislo ng ve vzorci pro smiSené uroceni. Proto pro vypocet téchto n obdobi nejprve
pouzijeme vzorec pro slozené uroCeni ve tvaru

odkud po logaritmovéni obdrzime
_InK, —InkK,

(i)

)

takze

~In11000 —1In10 000

T (1 0%

= 4,81 pololeti.

Z vysledku pouZzijeme pouze cely pocet trokovych obdobi, tj. 4 pololeti, pficemz toto ¢islo
nam matematicky uréi (ve shodé s platnou normou CSN ISO 80000-2) funkce ent(4,81) = 4
(cti: ,,entiéer”), kde funkce ent(x) je tzv. charakteristika ¢isla x (star$i nazev byl celd cast
c¢isla X), a jeji hodnotu dosadime za n, do rovnice pro smiSené Gro¢eni ve tvaru

i\
Kn=K0-(1+§> C(ti-D),
do které dale dosadime | = t/360, kde t je zde zbytkovd doba uloZeni vyjadiena v poctu dni,
behem nichz je vklad urocen jednoduse. Numericky postup dava
4

11 000 = 10 000 (1+0’04) (1+004 t)
N 2 7360/

odkud opét logaritmovanim ziskdme
t = 146,07 dnt.

Vklad 10 000 € se zaroci na 11 000 € za 2 roky, 0 pololeti a 146 dni.
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PRIKLAD 11

Aplikace limitniho procesu a vyuziti znamé definice Eulerova d¢isla jako limity na
odvozeni vzorce pro spojité tiroéeni jako limity sloZeného uroceni

Odvodte vzorec pro spojité uroceni, které je vyuzivano piedev§im v teoretickych
financnich modelech, vite-li, ze je extrémnim pfipadem (limitou) sloZeného uroceni
popsaného i se vzorcem v jiném piikladu, kdy frekvence uiroceni m, ktera udava, kolikrat
jsou uroky pfipisovany do roka, neomezené roste, jinak feceno, neomezené kratkému
urokovému obdobi také odpovida neomezené mala wrokovd sazba. Abstrahujte od srdZkové
dané 7 uroku.[]

RESENI:
SloZené troceni je pti zanedbani srdzkové dané€ z troki popsano vzorcem

n

i
Kn=K0'(1+E) y

vnémz je K, resp. K, splatna ¢astka, resp. jistina, i sazba p. a., m frekvence tGroceni (tj.
kolikrat do roka jsou pfipisovany troky), n doba ulozeni kapitalu v letech.

Nyni piejdeme k limité slozeného tiro¢eni pro m — +o00. Za n let se troky pfipisi m - n — krat,
jinak feceno, pocet urokovych obdobi je nyni m - n, nebot’ v kazdém z n obdobi je dalSich m
obdobi, tedy limitni proces

im m4imn

~|3
——

_ i\™" . 1 . 1
K, = mlLrEmK"'(l-l_E) =K0-mlirlqoo 1+E =K,- —lir-?oo 1+E ,

i L i
vede na vzorec popisujici spojité tiroceni

K, =Ky e™,

kdy jsme vyuzili definitorickou rovnost pro ¢islo e

X

1
e := lim <1+—>
X

X—+00

Zaveérem poznamenejme, ze spojité uroCeni je pro vkladatele jesté vyhodné€js$i nez slozené
uroceni, jehozZ je specidlnim piipadem, i kdyZ sila tohoto Uroceni se projevi az pfi Groceni
nekolika desitek procent ro¢né.

PRIKLAD 12

Aplikace pojmu derivace funkce k FeSeni extremdlni tilohy o vypoétu maximadlniho zisku
Piijcovna aut disponuje 50 osobnimi auty. Dlouhodobym pozorovanim se zjistilo, Ze

pfi dennim prondjmu jednoho auta za 30,- € se dosahuje plna denni pronajimatelnost a kazdé

zvySeni pronajmu o 1,5 € zplsobuje ubytek z4jmu o jedno auto. Jakou cenu prondjmu méme
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stanovit, aby zisk firmy byl maximalni, jestlize nové kalkulace na denni rezijni naklady
pronajatého auta vychazeji ptijcovnu na 3,- €. [

RESENI:
Kdyz x oznaCuje pocet pronajatych aut, pak 50 — x aut zlstdva denné nepronajatych,
coz je dusledek zvyseného pronajmu o 1,5 - (50 — x). Potom denni zisk ptjcovny je roven

P(x) =(30+ 1,5 (50 —x)) - x — 3x = 102x — 1,5x2. Q)

Kvadraticka funkce P(x) reprezentovana zde parabolou otevienou proti (kladnému) sméru
osy Oy ma jediné lokdlni (i globdalni) maximum ve stacionarnim bod¢ x, , pro ktery plati

P,(XO) - 102 - 3X0 - 0 ﬁxO == 34‘.

Zvyseny prondjem o 1,5+ (50 — 34) = 24,- €, to je 54,- € na jedno auto, pfinasi pii dennim
pronajmu 34 aut maximalni denni zisk v hodnoté P(34) = 1 734,- €.

Zavérem poznamenejme, ze vypocitanou hodnotu 1 734 lze obdrzet rovnéz z (1) po Gprave
kvadratického vyrazu na ,.Ctverec” (druhou mocninu), kterd je znama ze stiedoskolské
matematiky. Pak plati

3
P(x)=—§-x2+102-x=
3.2, (102) +(102)2 (102)2 B
2" 3) 777 \3 3|7

_ 3< 102)2 3(102)2
-2 73 T2\

3
P() = —5- (x=38)°+1734,

takZe zminéna parabola ma v bodé V = (34, 1 734) sviij vrchol.

PRIKLAD 13

Aplikace vlastnosti thla v sousednich trojuhelnicich, vyjadienych goniometrickymi
funkcemi a cyklometrickou funkci, v€etné aplikace nutné podminky lokdlniho minima
funkce jedné proménné na vypocet matematické podminky, ktera zarui minimadlni
ekonomické ndklady nutné k tomu, aby prima silni¢ni pripojka k Zelezni¢ni trati byla
vedena z mésta, kterym Zeleznice neprochazi, pod optimdlnim tihlem, je-li znam pomér
dopravnich nakladu na silnici k nakladim na Zeleznici

Nedaleko firmy A ma vést po vytycené piimce k méstu B Zeleznice. Pod jakym thlem
a k zelezniéni trati je nutné projektovat ptimou silnici od A, aby doprava z A do B byla
co nejlevnéjsi, bude-li dlouhodobé sazba za dopravu po silnici za 1t /km oproti Zeleznici m-
krat drazsi? [

RESENI:
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Situaci vystihuje nésledujici obrazek

d C y

&

|
|
A
Obr. 7 Hledani optimalniho thlu silni¢ni pfipojky k Zelezni¢ni trati

Necht’ n jsou naklady na dopravu po Zeleznici, p celkové naklady, pticemz v, | jsou konstanty.
Pak plati

v v
—=sina=>x=——,y=1l—d=1—-vcotaq,
x sina

takze

1
= (l-d)= e (1 - ta).
p=mnx+n-( )=mnv sina+n (l—=vcota)

Nutnd podminka lokalniho extrému funkce p(a) dava

() = —mnv - — +n-(=v)[——= )=0:>—mnv-cosa+nv=0:>
p'(a) sin? a (=v) ( sin? a

cosazi, kde 1 < m. (@)
Odtud ziskame staciondrni bod funkce p(a), coz je hledany tihel
_ 1 )
@ = arccos—,

a to za nasledujici podminky

[
=—< =—,
cosa cos S

tedy za podminky

l 1
—_— < =
AB m

: ©)

kde I je velikost kolmého primétu spojnice AB mést A a B do sméru zeleznicni trati
prochazejici méstem B.

Lze ukazat, ze p''(a) > 0, tedy ze celkové ndklady p(a) jsou funkci vSude (0 <a< g)

, ;s S 1
konvexni, ktera je minimadlni pro cos a = —.

Plati totiz
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. —sin®a —2cos?a-sina o
p"(a) = —mnv - — — 2nv - sin
sint

3

a.

Dosadime-li sem ze vztahu (1), vyjde po jednoduch¢ tprave

3

m
p"'(a(m)) = nv-———> 0.
m? —1

PRIKLAD 14

Aplikace kosinové véty a nutné podminky lokdlniho extrému funkce jedné proménné na
vypoclet optimdlni vzddlenosti, ve které ma zastavit robot, aby vySku obrazu ze svislé
stény snimal (vidél) pod nejvétsSim ahlem

Zjistete, v jaké vzdalenosti ma zastavit robot, aby vysku obrazu na svislé sténé snimal
pod maximalnim uhlem, jestlize horni, resp. dolni okraj obrazu je o a, resp. b vyse, nez
optické ¢idlo robota. [

RESENI:
Situaci znazoriuje nasledujici obrazek
™~
~
~ ~ V d? + a2
™~
~
a N @ max
Vd? + b? N
—~ N
b T — —_— ™~
—— ~N
—-
d=7
Obr. 8 Vysetiovani maximalniho thlu snimani svislého obrazu v zavislosti na vzdalenosti
obrazu

Z kosinové véty pro trojuhelnik o stranach a, b, ¢ znamé ze sttedoskolské matematiky

c?=a?+b?—2ab-cosy

mame

(a — b)? = (d? + a®) + (d? + b?) — 2,/(d? + a?) - (d? + b?) - cos ¢.

Oznacme
d? + ab

J(@+a?)- (@ +b?)’

y(d) =coso =

pfiemz tuto zavislost vyjadfuje nasledujici obrazek (jenz byl ziskdn systémem pocitacové
algebry Matlab).

28/44



Univerzita Tomase Bati ve Zliné

va-b
a+b I
2 [
0.7} I
I
I
0.6 ' L . . - - . —>
0 2 4 6 8 10 12 14 16
O va-b d

Obr. 9 Graf zavislosti velikosti snimaného thlu (daného funkci kosinus) na vzdalenosti
snimani pti volb¢ a =8, b =2

Z geometrické podstaty lohy je evidentni, ze thel nabyva svého maxima, a to pravé jednou.
Staci proto pouzit nutnou podminku pro jeho existenci, coz je nulova hodnota derivace
nasledujici funkce

d(2d? + a? + b?)
V(d?+a?)-(d?+b?)
(d? + a?) - (d? + b?) B

2d+/(d% + a?) - (d? + b%) — (d? + ab) -
y'(d) =

_2d(d?*+a?)-(d* +b?) — (d* + ab) - d(2d* + a® + b?) _ 0
[(d2 + a2) - (d2 + b)]2

Tedy po upravé Citatele posledniho zlomku musi nastat pro jeho nulovost nasledujici rovnosti

(a—b)?-(d*—ab)=0=>d=+Va"b.
l_'_l

>0
Zavér:
Robot musi zastavit ve vzdalenosti, kterd je rovna geometrickému priméru (sttedu) dvou
hodnot a a b, pficemz lze odvodit, Ze odpovidajici hodnota Vv této vzdalenosti y = cos ¢ je
déna podilem geometrického priméru va-b K aritmetickému priméru (a + b)/2.

PRIKLAD 15

Aplikace metody ,,per partes“ Vv neurcitém integralu na odvozeni funkce celkovych piijmi
a zni dale na urceni funkce poptavky, odkud lze aplikaci limity v nevlastnim bodé
potvrdit, Ze poptavka rychle klesa s mnoZstvim prodanych vyrobki

Najdéte funkci celkovych piijmi Tr(x) (Total revenue) a funkci poptavky d(x)
(Demand), jestlize funkce marginalnich (meznich) pfijmi Mg (x), kde X je pocet vyrobkd, je
dana vztahem
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Mg(x) = (2 —;—0) e_% :

[
RESENI:
Pro funkeci celkovych piijmt plati
Tr(x) = f Mg (x)dx .

Po dosazeni dostaneme

Tr(x) =f(2—5x—0)e_%dx= (2—5x—0)-(—4)-e_%—f(—%>-(—4)-e_§dx =
SRR NS N

X
i (r — .o 2 ]
20 (x—96)-e2+C

Funkce celkovych piijmu tedy vysla

TR(x)zi-(x—96)-e_Z+C

1)
Pii vypoétu jsme vyuzili metodu per partes, kde jsme zvolili
X x
=2 —— =72
u 20 v =e

u’=(0—5—10) v=(—4)-e_%

Integra¢ni konstantu ur¢ime z rovnice (1), kdyz dosadime za x nulu (nulové mnozstvi
vyrobku, za které jsme ziskali nulovy piijem). Po¢atecni podminka pro feSeni ulohy:

Tz (0) 19 +C=0 C 1
= —_——— = = [ —
R 25 25
Funkce celkovych pfijm1 je
£ 12

Tr(x) = %- (x—96)-e ¢+ "
(2)

Funkci poptavky d(x) uré¢ime ze vztahu
Tr(x) = x p = xd(x), p — cena vyrobku.

Odtud pro funkci poptavky d(x) mame
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d(x) = 2. 3)

Po dosazeni (2) do (3) dostaneme pro funkci poptavkovy vztah:

o L[ G 96) 3 192
A T € 25 |
takze
0o < 2 (1 96) 1192
=50 x) E7 25x

Odtud je zfejmé, ze poptavka d(x) rychle klesd s mnozZstvim (prodanych) vyrobku, nebot’

lim d(x) =0.

X—+00

PRIKLAD 16
Aplikace urditého integralu k vypoctu spotiebitelského a podnikatelského piebytku
Vypocitejte podnikatelsky a spotiebitelsky piebytek, jestlize funkce poptavky
_ 2
R cef0,2Vi5 ], resp.

6

(Demand), resp. nabidky (Supply) maji tvar D(q) =
S(q) =c—2,c>1.(cenav tisicich €)

Pro vypocet spotiebitelského piebytku Cs (Consumer surplus) pouZijte vzorec

Pm

Cs = j D(c) dc

DPE
a pro vypocet podnikatelského ptebytku vzorec

PE
Ps = f S(c) dc.
O Do
RESENI:
Nejprve musime najit prvni soufadnici cg rovnovazného bodu E vyfeSenim rovnice

D(c) = S(¢)

60 — c?

6
60 — c?=6¢c—12

c2+6c—72=0>cg=6.

=c—2

Poté
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60— 2 60 32
Cs=f TdCZ?C_EL =
3
215 63
=10 - 2Vv15 — %—(10 -6—E> = 3,640

Pszf(C—Z)dCZ[?—ZCl
1 1
=18—12—G—2)=7,500.

Spotrebitelsky prebytek tedy vysel 3 640,- € a podnikatelsky prebytek 7 500,- €.

PRIKLAD 17

Aplikace integraéni metody ,per partes“ V uréitém integralu na vypocet nezbytné
pocate¢ni kapitalové investice, ktera zabezpec¢i prijem, odpovidajici pfedem stanovené
hustoté piijmii v daném casovém intervalu pii stanovené procentni #rokové miie
a spojitém urokovani (Spojité urokovani byva studovano ve Financéni matematice)

Zjistéte, jaka pocatecni kapitalova investice K, zabezpeci v pribéhu prvnich 10 let pfi
9 % ro¢ni trokové mife a spojitém trokovani piijem, ktery je urcen hustotou piijmi

— f(t) =8100+ 2700t, kdet jsou roky.

RESENI:

Vime-li, ze pro vypocet velikosti kapitdloveé investice K, pouzijeme vztah

T _pt
K, =f f(t)e 100d¢t,
0
dostaneme

10 10

e” 0% dt +2700 f te” %% dt =
0

e—0,09¢ 10 e—0,09¢ 10 1 e—0,09¢ 10
=8100- + 2700 - <|t — . =
[—0,0910 I —0,09L -0,09 [—0,09]0

100
=—90000-(e™®° —1)— 30000 - [(1Oe_°'9 -0)+ o5 (e7%% — 1)] =

10
Ky = j (8100 + 2 700t) - e~%%%tdt = 8100 - J
0 0

= 129 248 meénovych jednotek.
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Pti vypoctu jsme vyuzili metodu per partes, kde jsme zvolili

u=t v = e 00%

1 -
‘e 0,09t.
-0,09

u' =1 v=

PRIKLAD 18

Aplikace véty o sti‘edni hodnoté integrdlniho poctu na urceni takové hodnoty c¢asu
V uvaZzovaném c¢asovém intervalu, ve kterém spojita funkce celkovych nakladid pro
vyrobu bezpeénostni technologie nabyde své sti‘edni hodnoty

Urcete stfedni hodnotu (f) funkce f(x), kterou konkrétné¢ bude funkce celkovych
nakladt

To(t) =5-(3t2+ 1)

pro vyrobu nové bezpeénostni technologie probihajici v ¢ase t z intervalu [0, 5] a zjistéte,
V jakém Case t V uvedeném intervalu stiedni hodnotu (T) funkce T (t) nabyva. [

RESENI:
Podle véty o stit‘edni hodnoté integrdlniho poctu plati, ze kdyzZ je funkce f(x) na uzavieném
intervalu [a, b] spojita, pak existuje (alespoti jeden) bod & na [a, b] takovy, ze

b
[ reow=r©-0-w

neboli

[7 f(x)dx

£ =|(f ==

Proto stfedni hodnota celkovych nakladu je

1 5
(Te) = £ f 5-(3t2 +1)dt = [t3 + t]3 = 130 ménovych jednotek.
0

Kwvadratické rovnici
5-(3t?+1) =130

vyhovuje naSemu casovému intervalu pouze kladny kofen t = \/5—5 , coz je piiblizn¢ 2,9
Casovych jednotek, v nichz je dosazeno stfedni hodnoty 130 ménovych jednotek celkovych

nakladu.
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PRIKLAD 19

Aplikace véty o sti‘edni hodnoté integrdalniho poctu na logaritmickou funkci
Metodou nejmensich ¢tvercli z matematické statistiky bylo zjisténo, ze ekonomicka
data reprezentujici procentualni urok rostou v obdobi [e, 11e] piiblizné podle regresni funkce

flx) = g In x. Urcete

1) stfedni hodnotu uroku (f) ve zminéném obdobi
2) v jakém Case x ji nabyde. [

RESENI:
Ad 1.

flle 10

. Elnxdx =(f)(11le—e)
(f)y = ﬁfellel-lnxdx =ﬁ[xlnx—x]§le =

__1 _qyj11e — _1 —1Y—0] =
=% [x(Inx —1)]3'¢ = T [11e(In(11e) — 1) — 0] =
=In11 = 2,398 = 2,40,

kde jsme integrovali metodou ,, per partes “.
Stredni hodnota troku v daném obdobi ¢ini 2,40 %.

Ad 2. glnx =In11
Inx=11In11 = In11"?
x =111 = 13,98

Stfedni hodnota troku 2,40 % nastane v 13,98 casovych jednotkach, kterymi je méfeno
zadané obdobi. Pfitom polovina obdobi uplyne v Case % (e+ 11e) = 6e = 16,31.

PRIKLAD 20

Aplikace nevlastniho integralu na vypocet celkového piijmu p¥i exponencialnim poklesu
vySky renty

Zjistéte celkovy piijem vlastnika pozemku z jeho pidy za obdobi [0, o), jestlize vyska
renty je urcena funkci

] f(t) = 4 000e~%%94t mgnovych jednotek, t — roky. [
RESENI:
Na zakladé vztahu

T
Tp(Ty, T,) = f(®)dt,
T
dostavame pro vypocet celkového piijmu nevlastni integral

+ 00 a

Tr(0,00) = f 4000e~%004t 4t = 4000 lim | e~ %004 d¢ =

0 a=% Jo

e—0,004t a
— : - _ : —-0,004a __ —
= 4000 01}5’2’0 l—0,004L 1000 000 Ollgglo(e 1)
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= 1000 000 meénovych jednotek.

PRIKLAD 21

Aplikace diferencialu Cobb-Douglasovy produkéni funkce znamé z mikroekonomie
k pribliZnému urceni vystupni hodnoty této funkce pii malé zméné dvou nezavisle
proménnych, kterymi jsou denni kapitalové investice a denni pracovni sila

U subdodavatele Ceské zbrojovky Uhersky Brod je mnozstvi denniho vystupu dané
Cobb-Douglasovou produk¢ni funkci

1 1
Q=0(K L) =81K3L09

kde: Q — je mnozstvi denniho vystupu,
K — je denni kapitalova investice,
L — je denni pracovni sila.

Pomoci diferencialu funkce ptiblizné vypocitejte (aproximujte) mnozstvi denniho vystupu Q
a procentualni zménu v mnozstvi vystupu, jestlize souc¢asnd denni kapitalova investice Ko =
19 683 K¢ se zvysi na K= 19 690 K¢ a denni pracovni sila Lo = 729 se zvysina L = 731.[]

RESENI:
Uvazujeme tedy funkci

1 1
Q(K,L) =81K3L073,
vychozi bod
A = (19 683,729),
ptirtstkovy bod
X=(K,L) = (19 690, 731).

Vychozi hodnota funkce je Q(A) = 177 147, pii¢emz bod X se nachazi blizko bodu A a plati
pfiblizna rovnost

Q(X) = Q(A) + dQ(A, X), )
kde diferencial je
dQ(A, X) = 252 (K — Ko) + 252 (L~ L).

Po dosazeni do ptedeslé rovnosti dostaneme
1 _2 (1_1) 2 11
dQ(A, X) = 2+ 81- K73 LV73)| 4 (19690 — 19 683) + =+ 81 K3 L7355 - (731 — 729) =
2 1 1 1
=27-(19683)73-(729)3 -7 + 54 - (19 683)3 - (729) 73 - 2 = 345.

Po dosazeni téchto hodnot do (1) obdrzime:

Q(X) = 177 147 + 345 = 177 492.

Jestlize soucasné mnozstvi denniho vystupu Q(A) = 177 147 budeme povazovat za 100 %,
pak 1% je 1771,47 a nové mnozstvi denniho vystupu Q(X) = 177 492 je v procentech
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100,19 %. Zjistili jsme, Ze pii zménach denni kapitdlové investice K a denni pracovni sily L
zhodnot Ko= 19683 K¢ a Lo= 729 pracovnich hodin na hodnoty K= 19 690 K¢ a
L = 731 pracovnich hodin doslo k nartistu mnozstvi denniho vystupu pfiblizné o 345 dennich
jednotek, coz v procentualnim vyjadieni predstavuje narust o 0,2 % (zaokrouhleno na 1
desetinné misto). Na zavér si znazornime graf Cobb-Douglasovy funkce Q(K, L) na ¢tverci
M = [0,100] x [0, 100].

10000

Obr. 10 Prubéh Cobb — Douglasovy funkce znazornéné sitovym grafem
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PRIKLAD 22

Aplikace hessianu v tiloze vedouci k nalezeni (volného) lokdlniho extrému funkce vice
proménnych na maximalizaci zisku, jemuz odpovidaji optimalizované hodnoty vstupii

Urcete kombinaci vstupd, kterda maximalizuje zisk pro produkéni funkci (jde o
polynom 2. stupné dvou nezavisle proménnych)

q=f(x,y) =4xy + 20x — 6x% — 4y? + 22
a ndakladovou funkci
C(x,y) =22x + 12y + 260
pii cené vystupu p = 10, kde X, resp. y je mnozstvi prvniho, resp. druhého vstupu. [
RESENT:
Ziskovd funkce je
z(x,y) = pq — C(x,y) = 40xy + 200x — 60x? — 40y? + 220 — 22x — 12y — 260.

Z nutné podminky pro lokalni extrém, tj. z nulovosti prvnich parcialnich derivaci, plyne:

0z(x,y)

= 40y + 200 — 120x — 22 = 0, 1)

0z(x,y)

— -~ = 40x — 80y — 12 = 0. 2
3y x y 2)

Upravou linearnich rovnic (1) a (2) ziskame

60x — 20y = 89

©)
10x — 20y = 3.

Resenim (3) ziskame bod P podeziely z extrému, coz je zde staciondrni bod P = (3,25; 3).
Pomoci postacujici podminky pro lokalni extrém zjistime, zda se jednd o maximum ziskové
funkce v tomto bodé. K tomuto ucéelu vypocitame druhé parcialni derivace ziskové funkce
z(x,y) v bod¢ P.

Hi(P) = 0%z(x,y) 0%z(x,y) 0%z (x,y)

axz IP = 120, 9y? p = =80, 9xdy

77 - ny

hessian H(P) =

|_120 = 9600 — 1600 > 0

Zyxy —80

Lokalni extrém existuje, nebot’ hessian je kladny. ProtoZe hodnota ryzi derivace 2. fadu
H1(P) = z},(P) < 0, nastava v bod¢ P lokdlni maximum ziskové funkce.
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Optimalni velikosti vstupti jsou tedy x* = 1,72 ay* = 0,71.
Optimalni (maximalni zisk)

z(x,y) =p*q" — C* = 415,18 — 306,36 = 108,82 ménovych jednotek.

Jako optimalni jsme oznacili ty vstupy, pfi nichz nastane maximalni zisk.

PRIKLAD 23

Aplikace zjiSténi globdlniho vazaného extrému funkce vice proménnych v kompaktni
mnoZziné na urceni rovnovadiné strategie spotiebitele, tj. takové, ktera maximalizuje uZitek
pFi daném rozpoctovém ohraniceni

Ve shodé¢ s tlohami z mikroekonomie — z teorie spotiebitele uvazujeme funkci uzitku
u(xq, x3). Necht’ ma tvar

u(xy, x,) = A x1x,, kded >0 1)

je realny parametr, x; , resp. x, je mnozstvi prvniho, resp. druhého spottebniho statku, p; =
5, resp. p, = 2, jsou ptislusné ceny spotiebnich statkti a m = 200 je piijem spotiebitele.

1. Urcete rovnovaznou strategii spotiebitele, vyuZijete-li toho, Ze z matematického
hlediska se jedna o nalezeni vazaného globdlniho extrému funkce uzitku u(x,, x,) vzhledem
K ur¢ité mnoziné M popsané anulovanou rovnici g(x;, x,) = 0 (&i obecné&ji vice rovnicemi)
nazyvajici se vazba. Zde je mnozinou M tzv. rezpoctova usecka M

p1X1 + p2x, —m = 0, definovana pro x; € [0, pﬂ] 2
\ J 1

Y

g(xy, x3)

[protinajici 1. osu Ox; V bod¢ (pﬂ,O) a 2. osu Ox, Vbode (0,2), ktera lezi na tzv.
1

D2
rozpoctové primce, a je preponou uzavien¢ho trojuhelnika T — tzv. (kompaktniho)
rozpoctového ohraniceni
T={(x,y) € E; | x; 2 0Ax; = 0 Axypy + x2p; < M} 3

V nami feSeném specialnim piipadé, kdy n = 2 je pocet spotiebnich statkd].

2. Znazornéte prehledné celou tlohu, véetné indiferenénich kiivek — vrstevnic funkce
uzitku, rozpoctového ohraniceni a celou rovnovazinou strategii spotiebitele. [

RESENI:

Ad 1. Pifejdéme k neindexovanym proménnym a polozme x = x4, y = x,. Funkce
uzitku z (1) ma tedy tvar
u(x,y) = 1-xy, kdeleR*, (4)
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a my hleddme jeji globalni maximum vézané na podminku v (2), kterou pfepiSeme, jak byva
obvyklé, do anulovaného tvaru vazby

p1xX +py —m =0, (5)
Y
9(x,y)
tedy konkrétné do vazby
5x + 2y — 200 = 0. (6)

Usekovy tvar této rozpoétové piimky M je

X+ 2L =1,

40 100

takze protina osu Ox, resp. Oy v bodé (40, 0), resp. (0,100). Zde nastésti muzeme explicitné
vyjadiit z vazby (6) dokonce kteroukoliv z proménnych x,y (Pokud by to nebylo mozné,
museli bychom pouzit napiiklad Lagrangeovu metodu neuréitych multiplikdtorit).
Protoze z (6) obdrzime y = —%x + 100, prevedeme ulohu hledat vazany extrém

funkce u(x,y) naulohu hledat (volny) extrém jisté funkce p(x) jen jednoho argumentu x.
Jinak teceno zuZime funkci u(x, y) ze (4) definovanou v 1. kvadrantu na funkci

u(x)=u(x,y)|M=u(x,—§+100)=/1-x(—§x+100), @)

definovanou na intervalu D, = [0,40], coz je kompaktni mnozina (je ohranicend a
uzavicend).

Globalni maximum kvadratické funkce y = p(x), kterd ma koneCnou derivaci vSude na D,
muze proto z podezielych bodii P z extrémii nastat pouze v pripade, ze jde o staciondrni body
uvnitf této mnoziny D, nebo o body na jeji hranici 0D, = {0,40}. Tato hranice je tedy
tvofena krajnimi body intervalu, a to x = 0,x = 40. Derivovanim ur¢ime stacionarni body P

W(x) = A [(—gx + 100) +x (— g)] = A(=5x + 100) = 0 = P = 20.

W'(P) = =51 < 0= P =20 = LMAX je jediny bod lokalniho maxima funkce p(x) na D,,.
Protoze
max{p(0), n(20), u(40)} = max{0,10004, 0} = 10004,

je také bod P = 20 = LMAX = GMAX bodem globalniho maxima funkce p(x) na D,,.

Rovnovdind strategie je tedy bod S = (20,y(20)) = (20,50), zn&z dostdvame, ze
maximalni uzitek u(xq,x,), ktery mize racionalni spotiebitel dosdhnout pii zadanych
hodnotach cen p,, p, a pfijmu m, je optimalizovdan mnozstvim spotiebnich statkli ve vysi x; =
20, x, = 50, kdy plati max u(x;,x,) = u(S) = 1000A.

Ad 2. Grafem funkce z = xy je hyperbolicky paraboloid neboli sedlovd plocha,
takze jim je také graf G, na$i funkce u(x,y) = A-xy pro konkrétni A > 0. Indiferenéni
kiivky -vrstevnice o0 kotdch c (téz ¢ — hladiny) funkce uzitku u(x, y) maji obecné rovnice

u(x,y)=A-xy=c¢, ceR*,x >0,y > 0. (8)
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Jde 0 jednoparametricky systém rovnoosych hyperbol v 1. kvadrantu (s parametrem k)

N

k
y:%- =;,x>0,k>0. (9)

Indiferencni kiivka, na niz lezi bod rovnovdiné strategie S = (20,50), se vtomto bod¢
dotyka rozpoctové usecky M a je dana vztahem

%, x € R*. (10)

Cela situace z ulohy je pii volbé parametru A = 1 zndzornéna nasledujicimi obrazky.

Vi
m_ 100
P2
80
70
60
50
40
30
20

10

Obr. 11 Urceni rovnovazné strategie spotiebitele, dané bodem S lezicim na rozpoctové
usecce M, ktera je pteponou trojuhelnikového rozpoctového ohraniceni T. Rovnovazna
strategie maximalizuje funkci uzitku. Bodu S se dotyka indiferen¢ni kiivka (rovnoosa
hyperbola) — vrstevnice o kété (1 000), pti volbé parametru A = 1.
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100

Obr. 12 Zobrazeni sedlové plochy — hyperbolického paraboloidu

PRIKLAD 24

Aplikace nekonecné geometrické fady K vypoétu odhadu celkové sumy penéz, vyuZité
obyvatelstvem jako prijem za velmi dlouhé obdobi z prvotniho prFijmu jen d¢asti
obyvatelstva — tzv. vicendsobny efekt vyuziti v ekonomii

Urcete celkovou sumu penéz, kterda bude vyuzita obyvatelstvem, jestlize jeho urcita
skupina dafiovych poplatnikii ziska napiiklad diky dafiovym ulevdm prvotni piijem 10° €
a vime, ze obyvatelstvo nasledné utrati na uspokojeni svych potieb v pruméru vzdy 75 %
svych piijmu a zbylych 25 % uspofi, a pravé popsany proces vyuziti pfijmi budeme
povazovat za neustale se opakujici. [

RESENI:
Skupina dafiovych poplatnikli utrati z prvotniho pifjmu 10° € na pokryti svych potieb ¢astku
R, = 0,75 - 10° €, ktera je nasledné pfijmem (Revenue) téch obyvatel, kteii predeslé skuping
poskytli za tuto €astku urcité sluzby. Tito poskytovatelé sluzeb jako danovi poplatnici utrati
Z prijaté ¢astky v priméru opét 75 %, coz ¢ini ¢astku R, = 0,75+ R; = 0,75% - 107 atd.
Tento proces se teoreticky muze nekoneénékrat opakovat, takze celkova suma penéz,
které se stane piijmem — uZitkem celé spole¢nosti mize byt vyjadiena souctem nekonecné
Ciselné fady

So =Ri+Ry+--+ Ry, + .

Je to geometrickd fada s prvnim ¢&lenem a; = 0,75 - 10% a kvocientem g = 0,75. Protoze
pro kvocient plati

lql <1,
jde o fadu, ktera konverguje neboli ma kone¢ny soucet, a ten je
Sw=£—ﬂ'109=3'109.

1-q  1-0,75
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Prvotni suma penéz pro &ast obyvatelstva ve vysi 10° € pfinese celé spolecnosti uzitek —
piijem, ktery by se v dlouhodobém horizontu blizil ¢astce 3 - 10° €, tedy trojnasobku ptivodni
sumy.

Poznamenejme, Ze pti utratach 80 % z piijmi by to byl uz ¢tyinasobek piivodni sumy.

PRIKLAD 25

Aplikace Maclaurinovy Fady nahrazené Maclaurinovym polynomem 2. stupné a aplikace
nalezeni lokdlniho minima funkce jedné proménné i aplikace jeji konvexity k dikazu
vyhodnosti uloZeni kapitalu p¥i jednoduchém tiroéeni misto pii sloZeném uroceni, jde-li
0 uloZeni pouze na jedno urokové obdobi

Dokazte, ze pro vkladatele, ktery uklada na jediné Grokové obdobi, je vyhodnéjsi
jednoduché tro¢eni nez slozené uroceni, picemz zanedbejte srazkovou daii 7 uroki. [

RESENI:
Uvazujme rozdil uroceni jistiny, tj. soucasné hodnoty kapitalu, K, pii sloZeném minus
Jjednoduchém uroceni a oznaCme jej diferenci (rozdilem) AK,,. Pak je

AK, = K,(1+ )" —Ky(1+i-n)=K,J(1+D)"— (1 +i-n)],

kde i je ro¢ni Grokova sazba (sazba p.a.), n je pocet celych trokovych obdobi, béhem nichz
byla jistina ulozena.

Je zfejmé, ze AK,, je funkci proménnych i, n.

Pro n=0 a n=1 (rok) je AK,, =0, takZze ob&é urofeni maji tytéz hodnoty Vv bodech
0=(0,0),A=(1,0).

Dokazeme-li, ze AK, je konvexni funkce v intervalu [0,1], budou hodnoty vkladu pfi
sloZzeném uroc¢eni pod hodnotami vkladu pfi jednoduchém troceni (tj. budou pod useckou
OA). Oznacme

1+D)"=f()

a funkci f(i) rozvinme v Maclaurinovu fadu (coz je Taylorova Fada Vv pocatku i = 0),
takze do Maclaurinova mocninného rozvoje

f0) .+f"(0)_l.2+f"'(0)

T 30

f@=£00)+ B

postupné dosazujeme hodnoty

f0)=1
FO)=fDlizo=n1+)" " izo=n
O =f"Wlizo =n(n—1)- (1 + )" ?|;zo =n(n— 1)

a obdrzime

f(i)=1+£-i+n(n_1)-i2 nn—1) m-2)

-3
11 21 31 et
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ProtoZze mocniny ro¢ni trokové sazby i rychle klesaji k nule (vzdyt to byl pravé davod,
pro¢ jsme funkci f (i) v okoli nuly vyjadiili Maclaurinovym mocninnym rozvojem), mizeme
s dostateCnou piesnosti aproximovat funkci f(i) Maclaurinovym polynomem 2. stupné
M, (i), tj. plati ptiblizna rovnost

f@) = Mz(i)=1+n-i+%n(n—1)-i2.

Diference AK, tak bude aproximovat jistou funkci g(n) (na jejiz chovani vzhledem
k proménné n nyni zaméfime pozornost)

AK, = g(n) = Ko[M, () — (1 +i-n)]
gn) = %Koiz ‘n(n—1).

U této funkce g(n) nyni hleddme lokdlni extrém. Nutna podminka pro ngj je

gm)=0
1
E1<0i2-(2n— 1) =0
n=1/2

g~ (n) = Kyi% > 0.

Tedy g(n) ma minimum v pololeti a dokonce pro kazdé n je konvexni funkci. Tim je dikaz
ukoncen.

Numerické doplnéni vysledku prikladu

Rozdil mezi sloZzenym urocenim minus jednoduchym urocenim, napf. pfi i =4 % p. a.,
vkladu 10 000 €, na dobu ulozeni % roku (kdy nabyva svého minima) ¢ini

(1)—11('2 (n—1)|_ 1=2=-10000- 0,042 1<1 1)— 2
9\z) =z Ki" nn =D _1=7 prryT\T ) T e

Pti uvedenych podminkéach bychom pfi slozeném troceni vybrali o 2 ménové jednotky méné.
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