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PREDMLUVA 3

Predmluva

Skriptum Matematika | obsahuje, jak uvadi uz jeho podtitul, struény, ndzorny a motivujici vyklad zakladd uciva z prvniho semestru
pfedmétu Matematika | s mnozstvim kvalitnich obrazkd, feSené priklady, nejnutnéjSi minimum pfikladd s vysledky k samostatnému
procviceni ze Sirokého spektra aplikaci. Zahrnuje ukazky feSeni nékterych matematickych problémd systémem pocitacové algebry
Maple, v némz jsou vytvoreny veSkeré obrazky a vlastné i segmenty ozdobnych prvk{ v pfedmluvé a zavéru skripta, které jsme v Maple
modelovali z ¢asti kfivek pouzivanych v technické praxi (z prodlouzené cykloidy, klotoidy a oto¢ené Archimédovy spiraly).

Zapis textu respektuje platnou Ceskou technickou normu [1].

Skriptum muze byt vzhledem ke koncentrované formé vykladu pfehlednou uéebni pomuckou studentim UTB ve Zling, a to nejen
z Fakulty aplikované informatiky, ale i z Fakulty technologické, popf. z Fakulty managementu a ekonomiky, ktera by jim méla spolu
s nezastupitelnym vykladem na pfednaskéach a praci v seminafich isamostudiu pomoci, jak jsou autofi pfesvédceni, k aktivnimu
zvladnuti latky z matematické analyzy zaméfené na diferencialni a integraini pocet realnych funkci jedné realné proménné. Vhodnou
literaturu k samostatnému propocitani dalSich priklad( jisté doporucéi jednotlivi pfednasejici nebo Ize vyuzit dnes uz bohatou nabidku
webu.

Priklady menSi az stfedni obtiznosti, které jsme zaradili k samostatnému procviceni, tvofi osvéd€ené minimum, jehoz zvladnuti
by se mélo stat rutinou, a tim i jednou z nutnych podminek Uspéchu u zkousky. Obtiznost pFikladi ve cvienich je proto srovnatelna
napf. se starsim skriptem vazeného kolegy F. Dub¢aka [2]. Pamatovali jsme rovnéz na zarazeni pfiklad z aplikaci. Cilem zafazenych
poznamek je ucivo zajimavé uvést, objasnit, a to zejména geometrickou nazornosti, podat motivaci problému, popf. vyklad osvézit udaji
z historie matematiky.

Nasi snahou bylo napsat pro studenty UTB ve Zliné struény a zaroven srozumitelny, nazorny i matematicky korektni uvodni u¢ebni
text ke zminénému predmétu, ktery by jim také pomohl Uspé&sné zvladnout navazujici pfedmét Matematika 1l podpofeny skripty
M. Fialky [3], [4].

Cast | a Il tohoto skripta zpracoval Miloslav Fialka a &ast Ill zpracovala Hana Charvatova.

Dékujeme recenzentovi skripta doc. RNDr. Josefu HoSkovi, CSc. z Univerzity Palackého v Olomouci za uziteCné naméty k textu

i za podnétné diskuze, které pfispély k jeho vysledné urovni.

Studentdm hodné chuti do studia preji a peclivym Etenafim za inspirujici pfipominky k tomuto textu pfedem dékuji autofi

RNDr. Miloslav Fialka, CSc. a Ing. Hana Charvdtovd, Ph.D.
Zlin, srpen 2006, Zlin, ¢ervenec 2007

Lepsije zapdlit tieba jen jednu svicku, neZ proklinat tmu

(Konfucius)
[ ]
Kdo vitézi nad lidmi, je mocny. Kdo vitézi nad sebou, je nejmocnéisi
(Lao-c)
[ ]

‘Ucenost bez ctnosti je jako Rvét bez sadu
(Jan Amos Komensky)
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I DIFERENCIALNI POCET FUNKCIi JEDNE PROMENNE

1 POJEM REALNE FUNKCE REALNE PROMENNE, rozdéleni  ®|  [®
funkci, o mnoziné R a R’ "_f.."
1.1 FUNKCE, DEFINICNI OBOR, OBOR HODNOT, GRAF Zobrazeni f ~
mnoziny M < R do mnoziny vSech realnych ¢isel R se nazyva funkce (redlna Df | | Fr
funkce jedné redlné proménné). PiSeme f: M — R nebo M —f> R. T i

Podmnozina M v R oznacend €asto Dy ¢1 dom f a definovana nasledovné

I
Dy =dom f= {x € R| 3 (,existuje jediné*) y € R (,tak, ze*): (x, y) € f < Rx R}, se nazyva
defini¢ni obor funkce f. PiSeme x |i> y a cteme: ,,vzoru (nezavisle proménné — argumentu) x je pii
zobrazeni f pfifazen obraz (zavisle proménnd) y“. Symbol f(x) oznafuje jak pouze funkéni
hodnotu y v ¢isle (bodé€) x, tak n€kdy téZ samotnou funkci f. Neni-li D, pfedem zadan, pak jim
rozumime (nejvetsi) mnozinu vSech x, pro néz ma vyraz f(x) smysl.

Mnozina obrazt Hy = f(Dy) =im f = { y € R | 3 (existuje aspoii jedno) x € R: (x, y) € '} se
nazyva obor hodnot funkce. MnoZina bodl euklidovské roviny E;, oznacend Gy =G(f)=

{(x,fix)) € E2) x € Ds}, kde ¢isla x, fix) jsou soufadnice bodll ze soustavy soufadnic (obvykle
kartézské, tj. pravouhlé), se nazyva (kartézsky) graf funkce /.

1.2 PRIKLAD Pro funkci f danou rovnici y=x" uréeme D; a Hj.

Plati Dy = R, Hy =[0, +0) R’, kde mnozina R":= RuU {0} U {+o}, coz Cteme:

R je z definice rovno*, pfi¢emz symbol : = nebo =: je definitoricka rovnost. Mnozina R’ je
rozsifeni mnoZiny realnych &isel o nevlastni &isla — hodnoty — body +o a —oo. Podrobngjio R’
pojednava v zavéru této kapitoly ¢lanek 1.10.

1.3 POZNAMKA Funkce nemusi byt vzdy dana jen vzorcem — analyticky, ale téZ napf.
graficky, tabelaci (tabulkou namétenych hodnot), jako limita (nekonecné) posloupnosti funkei atd.
Nase oznaceni f{x) funkce pochdzi z r. 1735 od Leonharda Eulera (1707 — 1783).

1.4 ROZDELENI FUNKCI  (pfi¢emz nézvoslovi neni jednotné)

— FUNKCE - ALGEBRAICKE Jsou to funkce y = flx) identicky splijici algebraickou
rovnici dvou proménnych [tj. rovnici p(x, y) = 0, kde p(x, y)
je polynom proménnych x, y. Napt. algebraickd funkce
y =v4—-x? pro —2 < x <2 vyhovuje rovnici
4—-x*—y*=0] neboli svym analytickym vyjadienim

p(x.»)
predpisuji pro argument x konecny pocet Ctyf operaci:
sCitani, od¢itani, nasobeni a umocnovani racionalnim

) exgonentem; ,
— RACIONALNI - CELISTVE = POLYNOMY, napf. ¥+ 1
i 3
— LOMENE 2)2 +1 (neryze), x+1 (ryze)
2
X +2 x°—4

~IRACIONALNI /4> + 3, x/(Vx +1);
— TRANSCENDENTNI  (transcendentno = nadskute¢no): Ty co nejsou
algebraické.
—NIZSi — Napt. cotx, sin (3x* —0,17), arccot (4x), 3%, In (x —2), x*;
~VYSSI — Napt. ent x, sgn x, Dirichletova funkce y(x). Dale to jsou
integralni funkce nebo je lze vyjadiit jako nekonecnou fadu

funkei - napt. funkce integralsinus neboli sinusintegral

F(x)=Six= g%ﬂtdt nebo F(x)=jeix2dx atd.
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Skladanim (Viz déle pojem sloZena funkce) algebraickych funkei a nizsich transcendentnich funkei
vzniknou funkce s historickym nazvem funkce elementarni (ostatni funkce jsou neelementarni).
Podrobné;ji viz ¢lanek 5.1.

1.5 ABSOLUTNI HODNOTA FUNKCE [ se nazyva takova funkce g,ze g(x)= | f (x)| pro
xe€ Dy, . PiSeme g=|f|.

1.6 OPERACE S FUNKCEMI Souctem funkci # a v se nazyva takova funkce w,

ze w(x)=u(x)+v(x) pro xe D,"D,. PiSeme w=u+v, w(x)=(u+v)(x) apod.

Podobné definujeme rozdil, soucin i podil funkci u a v, stim, Ze definiénim oborem podilu je
mnozina (D, " D,)\ {xe D, | v(x)=0}.

1.7 PRIKLAD Funkce (star$i nazev: ,,cela ¢ast“, z angl. entire =
cely) nazyvana charakteristika ¢isla x € R se oznacuje ent x. Je to
nejveétsi celé Cislo nejvyse rovné x (tj. mensi nez x nebo rovné Xx),
tj. plati pro né;j:

ent x < x <entx+ 1 (entx neni tzv. ,,elementarni funkce*). Pro
charakteristiku entx Cisla x je tedy entx =k € Z (= mnozina celych
Cisel) aplati k<x<k+ 1. Napf. ent 5 = 5, ent 4,135 = 4,

ent (-3,8425) = 4.

1.8 PRIKLAD Funkce signum x (,,znaménko® x): sgnx (Anglosasové pisi: sign x, opét to neni
tzv. ,elementarni funkce*) ma graf

sgn X I, x>0
- ;  plati sgnx=4-1, x<0 Plati téZ napt. x = ‘x‘-sgnx.
i 0, x=0.

- 2 . N R , . Y 1
1.9 PRIKLAD ** Modifikovana Dirichletova funkce oznadena feckym ,,chi“ nema v soufadnicové
rovin¢ znazornitelny graf ( neni tzv. elementdrni funkci, nemodifikovana by misto —1 méla 0 ):

x(x)={_1’ x<Q

1, xel,
kde Q, resp. I je mnozina vSech raciondlnich, resp. iracionalnich ¢isel (vime, ze 1 =R\ Q);

b
funkce neni integrovatelnd (ve smyslu Riemanna), ale j|x(x)|dx=b—a je konecny, tj. je

integrovatelna (ve smyslu Riemanna) v absolutni hodnoté. [Je také integrovatelnd v tzv.

Lebesgueove smyslu a tento integral je roven (— 1)-(b — a) = a — b . Podrobné&ji o tom az v ¢lanku
45.15 na str. 80]

1.10 ROZSIRENI R* MNOZINY VSECH REALNYCH CIiSEL R'’Mnozina R viech
redlnych cisel s (bindrni) relaci usporadani < (resp. >) v ni definovanou je, jak vime, uspotadanou
mnozinou. Tuto mnozinu si predstavujeme jako tzv. ¢iselnou redlnou osu (pfimku), o niz také
fikdme, ze je geometrickym modelem jednorozmérného redln¢ho euklidovského (bodového)
prostoru E;.

Rozsiteni R° mnoziny redlnych &isel R o mnoZinu obsahujici prvky oznatené +owo a —oo
a nazyvané plus nekonecno a minus nekonec¢no je mnozina definovana sjednocenim

R = RuU{-0}U{+x}. Prvky +oo a —o0 této rozsifené mnoziny realnych ¢isel R" budeme vétsinou
nazyvat nevlastni body (Cisla, hodnoty), ostatni prvky (tj. ¢isla z R) vlastni body. Na mnoZinu R’
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prirozenym zplisobem rozsifime z R operace s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni pro +o© a —oo
nasledujicimi vztahy
a) (+0)+(+0) =(+0),  (=0)+(-0) =(-0), (+0)—(-0)=(+0), (—0)—(+0)=(-0),
(+00) - (+00) = (+00), (+00) - (=0) = (=0), (=) (=00) = (+o0)
b) pro xeR:
X+ (+0) = (+x), X+ (—0) = (—»0), x—(+0)=(-o), x—(—0)=(40),
X /(+0) = x/(—0) =0
c) pro xe R\{0}:
X (+0) = (40) - x =(+0), kdyZje x>0 nebo =-o0,kdyzje x<0,
X+ (=) =(—0)-x=(+), kdyzje x<0 nebo =-—oo,kdyzje x>0,
(+90)/ x =sgn x - (+©), (—0)/ x = sgn x - (—o).
Nadale ziistavaji nedefinovany (nemaji smysl) operace: déleni nulou, (+9)+ (—0), (4+00)—(+0),
(~0) —(=0), 0-(£), (£0)/(¥0), (+0)/(Fo0).

* W W W ~r /4 r v . r .
Na R Ize z R rovnéz rozs§ifit usporadani < tak, Ze pro libovolné x € R definujeme:
-0 < X <+,

1.11 EXTREMY MNOZIN VR Je-li M mnozina v R, pak maximum mnoziny M se nazyva
Cislo oznatené¢ max M € M takové, ze Vx e M : x <max M . Analogicky minimum mnoZziny M
se nazyva Cislo oznacené minM z M takové, Ze pro kazdé x e M plati min M < x.

( Napf. neexistuje min(0,1], max(0,1]=1);

Podstatnym zobecnénim ptedeslych dvou pojmi jsou dva nasledujici pojmy:

Supremum mnoziny M realnych &isel se nazyva ¢islo K e R” takové, Ze

1) VxeM: x<K (atikdme, ze Cislo K je horni ohraniceni, zavora, mez, odhad) mnoziny M,
2) K je nejmensi ze vSech ¢isel s vlastnosti 1). Supremum mnoziny M oznaCujeme supM .

Analogicky definujeme infimum mnoziny M a oznacCujeme je inf M jako nejvétsi ze vSech Cisel
(dolnich ohrani¢eni) k € R* takovych, ze Vxe M: k<x.

( Napt. inf(0, 1] =0, sup(0,1]= max(0,1]=1)

Lze dokazat, ze supremum mnoziny (resp. infimum) vzdy existuje, zato vSak nemusi byt prvkem té
mnoziny. Existuje-li v8ak napf. max M , pak sup M =max M . Dale je inf0 =+oo, sup ) = —o.

2 OKOLI BODU, NEKTERE VLASTNOSTI FUNKCI, SLOZENA FUNKCE

8 X 8 & X

2.1 DEFINICE Okolim bodu xo € R, podrobnéji —O—— 0
3-okolim bodu xo, kde &> 0, rozumime kazdy n i i e e e
otevieny interval (xo— 0, xp+9) a oznacujeme jej Os(xop), popi. O(xo).

2.2 DEFINICE Levym (levostrannym), resp. pravym (pravostrannym) okolim bodu xp € R
rozumime kazdy polouzavieny interval (xo— 8, xo] = : ~O(xo), resp. [xo, Xo + &) = : "O(xo), kde & > 0
(Jde o jednostranné okoli bodu xy).

Redukované ¢i neuplné ¢i ryzi okoli bodu xyp je mnozina

. 3 3
O(X())\{Xo} = (Xo — 5, )C()) |\ (Xo, Xo t+ 8) = 05 (XS), \_n::b X ,\‘nig
tj. xo nepatii do redukovaného okoli (xo ¢ Os (x0)). .
Redukovanym levym okolim bodu xy je otevieny interval (xo — 0, xo) = : Os (x9). Podobné

redukované pravé okoli bodu x( je interval (xo, xo + ) =: +O*(xo), kde 6> 0.
Okolim O(+wx), resp. redukovanym okolim O*(+w) bodu +wo € R, '’
rozumime libovolny interval, ktery je tvaru (a,+w), kde aeR

(libovolné). Okolim O(—x), resp. redukovanym okolim O*(—w) bodu — /&

0 e R*, rozumime libovolny interval, ktery je tvaru (—oo, b), kde b € R
(libovolné). Definujeme tedy O(+00) = 0" (+0) := (a, + o), a <+
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a podobn¢ pro bod —oo.
2.3 POZNAMKA Plati O (xo) U "0 (x0) = O (x0) = O(xo)\{xo} atd.

2.4 DEFINICE Funkce f(x) se nazyva rostouci funkce v bodé xpe Dy, kdyZ existuje okoli
O(xo) bodu x( tak, ze plati
V xeO0(xp), x< xo = fix) < fixo),
V xe0(xp), xo< x = flxo) < flx).
(Sami podle obrazkl definujte funkci klesajici atd.)
klesajici neklesajici ) nerostouci

\ <
s
/|
1] ] \x

x<xmi 0> ) 1) < fixo) ) 2 fixo)

Klesajici a rostouci funkce (v bod€¢ Xx,) se nazyvaji ryze monotdnné klesajici, resp. ryze monoténné

rostouci. Plati-li neostrd nerovnost, je to funkce neryze monotonné rostouci, resp. klesajici neboli
také funkce neklesajici, resp. funkce nerostouci. VSechny zminéné typy jsou funkce monoténni.

2.5 POZNAMKA Napt. funkce f(x) = const. je zarovei neklesajici i nerostouci v kterémkoli
bod¢ x,. Dale fikame, Ze funkce f(x) je nerostouci na mnoziné M < D, (M mize byt téz

intervalem J'), kdyz pro kazdé dva body x;, x, € M plati implikace x;<x,= f(x1)> f(x2).
(Ostatni 3 ptipady si promyslete sami)

2.6 DEFINICE Funkce f{x) se nazyva shora ohranicend <> 3d € R: f{x)<d Vx € Dy a¢islo d
nazveme horni ohraniceni funkce, resp. se nazyva zdola ohrani¢end < 3¢ € R: fix)>c Vx € Dy
a Cislo ¢ nazveme dolni ohraniceni funkce. Funkce f(x) se nazyva ohranicend (t€z omezena),
je-li zaroven shora i zdola ohranicend (Funkce f(x) je ohrani¢end < existuje k € R: | fx) | <k).

2.7 PRIKLAD Prokazdé x je |sinx| <1=k, o -
tj. sinx je ohranicena funkce (shora i zdola). Sl m. = \ /
2.8 DEFINICE Funkce f se nazyva sudd, kdyz plati

Vx € D;= —xe Dy, filx) =fix). [Graf je OSOVE ° ¥
symetricky podle osy y] (c=-1)

Funkce f se nazyva lich4, kdyz plati Vx € D; = -
—x € Dy, fi-x)=—fx). [Graf je STREDOVE symetricky podle po¢atku systému soufadnic]
y

e ‘?_
Nz I ! . .
2.9 PRIKLAD —ZRE mid im_12r  Funkce je lichd (a po castech konstantni).
] v 0 i 1 X
i I ] 1
i) 1t O

2.10 DEFINICE Necht R" je mnoZzina viech kladnych realnych ¢&isel. Funkce f je periodicka,
kdyZ Vx € D; ma vlastnosti:
1) D; obsahuje téz bod x + p, kde &islo p € R;

2) plati f(x + p) =f(x).
Cislo p, resp. nejmensi takové ¢islo, se nazyva perioda, resp. zakladni perioda funkce f.

2.11 PRIKLAD Pro funkci f(x)=|sinx| je p=n M/
X

zakladni perioda. Ostatni periody jsou jejimi nasobky. g > ol . e
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2.12 POZNAMKA V pravouhlém trojuhelniku nédzorné aviak numericky nepfesné zavedené
goniometrické, tj. kruhové funkce, jsou k matematickym ucelim pifedefinovany nekonecnym

polynomickym rozvojem (tzv. nekone¢nou mocninnou funk¢ni fadou) nasledovné
3 5 0 x2n+1

iny=>xX - X X _ = —1)-
Sinx = 1 3 + 31 EO( 1) m, xeR
cosx:=1 — x_2+£ - .. = i(—l)n- X xeR
’ 20 4 o 2n)”
tanx = x+ %x3+ %xs + %)ﬂ + .. ( —%<x<% )
cotx :=l—lx 13 2,5 (0<|x|<n ).

x 37 457 945
Jak mizeme tyto a jiné dllezité rozvoje ziskat, probereme v Tayloroveé vété 26.3 na strané 46.

2.13 DEFINICE slozené funkce Necht' g je funkce,
tzv. vnitini funkce ( vnitini slozka ) definovand na D,
a s oborem hodnot H,. Necht' f je vnéjsi funkce f
(slozka) definovana na Dy, anecht plati H,c Dy.
Potom funkce /% oznaCovanéd dvéma zépisy: SL¥
1
h=feg=flg)={x »)| JueR, 8

X
+ o —
pro n&jz plati (x, u) € g A (u,y) € f}, se nazyva 0 X

y=f=[f(g(x))=hx

V.

fog=h

u
-

Jsou-li funkce f,_ _g_ _d'ci_n_y_ e_malyticky (vzorci) y = flu), u = g(x), piSeme y = fg(x)) nebo y=f° g(x)
nebo jen y = h(x). Pfitom symbol ° znaci operaci skladani funkci v zapsaném potadi, kdy nejprve
zobrazuje g, a pak f.
2.14 PRIKLAD Rozepi$me nasledujici slozenou funkci y = tan” /sinx .

Necht' g,: wu;=sinx, g,: u,=3u;, gy: uy=tanu,, f: y:(u3)2.

g1 g2 g3 f
Pak XUy, Uy , Upybuy , Uz Y.
h L

Tedy x>y, piicemz y=h(x) =fg3(&A(gNNX) = f° gs5° g ° gi(x).
2.15 DEFINICE At M je vlastni podmnoZina definiéniho oboru D, funkce f, tj. M c Dy
(pticemz M # Dy). Funkce definovana jen na M, kterd kazdému x € M pfifadi tutéZ hodnotu
f(x) jako funkce f', se nazyva restrikce nebo ziiZeni funkce f na mnozinu M a znacime ji f .
Oznadeni oboru jejich hodnot je H( flu) Eijen AM).
2.16 PROSTA (INJEKTIVNI) FUNKCE f se nazyva kazdd funkce, kterd je prostym
zobrazenim, tj. kdy libovolnym dvéma riznym vzorim jsou pfifazeny dva rtizné obrazy neboli
plati implikace Vx,x, €D/ x#x, = f(x)# f(x;). Plati-li implikace jen na mnozin€
M < D,, tikame, ze f je prosta funkce na mnoziné M .
Tvrzeni: Je-li funkce f ryze monotonni, je prosta. (Neplati to obracené, napf. pro funkci 1/x)
2.17 FUNKCE OBECNA MOCNINA neboli MOCNINNA FUNKCE je funkce f(x)=x",
r € R. Jeji defini¢ni obor 1 prib¢h zavisi na ¢isle ». Pro r celé kladné je D, =R.
Pro r celé zéporné je D, =R\{0}. Neni-li r celé &islo, uvadi se obvykle, 7e D, =(0, +),

nebot’ pro neceld r lze x" definovat rovnosti x" =e"™" =e™*  kde funkce logaritmus je

definovana jen pro x > 0. Pfitom ale pro néktera neceld » muizeme definici funkce x” rozSiFit
nasledovné: Pro >0 polozime 0" =0, takZe definiénim oborem x”" je pak interval [0,+0).

Pro racionalni r, které lze zapsat ve tvaru r = p/q, kde p, g jsou celd nesoudélna &isla
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a Cislo g jeliché, lze x” definovat i pro x<0; tj. napf. pro r:% a x=-27 jepak

(227)/ = =27 =-327 =-3

3 INVERZNI FUNKCE
3.1 DEFINICE Necht y=f(x) je prosta funkce s definicnim oborem D, a oborem hodnot
H; (. H;=f(D;).Pak funkce £ '(y) ={(»,x) e RxR | (x, y) € f'}, ktera kazdému ¢islu

y e Hy prlraque pravé to ¢islo x € Dy pronéz f(x) =y, se nazyva inverzni funkce k funkci f.
V

Piseme x=/""(y) [a &teme: /' inverzni ( popF. f minus 1) ypsilon]. : Jymx

3.2 POZNAMKA Jsou tedy funkce f, f~' vzajemné inverzni. Je tieba

f )
. « R (. . , - , A EY]
si uvédomit, Ze pfi zakreslovani grafu inverzni funkce x= f'(y) (k dané 4ﬁ/ / '

funkci y = f(x)) hodnoty argumentu y vynd$im tradin€é naosu Ox xi?
/

a hodnoty nové zavisle proménné x pochopitelné na osu Oy, takZe x a y si
vymeéni pii tomto zakreslovani grafu sviij plivodni vyznam ze zobrazovani. Graf takto zakreslené
a oznacené inverzni funkce y = f~'(x) (vznikly ze zobrazeni piivodni inverzni funkce x = 7 '(y))
je vzdy osové symetricky podle symetrdly 1. a 3. kvadrantu o rovnici y =x s grafem pivodni
funkce y = f(x).

3.3 POZNAMKA Je tedy zfejmé, Ze nechceme-li tvahy o inverzni funkci f~'(x) komplikovat,

napf. ve vzorci o derivaci inverzni funkce f'(x), a nechceme zaméfhovat x <> y, pak jako

vychozi zavislost vezmeme vzdy funkci x = f(y), takze y = f " '(x).

3.4 VETA o existenci inverzni funkce Je-li funkce f klesajici (rostouci) [tj. je ryze monoténni]
na M , pak k ni existuje inverzni funkce f~' na f(M) aje klesajici (rostouci). Plati vzorce

a) Vxe f(M): f(f '(x))=x=fo f'(x), pfiemz ° je symbol operace skladani zobrazeni.
b)  YxeM:[T(f(x)=x=/"o/(x).
3.5 PRIKLAD Podle ¢asti b) ptedeslé véty, vyjadiujici na ptislusné mnoziné ekvivalenci
slozeni dvou zobrazeni s identickym zobrazenim, piejdéme od funkce sinx,
a v dal$im ptikladu pak od funkce e*, k funkci inverzni:
=flx)=sinx, xe[-n/2,7/2] |arcsin( )
arcsin y = arcsin (sinx) = x (Podle ¢asti b) predeslé véty).
arcsiny= f7'()) =x Nyni vyménime x < y:
arcsinx= £ '(x) =y neboli pro zakresleni grafu inverzni funkce
f7'(x) dostaneme y = arcsinx= f '(x).
3.6 PRIKLAD y=¢"=flx), xeR | In()
Iny=xIlne=x
x=Iny, vyménou x <>y pro zakresleni pak dostdvame
y=Inx= f7'(x).
Tedy funkce exponencialni a logaritmicka jsou (navzajem) inverzni funkce.
3.7 PRIKLAD — CVICENI**' Nectéte hned text ve zdvojenych slozenych zdvorkich {{...}},

v nichz je odpovéd’ na ndsledujici ulohu, a na které si brzy zvyknete, nebot’ budou rovnéz pouzivany
pro oddelovani vysledkii k prikladium z kapitol pro samostatna cviceni. Tedy zkuste si promyslet,

zda podle véty o existenci inverzni funkce existuje inverzni funkce f ' k funkci f(x)=e¢™ — x.

Naértnéte f(x).Lze f ' vyjadfit funkénim predpisem? {{ /7 existujena R, nebot f jena R
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X

klesajici, tj. i prosta; nelze ' explicitné vyjadiit, nebot’ z rovnice y=e™ — x nelze vyjadtit x }}

3.8 POZNAMKA V matematické analyze je exponencialni funkce,

nékdy zapsand exp(x), definovana tzv. nekonecnou (mocninnou
2 0o M
funk¢ni) fadou =142+ 42 4 =y X xeR.
12t 3 n=0 !

Odtud dosazenim x =1 Ize Eulerovo ¢islo e efektivné vycislit

napf. na PC kone¢né mnoha ¢leny z ¢iselné fady
1 1 1 1
e=l+—+—+—+..=>— .
1 21 3 0 n!

. n
Eulerovo ¢islo e lze rovnéz vyjadiit limitou |e= lim (1+ % ) |.
n—>+ow

4 CYKLOMETRICKE FUNKCE

4.1 POZNAMKA Goniometrické funkce po fadé¢ sinx, cos x, tanx, cot x nejsou (na svych
definiCnich oborech) prosté funkce, tj. neplati Vx,x,eD, : x, #x, = f (xl);t f (xz) neboli dva

rizné vzory nemusi mit rizné obrazy. Proto je tfeba se omezit pii definovani funkci k nim
inverznich po fad¢é arcsin x (Cti: ,,arkussinus® atd.), arccos x, arctan x, arccot x, coZ jsou podle
CSN-ISO 31-11 tzv. cyklometrické funkce nebo téZ inverzni kruhové funkce, jen na takovy
interval, na némz je vychozi goniometrickd funkce prostd a zaroven neni daleko od pocatku.
Cyklometrickd funkce jetedy vzdy inverzni funkce pouze krestrikci — zuzeni  vychozi
goniometrické funkce. Napf. restrikce funkce sinus na interval [— /2, /2] uz je prostou funkci.

Defini¢nim oborem funkce arkussinus je interval [—1, 1] a oborem hodnot interval [-7/2, ©t/2].
Tedy Vxe[-1, 1]: y =arcsin x <> x =sin y. Zapamatujme si grafy cyklometrickych funkci!

. L Aresin X 4pccos x ' Ny g 3= h
2 y A = 2 o | | S——
1 sin.x gy il et
5 / arctan x L3
X 2 2

'
— i

X

|
|
|
4
I l
1
-1

V4
I
: - 0
3 T
2L AT N 7
y=x 2

Z funkce sin x se vezme
¢ast, kde je PROSTA )
(prosté zobr.), tj. INJEKCI.

5 ELEMENTARNI FUNKCE

5.1 ELEMENTARNI FUNKCE ' Mezi funkce oznagované historickym nizvem elementarni
funkce — elementarni transcendenty patii konstantni funkce, funkce obecna ¥

mocnina (y=x",kde reR), e*, Inx, goniometrické funkce, cyklometrické 30000

funkce, hyperbolické funkce, hyperbolometrické funkce a vSechny funkce, 29000
které lze zuvedenych vytvofit konenym poctem aritmetickych operaci
(. sCitanim, odcitanim, ndsobenim, délenim funkci), a dale operaci
(ptipustného) skladani téchto funkci, tj. patii sem napt. polynomy. 0

5.2 PRIKLAD Je zobrazen graf funkce f(x)=x", D, =R". Jde o elementarni funkci?

10000 1

6 4 CVICENI A +

B Urcete defini¢ni obor D a obor H hodnot funkci

1]*r()=Yx+1 {D,=H,=R |}
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2| g(x)=v2x-3 { D, =[3/2,+), H, =[0,+®)=R" i
3 | y =arcsin(x/5) \ D, =[-5,5], H, =[-n/2,7/2] i

4 Pe(r)=vr-2+1-1. (D, =H,=0}

W Zjistéte, zda je funkce f na mnozin¢ M ohrani¢ena a) shora, b) zdola, ¢) ohrani¢ena a najdéte zde jeji supremum,
infimum, a existuji-li, téz jeji maximum i minimum, jestlize

5| f(x)=sinx-1, M =D, {la)ano f(x)<0, byano —2< f(x), ¢)ano |f(x)|£2,

sup f=max /=0, inf /' =min f =-2 }}

6 f(x)=3x2—6x+5,M=(0,3] [l ayano f(x)<14, byano 2< f(x), ¢)ano 2< f(x)<14,

supf(M =maxf(M)=l4,inff(M)zminf(M)zZ}}

f(x):3x22:12,M:(—00,00). {{MeDf a) ano f(x)<3, b) ano 2£f(x) c)ano2£f(x)<3,
¥ :

sup f(M) =3, neexistuje max f(M), inf f(M): minf(M): 2 }}
Stanovte v piikladech | 1 | az | 4 | supremum a infimum mnoziny D a H, popf. existuji-li, také jeji
maximum a minimum. || otazniky 22?2 znati, Ze vysledek neuvadime }}

B Na mnozing N =N\ {0} vSech kladnych celych ¢isel n, kde N :{0,1,2,...} je mnozina vSech ptirozenych ¢isel,

je dana funkce f: N* — R nazyvana posloupnost {a, }Zil realnych &isel a, = f(n) predpisem

9 man :(_l)n R
10 |"a, =(-1)""" - arctann .

Nacrtnéte si graf posloupnosti a, jakozto mnoziny izolovanych bodt a pak najdéte supremum sup a, a infimum
inf @, obou posloupnosti. { IZ' supa, =+o,inf a, =-w; sup a,=m/2,inf a,=—n/2 ||

1
B Zvolte graf nekonstantni funkce y = f (x) Pro celocCiselné konstanty, napi. k=+1, I=F1 a m,ne {iz, + 2}

pak nakreslete a geometrickou terminologii charakterizujte grafy funkci

11| y=1(x)+k 12 | y=r(x+1) 13 |y=s(x+)+k
14 [ y=-/(x) 15 | y=m-f(x) 16 | y=/f(-x)
17 y:f(n~x) 18 y=m~f(n~x+l)+k 19 y=|f(x)|
20 | y= f(|x|) 21 | y=f"" (x), tam kde inverzni funkce f ' existuje.

B Urcete hodnoty cyklometrickych (neboli inverznich kruhovych) funkei
22 | arcsin (1/ V2 ) H /4 }} 23 | arcsin 0,5 ]{ /6 }} 24 arccos(— 1) ]{ b }}
25 | arccos 0 H /2 }} 26 | arctan 1 ]{ /4 }} 27 | arctan (— S ) ]{ -n/3 }}
28 | arccot (\/5 ) (| n/6 }} 29 | arccot (1/43). (/3 }}

B Které z nasledujicich funkci jsou sudé, liché, popf. u nich neni pfedesla parita? Pritom

, ef— e e'+e | Cl S
sinhx = 5 | resp. coshx = —5 | Jsou funkce hyperbolicky sinus, resp. hyperbolicky kosinus,

prvni dvé ze Ctyt tzv. hyperbolickych funkci. Jsou dany funkce

y =sinhx ([ticha )} y=coshx ([suda ) y =¥ +sinx’ ([ suda})

2
y=sinx+cosx (| neni |} yp=2 * 3 (licha }} y=—1/; ( neni }}

tan x

y=Lsinx (| suda f} y=xS—x e, ([ticha }

x—sinx

B Stanovte zakladni periodu p v ptipadé, Ze nasledujici funkce je periodicka.

38 [ y=3 {{ je periodicka, ale p neexistuje , nebot’ zakladni perioda p >0 muze byt totiz libovolna }}
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39 | y=sin’x  p=nll | 40 |y=cos’x (| p=n}}
a1 | v =[sinx—2) Ip=rll [a2 [s=]-1] | e )
43 |y = tan(arctan x) ]{ neni }} 44 | y=arctan (tanx). H pP=T }}

45 |Nakreslete grafy funkci z predeslého piikladu.
B Bez uréeni definiéniho oboru zapiste slozenou funkci y = f(g(x)) podle vzoru y = f(u) , u = g(x), je-li

46 | y=2+sinx  {y=vu,u=2+sinx | 47 | y=ecosrtn), [l y=e",u=cos(3x+n) |}
B Jsou dany funkce fi a f>. Sestavte slozené funkce %, = fi o f, a hy=f,0f; pro funkce

48 | filx)=x?+3x+1, f3(x)=5x-2 [ {{hn (x)=(5x—2) +3(5x-2)+1, &, (x)=5(x> + 3x+1) 2 )

49 | fi(x)=e*, fa(x)=Inx (| m(x)=x pro xeR™*, hy(x)=x |}

50 | fi(x)=Inx, fa(x)=e* [l m(x)=4x , hy(x)=x* pro x>0 |}

51 | fi(x)=tanx, f5(x)=arctanx. (| m(x)=2x, hy(x)=x+kn za predpokladu, 7e y € (-n/2,7/2), keZ }}

W Zjistdte, zda je funkce f prosta a v kladném piipadé k ni najdéte inverzni funkci f !

3
0 =5

{{ ano, nebot’ rovnost f(x) = f(x;) d& x = x3, coz plati, jen kdyz x; = x; ;

' x) = 3‘/ﬁ,pro x e (=0, U (l, + o) |}

{{ ne, nebot’ rovnost f(x;) = f(x;) da (x; —x;) (x; x, —4) = 0, Cemuz vyhovuje nejen

[s3]/n =

X =x;, alei x =4/x, }}

fx) =107 . (2220}

m Uloha ztechnické praxe vedla na jistou diferencialni rovnici, jejiz feSeni nebylo nalezeno v explicitnim tvaru
y=f (x), ale bylo u néj x, resp. y urceno kazdé zvlast funkci (p(t), resp. \V(t) zévislou na parametru ¢

zmnoziny M, tj. platilo x=q(t), y=y(), 1€ M. Najdéte zavislost y= f(x) tak, Ze urtite 7=¢ '(x) pomoci
inverzni funkce (p_l(x) (existuje-li), tj. bude y = \y((p_l (x))z f (x), jsou-li dany
IEI x=3t, y=sint, te M = R [{ (p(t) =3¢ je ryze monotonni (rostouci) = prosta (obracend implikace nemusi

platit, coz je zfejmé napf. z grafu funkce y = 1 yVR=>t=¢" (x)z% = f(x)zsin%, xeR }}
x

56 | x=t2, y=2t+l,teM=[0,+oo) H (p(t)=t2je rostouci = prosta v M (nikoli vSude vR) =
|t|=t=\/;=(p71(x) = f(x)=2\/;+l, xeM ajejim grafem je horni

. o 1 . y
vétev ,,lezaté* paraboly x = Z( y— 1)2 oteviené ve sméru osy x }}

57 | x=sint, y=cost, te M =[0, 1/2] [l ¢(¢)=sint je ryze monotonni = prostana M =

t=¢""(x)= arcsin x = f(x): cos(arcsinx) a grafem funkce y=f(x) je étvrtkruznice x? + y? =1

v 1. kvadrantu modelovana pfi rostoucim # (popf. x) pohybem ve smyslu ota¢eni hodinovych rucicek }}

58 | x=e'+t, y=t,teR. H zde nelze z 1. rovnice vyjadfit ¢ neboli ani ¢! (x), ackoli teorie jeji

existenci garantuje (PROC garantuje?). Zde je vyhodnéjsi pracovat se zavislosti x = g( y) =e” +y, yeR }}
B Najdéte maximalni intervaly, na nichz je dana funkce f ryze monotdnni a uréete k ni na onéch intervalech inverzni
funkei £~ (x), v&. jejiho defini¢niho oboru D,y , je-li

59 | f(x)=In(2x+5) [ (-5/2,+), jl'—l(x):(ex_ 5)/2, D, =R }}
60 | f(x)=3%""2 [l (2,40), f7'(x)=exp (2logsx —4)+2, D, =R i

61 | f(x)=x" [ a)(==0,0], /7 (x)==¥x, D1 = [0.4); B)[0,+00), /' (x)=¥x, D, = [0,+e0) }}
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f() = aresin | (oo=3Jten). 7)==, Dy = (2, 0) U (0, 7/2) )

B Urcete a zapiste defini¢ni obory nasledujicich funkci, nejlépe bez pouziti rozdilu mnozin.

y=-2 ) | (o330 0.4) )
x>+ 27

y=y05 -4 I (oo-2

leu | 23)uG.+) )
x =8

66 | y=Infe™- 1) [ (~0,0)=R" ]
1

y= In(In x) H (L e)u(e,+oo) }}

y= ﬁ | napoveda: z R je nutné vynechat 7 bod }}
n| In|x

[69 ] »=vax'+x-3 [ (oo =3/2] 01, +00) f

y=V6r—x" + Yoosx [ 0.7/2 10 [3n/2. 6] §

y:ln‘3sinx+20052 x‘ [ R\ Y, Tm/6+ 2k, 11n/6 + 2kn} = (= 1/6 + 2kn, Tn/6 + 2km) U

(T/6 + 2kn, 11n/6 + 2kn) , keZ }}

e 6-x) [ [8,10) }

1-logx) (5"‘ - 1)

arccot x

B [ o) s Ee AR (B ) |

y=esilerl) | F3/2.-1) w10
2x+3+x

W Nakreslete grafy funkci, které jsou s vyjimkou jednoho piikladu ¢asti kuzelosecek znamych ze stiedni skoly.

75 | y=x’—6x? +12x-7 [{ kubicka parabola y:(x—2)3 + 1, kde 1=(2,1) je tzv. ,,inflexni bod* }}
y=- %\/14 —9x? (| dolni polokruznice, S=(0,0), r=14/9 |}
y= %1/_)8 +2x+15 = 3 {] horni poloelipsa, S:(l,—S), a=4, b=3 }}
y=yx’ -4 | horni poloviny levé i pravé vétve rovnoosé hyperboly, $=(0,0), a=b=2 ||
y=v-x’ {{ graf je jen jednobodova mnozina,

6(f)={ (x.y)eE; | (x.y)=(0,0) }=0 §
| x-1]

{] graf je sjednocenim tif ¢asti ze dvou rovnoosych hyperbol }}
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7 LIMITA FUNKCE YCETNE HEINEHO DEFINICE POMOCI LIMITY
POSLOUPNOSTI CISEL

Limitni pfechod uz pouzivali ve starovéku - EUKLIDES z Alexandrie (+ 365 - = 300 ptf. n. 1)

a zvlast¢ ARCHIMEDES ze Syrakus (287 - 212 pt. n. 1.).

Ustiedni pojem matematické analyzy zavedl v 17. stoleti Angli¢an John Wallis (1616 - 1703)

a do matematiky jej disledné rozsitili nas nejvétsi matematik Bernard Bolzano (1781 - 1848),

Francouz Augustin Luis Cauchy (1789 - 1857) a Némec Karl Weierstrass (1815 - 1897).

Vime, ze

R = Ru {—o0} U {+o}... jerozsifeni mnoziny realnych Cisel o nevlastni (téz: nekonecn¢)
hodnoty +oo a —oo,

Ei = Eq1U {—o} U {+w0}... je rozsifeni realné osy (jednorozmérného euklidovského
prostoru) o dva nevlastni body +o0 a —oo.

Prace v euklidovskych prostorech umozni pouZzivat ndzornéjsi geometrické pojmy.

7.1 DEFINICE Necht f je funkce, m&me bod (&islo) xo € Ef (R") abod (¢islo) / € Ef (R)).
Rekneme, Ze funkce f ma v bodé xo limitu rovnu / a piseme lim f (x) =1/, pravé kdyz ke kazdému
X—>X,

okoli O(/) bodu (¢isla) / existuje redukované okoli O'(xo) takové, ze pro kazdé x e O’ (x0) plati
f&x) € O0).

Bod x, senazyva limitni bod.

Nasleduji definice n¢kolika dalSich ptipada limity funkce.

1. Vlastni limita ve vlastnim bodé (Pouzijeme Cauchyho (-Weierstrassovu) €, d symboliku):

lim f(x)=/<Ve>036>0

X=X

Vx 0< |x—xo|<8:> |f(x)—l|<a.

Tzv. 2ge-pés (pruh) obsahuje vSechny funkéni hodnoty bodia
z vhodného (pokud existuje) redukovaného okoli O (xo).
Vibec nemusi xy € Dy!!

0 Xg—8 Xxptd

( Zvolime vhodné 6 > 0, existuje-li ).
2. Nevlastni limita /=40 ve vlastnim bodé x,:
IR
lim fix)=+0<< VneR33>0tak, Zze Vx plati:
X—>X(

0< |x—xo|<8 = fix)>n.

Tedy at’ zvolime jakkoli velké &islo 1 (napi. 10%°), vzdy lze najit takové
redukované okoli Oj (xo), Ze jsou v ném vSechny funk¢ni hodnoty vétsi
nez zvolené n (fikdme, ze jde o hodnoty shora neohranicené).

3. Vlastni limita / v nevlastnim bodé xy= +oo :
(xo=—00): Yi

[+ ef

lim fix)=1<Ve>03Ccislo & € Rtak, ze I

X—>+00

V x plati: x>§:>|f(x)—l|<g, I-¢
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4. Nevlastni limita v nevlastnim bodé:
Napt. limitu /= +o0 v bodé x¢ = —o definujeme:

lim fix) =+ < V13 & tak, Ze pro vSechna x plati J @)
X—> —®©
x<&= f()>n.
(Podobné pro zbyvajici situace /= (+)(-)(-) © v bod¢ xo=(+) (+)(-) ) x<§ X

7.2 POZNAMKA Existence limity ani jeji hodnota / nezavisi na funkéni hodnoté f{xo) ani
na tom, zda je v bodé x, funkce f vibec definovéana. Existuje-li vSak limita funkce v bod¢ xo,
potom je funkce f definovana v néjakém okoli O (xo) = O(xo)\{xo}.

7.3 VETA (o0 nejvyse jedné limité a ohrani¢enosti funkce v okoli vlastni limity)

1) Libovolna funkce ma v libovolném bod¢ nejvyse jednu limitu. ( Tedy ji ma jednu ¢i zddnou )

2) Ma-li funkce f vbod& xo vlastni limitu (tj. kone¢nou), pak existuje redukované okoli O (xo),
v némz je funkce ohranicend (tj. vnémz 3 £ >0, ze | fx) | <k).

7.4 VETA o limit& funkce sevi‘ené dvéma funkcemi Necht bod x, e E7, a necht existuje
O’ (xo), v némz pro viechna x plati f(x) < g(x) < h(x). Je-li lim f(x)= lim A(x)=1{, pak plati
lim g(x)=1.

7.5 DEFINICE *' Heineho" definice limity funkce pomoci limity posloupnosti &isel '’ Necht
funkce f(x) je definovana v redukovaném okoli O*(x,) bodu xo (tj. nemusi byt v xy definovéana).
Rekneme, e funkce f(x) ma vbodé xo (vlastni) limitu /, pravé kdyz pro kaZdou ¢&iselnou
posloupnost {x,}, ne N*={1,2,3,...}, ktera konverguje ? k &islu x, (pifeme x, — x,), pfi¢emz
je x,#x,, konverguje pfislusna posloupnost funkénich hodnot {f(x,)} kcislu /. PiSeme
lim f(x)=1[. Pfitom pfedpokladdme, Ze vSechna xe R, tj. ¢z x, e R . (Definici lze zobecnit

X —=>X0
ipro x,,/€R")

[ Strucné: lim f(x)=] & (‘v’{)cn}>+°O (Vn) (x, #xy) (x, > x5 = f(x,)—>1)]

n=1

! Heinrich E. Heine (1821 - 1881), némecky matematik

? Definice limity konvergentni posloupnosti  Rikdme, 7e posloupnost {xn};fl ={xy, xp, x3,...} realnych ¢isel x, konverguje k ¢islu

xo € R nebo téz, ze ¢islo xy € R je vlastni neboli kone¢na limita posloupnosti {x,} , pravé kdyz pro kazdé ¢>0 existuje takové ny e N*,
ze pro vS§echna n>ngy (neboli pro skoro vSechny indexy, pficemz index n, zavisina €,tj. ng =ngy(e)) plati
| X —Xo | <e.

Piseme pak lim x, = xo nebojen x, > x;. Definice pomoci logickych symboli je nasledujici:
n—+w

Ve>0 dngeN* Vn>ng: |xn—x0|<a.
Jestlize takové Cislo xy suvedenymi vlastnostmi neexistuje (v¢. pfipadu, kdy x( je nevlastni), fikame, Ze posloupnost {x,} diverguje pro
n—+o (tj.pro n jdoucido +0).
Nevadi, nepochopite-li hned definici limity ¢iselné posloupnosti a zvl. jeji symbolicky zapis vyrokem. Matematika, bohuzel, neumi jednoduseji
formulovat pojem ,,bliZit se, jenz je u limity z nazoru zfejmy, Ze totiz limita x, posloupnosti {x,} je ¢islo, k némuzse {x,} ,blizi“, jestlize se
indexy n ,,blizi k plus nekone¢nu (neboli jestlize ,, n jde do 40 ).

Symbol o zavedl r. 1655 anglicky matematik John Wallis (1616 — 1703). Zavedl rovnéz pojem limita. Je s podivem, Ze tento pojem nevyuzil ani
Newton ani Leibniz. U¢inil tak az na§ Bernard Bolzano aj.

8 SEST DULEZITYCH PRiIKLADU LIMIT, DALSi VLASTNOSTI LIMITY

Dokéazeme (nepiimo, tj. z logiky se pouzije zdkon o kontrapozici: p = q <> nong = non p),
zenapt. vbodé +o0 nemd funkce f(x)=sinx limitu. Pfedpokladame-li totiz, Ze ji ma,
a oznacime-li si ji /, musela by podle Heineho pojeti limity (viz 7.5) pro kazdou posloupnost
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{x,} v R platit implikace x, - +o0 = sinx, > /. Tj. napt. i pro takovou posloupnost,
pro jejiz n-ty ¢len je x, = w/2 + nw. Odpovidajici posloupnost {x,} pak sice ma nevlastni limitu
rovhu +oo, avSak pfislusnd posloupnost {sinx,} funkénich hodnot, tedy posloupnost
(D"} ={-11,-1,1,...} limitu nema (neboli diverguje, zde jde o tzv. oscilujici posloupnost),
atoje spor snasim (nespravnym) predpokladem.

8.2 PRIKLAD Modifikovana Dirichletova funkce y(x) zpiikladu 1.9 nema v Zadném bodé
limitu.

8.3 PRIKLAD lim “sinx=0. Plai totiz pro kaxdé

x >t x
x#0:
0< lsinx < l‘ (nebot’” | sin x | < 1), a dale
X X
lim =0,
x —>*too x

takze podle predeslé véty o limité funkce seviené dvéma

funkcemi plati uvedené tvrzeni, tj. (l sin x) —>0 pro x

X
— f oo,
Y1y . . . .. sinx
[Ze stfedni Skoly je znamo, ze lim =1]
x—>0 X

8.4 PRIKLAD”° limo sinl neexistuje. Graf ptislusné

L deexistye.  Grab prislusne o Ll e e
funkce [\
[je tzv. souvisly, i kdyz funkce je tzv. nespojita v 0] se v -
okoli pocatku rozkmitd. Lze totiz dokazat, Zze v kazdém \j X
okoli pocatku x=0 nabyva tato funkce jak hodnot +1, S -

tak hodnot -1. N

Lze ukézat, Ze -1
' 1 vk \ Y| x-sinx g
8.5 PRIKLAD Ilim xsin—=0,
x—0 X 1
8.6 PRIKLAD neexistuji obé Y=x-sinl
limity ’
xlingwx -sinx . \M/ -
+ h -

/F=X y=-x
8.7 VETA o aritmetickych operacich s limitami funkci Necht' f, g jsou (redlné) funkce
a existyji limity lim f(x)=/, e R, lim g(x)=/, € R. Pak plati

X=X, X=X,

8.13

lim | f(x)|=|4|, lim [o-f(x)]=a-lim f(x)=a-], kde a R,

¥=>x0 x> x, X=X,

lim [f(x) + g(x)} =L+, lim % = 5—‘ , je-li I # 0, pfiemz tato tvrzeni plati téz pro nevlastni
X—> X0 . . X—> X0 g X )

limity, maji-li pravé strany rovnosti v R = R U {—o0} U {+oo} smysl (j. pravé strany rovnosti
nevedou k tzv. ,,neurcitym vyrazam* typu o —oo, 0 - o0 atd.).

8.8 VETA *" (o limité absolutni hodnoty reciproké (tj. ,pfevracené*) funkce) Necht' plati,
ze lim f(x) =0, anecht existuje redukované okoli O'(x), vnémz f{x)#0.

X—>X(
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Pak plati rovnost lim _1__ 400 . [ ZapiSme ji jako mnemotechniku

X—>X( | f(x)|

pro uziti v ptikladech takto: S +00 ]

(0+)

8.9 DEFINICE Necht f(x) je funkce a xo je vlastni &islo. Rekneme, ze f(x) ma limitu zleva
(zprava) v bodé xo rovnu [,/ € R", apiSeme lim f(x)=/ ( lim f(x)=1), jestlize pro kazdé okoli
O(l) &isla I (bodu 1) existuje levé (pravé) redukované okoli (xo— 8, x0) =: O '(x0) ((O'(xo)) tak,
Ze pro vSechna x € 0’ (x0) (FO’(x0)) plati f(x) € O()).

8.10 POZNAMKA

a) Jednostranné limity jsou, jak plyne z definice, uréeny pouze ve vlastnich bodech z R.
b) Pro levo (pravo)-stranné limity se ¢asto pouziva nasledujicich stru¢nych oznaceni

xg?;‘_f(x)zf(xo =0)= 1 (x-), XEEOIJrf(x)Ef(xo +0)= f (xg+).

8.11 VETA o vztahu limity a jednostrannych limit Mg&jme funkci f(x) abod x; € R. Pak plati,
ze existuje limita (popf. 1 nevlastni) funkce f(x) ajerovna /€ R, praveé kdyz existuji jednostranné
limity a rovnaji se /. PiSeme
lim f(x)=/< lim f(x)= lim f(x)=1

X—>x0—

X—>XQ x—>x0+
f(x0-) f(xo+)
8.12 PRIKLAD S vyuzitim znéme limity ze stfedni skoly ~|lim SR vyeislime
x> X
. tan2x . sin2x . [ 2x 1 2. sinz 1 2 1 2
lim = lim lim| —- ==lim - — ==-1-—-==
x>0 3x 2250 2x x>0 3x cos2x) 3:20 z limcosz 3 1 3

z—0

8.13 POZNAMKA K PREKONANI OBTIZi S VYPOCTEM LIMITY FUNKCE
Touto poznamkou obsahujici Sest ptikladii alespon naznacime jak zvladnout zminénou ¢innost.
e Pii vypoctu limity (oboustranné) elementdrni funkce f(x) (dale v této kapitole jen funkce)

vbodé x,eR vzdy predpokladdame existenci této limity, tj. Ze existuji obé jednostranné limity

f (xo —) a f (xo +) ajsou si rovny. K tomu casto vyuzivame znalosti grafii téchto funkci, a kdyz

navic x,eD,, pak pouhym dosazenim x, do f(x) ziskdme lim f (x): f (xo). Tedy napf.
X*)XO

lim P(x)=P(x,), kde P(x) je polynom, resp. lim Inx=Inx, atd. Uzivame ptitom vétu 8.7

X*)XO X‘)XO

o , r v . 3 X —>X
a riznych rovnosti (napt. lime/™ =e" "

X—> X0

, existuje-li  lim f(x)). Neni-li zfejmé,
X—> X0
7e f(xo—)=f(xo+), potitame kazdou limitu zvlast. Jestlize viak x,&D,, pak se po dosazeni

x=Xx, objevuji limitni typy (symboly) ve tvaru

1) (%j nebo 2) (%j, kde c¢#0, ceR.

e Pripad 1) nastava, kdyz je vySetfovana limita lomené funkce g(x)/ h(x), specidlné raciondlni
lomené funkce P(x)/Q(x) vbodé x,, kde polynomy P(x), O(x) maji tyz (realny) kofen xo
(tedy P(xo)=0(x,)=0), tj. oba jsou délitelné mocninou (x—x,)" linedrniho dvojélenu (x—x,),
kde neN" = { 1,2, 3,...}, a tedy Ize lomenou funkci touto mocninou kratit nebo lze rovnou

provést déleni polynomi, tedy potitat | lim P(x)/O(x)= lim B(x)/Q,(x)| . Pfitom vyuzivame
X—)XO X—)XO

kromé& vét o limitach a rtiznych Gprav (napf. vySe naznaeného rozkladu polynomu na kotfenové
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Cinitele) predevsim ptimy diisledek definice limity funkce v bodé x,, podle néjz: Dvé funkce,
jejichZ funkcni hodnoty jsou stejné, aZ na funkcéni hodnotu v bodé xy, maji v x, stejnou limitu,
existuje-li limita jedné 7 nich. To dokumentuji nasledujici piiklady.
4,3 A2 2 _ 2(.
PRIKLAD 1 fim % —2% _ jipy 2 (420D =)y
v5>2 245546 o2 (x+2)x+3) 52 x+3

Mezi dalsi Gpravy patii rozSifeni vyrazu a pii vyskytu goniometrickych funkci téz uziti vzorcu,

1].

sinx _

rovnosti a jiz znamych limit, napi. lim0
X —> X

PRIKLAD 2 lim lim

i50 xtl—1 x>0 xtl—1 Jxtl4 1 520 x x>0

2 lim $07X 7 _14.
x—0 X

sin(7x) . sin7x  Nx+l+ 1 lim S0L7X lim( o1+ 1):

e Piipad 2) vede na situaci, v niz je vysledkem nevlastni limita (+ oo) ¢i (—oo) funkce f (x)

vbodé x, nebo jen nevlastni jednostranné limity lomené funkce f(x)=g(x)/A(x), tj. kdy

lim g(x):c, c#0 a lim h(x):O. V tomto piipadé pocitdme zvlast ob¢ jednostranné a vzdy
X—=>Xx(

X—=>Xx()

nevlastni limity f (xo —) a f (xo +), pri¢emz nejdulezitéjsi je urcit jejich znaménko. Kromé jeho
analytického urceni (Viz ptiklad nize) si nékdy pomédhame dosazovanim ciselnych hodnot z co
nejuzs§iho redukovaného levého, resp. pravého okoli bodu x,. Znaménko obou jednostrannych

limit je bud’ stejné, resp. opacné, tj. nevlastni limita funkce bud’ existuje a je rovna jednostrannym
limitdm, resp. neexistuje neboli existuji jen ty nevlastni jednostranné limity s opaénymi znaménky.

PRIKLAD3 lim 22— /(1 )= | Uvarjmex=1-5kde 30 | = fim S0=0)=2_
x>l- ]—x 8- 0+ 1_(1_5)2
. 1-36 . 1 1. 1 y oy ]
lim = lim —=—lim —= Podle véty 8.8 o limité absolutni hodnoty

85— 0+ 6(2—8)_ 550+ 29 _58a0+ o

reciproké funkce je lim 1_ 400, struénéji 1 +00
50+ O (0 _|_)

<. . 3x-2 3148 -2 1438
PRIKLAD 4  lim 5=~ f(1+)—611>n(}+—1_(1+8)2 _61901+7_5_82+8 -

Zavér z priklada 3, 4: Jelikoz f (1—)7& f (l+), neexistuje v bodé¢ x=1 limita (oboustrannd)
funkce. Geometricky to znamena, ze primka x=1 je vertikdlni asymptota grafu funkce
y=/(x).

e Je-li pocitana limita funkce f (x) v nevlastnim bod¢ (+oo), resp. (—oo), kterou oznacCime
f (+oo), resp. f (—oo), tj. kdy x bud’ roste nad kazdou mez nebo klesd pod kazdou mez,
vySetiime ji napf.

a) substituci x =1/¢, ¢imZ ji pfevedeme na nékterou z jednostrannych limit v nule

lim f(x)= lim f(1/¢)|, jak ukazuje nasledujici
X — Foo t— 0%

PRIKLAD 5 | lim ~{ = lim 1= lim r=| 0 | a podobne | lim =0|, | lim —=0
i

X—>+0 X t— 0+ t— 0+ X—>-o X x>ty

pro n kladné celé, nebo danou limitu vySetfime
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b) vytknutim vhodné mocniny x z Citatele 1 jmenovatele lomené funkce f (x) (neboli délenim

jejiho Citatele 1 jmenovatele vhodnou mocninou x), jemuz popi. predchazelo napft. rozsiteni vyrazu,
jak ukazuje nésledujici

PRIKLAD 6 lim (m_xJz lim (\/x2+ 4x—x)(Jx2+ 4x+x):

X400 x> 400 (m+x)

2.

) 1 1
4 lim x =4 =
AT PRSP R
Zavér z prikladu: Zde vysla vlastni limita v nevlastnim bod¢. Geometricky to znamena, Ze
primka y =2 je tzv. horizontdlni asymptotou grafu funkce y=f (x)

9 SPOJITOST FUNKCE VCETNE HEINEHO definice, vty o limité slozené
funkce

Tento pojem patii pro své Cetné diisledky v matematické analyze k tém nejvyznamnéjSim.

9.1 DEFINICE (podle Cauchyho-Weierstrassovy symboliky & 06) Funkce f(x) je v bodé
X0 € R spojita, praveé kdyz ke kazdému cislu € > 0 existuje ¢islo & > 0 tak, Ze pro vSechna x
spliujici:
0 |x— x|<8 plati [Ax)—fAxo) | <e.

9.2 POZNAMKA " Predeslou definici spojitosti funkce v bodé lze ekvivalentn& zapsat napf.
takto:

(Ve>0)(38>0)(|x— x|<8 = |Ax)-Ax)|<e).
Jako samostatné cviceni zapiSte predesly vztah pomoci pojmil okoli Og(f(xy)) bodu f(xo) a okoli
Os(xp) bodu x, ptiCemz ,,t¢zkopadné* zavorky, nehrozi-li nedorozuméni, se nékdy vynechévaji.
Na rozdil od tvah o limité funkce f(x) v bod€ xy vidime, Ze pfipoustime bod x = xo, nebot’ mize
byt 0< |x — X0 | , tj. mize zde nastat rovnost, cozZ znamend, ze musi existovat f{xp), tj. musi
xo€ Dy . Tedy, aby vibec mohla byt funkce vbod¢ xo spojitd, nutnou podminkou (nikoli
postacujici) je, aby byla v xy definovana. Evidentné o =9(¢), tj. & je funkci zvoleného e.
neboli podle definice hromadného bodu kazdé jeho 6-okoli Os(x¢) obsahuje aspont 1 bod x € Dy
takovy, Ze x #xo (a tedy evidentné obsahuje nekonecné mnoho bodli z Dy ) nebo xo € Dy neni

=0<3, pak |f(x) —f(XS)

o nezajimavy piipad. Cetni autofi jej proto pii definici spojitosti vyluéuji.

=0 < ¢ pro kazdé zvolené ¢ > 0), takze jde

spojita (nebot’ kdyz |x - X3

Spojitost funkce f{x) v bodé xo znamena tu lokalni vlastnost, Ze ,,malé* zmén¢ argumentu x v jeho
okoli odpovida ,,mala“ zména funk¢ni hodnoty. Tj. kdyz Ax — 0, pak Ay — 0, kde diference

funkce /' vbodé xo je Ay=f(x,+Ax)-f(x,)=A f(x,). Piiklad 8.4 obsahujici funkci sin (1/x),
ktera neni vbodé¢ xo=0 spojita (jde o nespojitost 2. druhu, viz dale), avSak ma vSude

blizké, ale piece jen rozdilné pojmy (Kromé trivialnich pfipadi prazdné mnoziny 0 a E;, téz
jednobodové mnozZiny a v§echny konecné ¢i nekonec¢né intervaly v redlné ose E; jsou souvislé
mnoziny).

Ekvivalentné¢ a nazorné lze spojitost funkce v bodé vyslovit tézZ Heinovou definici spojitosti
(viz dale), vyuzivajici posloupnosti {x,}"_ bodd x,, jez konverguje k bodu xo.

9.3 DEFINICE (Jednostranna spojitost) Funkce f(x) je v bod¢é xy spojita zleva , resp. spojita
zprava < Ve>0338>0: Vx € O(xo) = (xo— 9, xo], resp. Vx € O(xo) = [xo, xo + ) plati:
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] | )~ flo) | <ce.
9.4 VETA (Tii zékladni véty o vztahu vlastni limity a funkéni hodnoty v bod€, vhodné pro
praktické zjisténi spojitosti v daném bodé!) Funkce f(x) je v bod€ xy spojitd, resp. spojita zleva,
resp. spojitd zprava, praveé kdyz plati odpovidajici rovnost
)}Lrg)f(X)=f(xO), resp. Yggg_f(x):f(xo)b resp. lim f(x) = f(x,)-

9.5 POZNAMKA Rovnost lim f(x)= f(x,) definujici spojitost funkce v bodé znamena

nasledujici 3 tvrzeni

1) existuje limita,

2) xo € Dy, t. existuje funkeni hodnota f(xo),

3) obe¢ predeslé hodnoty se musi sobé rovnat.
9.6 VETA o spojitosti a jednostrannych spojitostech Funkce f(x) je vbodé xoe R spojita <
je-li v xy spojita zleva i zprava.
9.7 POZNAMKA Neni-li f(x) spojitd v x, a piitom je definovana v n&jakém jeho okoli, pak
nastanou dvé mozZnosti:

A) lim f{x) neexistuje,

B) lim fx) =1~ 1+ f(x).

RozliSujeme tyto pripady nespojitosti
I) Existujyi obé jednostranné limity, tj. limita zleva flxo—) 1 zprava f{xot), ob€ jsou vlastni
(. konecné) a obecné od sebe rizné, tj. fixot+) # f(xo—), avsak bud’
a) aspoil jedna z nich je rtizna od f(xy) nebo
b) f(xo) neexistuje (tj. xo & Dy).
Pak fekneme, Ze bod x( je bodem nespojitosti 1. druhu. Cislo f (xo+) — fixe—) se nazyva skok
funkce v bodé x.

Slxg+) W

sgn x Funkce sgnx ma
nespojitost 1. druhu

1
! . it
ol - - VvV X .
! Skok je zde 1—(-1)=2.
M-f (x0-)
® f(xy)
Specialng, jestli v tomto ptipadé b), kdy f(xp) neexistuje, avSak I
existuje limita, tedy lim f(x) =1 (< fxo*) = fixo—) = ), pak se ! S )
XA)XO l

v takovém bodé x, dodefinovat funkci f(x), aby zde byla
spojita takto f(xp):=1=lim f(x).
X=X,

o |

takovy bod x¢ nespojitosti 1. druhu nazyva bod odstranitelné I
nespojitosti. Zcela ptirozenym zpisobem (Viz obr.) mizZeme I
|
I
[xo

Jde o tzv. spojité rozsireni (prodlouzeni) funkce v bodé¢ x, (jeji limitou).

9.8 NAPRIKLAD funkce f(x)= MY nent pro xo=0 definovéana, avSak vime,
x

ve lim 22X =1, Dodefinujeme ji definitorickou rovnosti  f*(0) :=1. Mizeme psat
x>0 x

pro novou uz vSude definovanou a limitou spojité rozsitenou (prodlouzenou) funkci:
sinx
{ — x#0

1, x=0.

[ =
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y
JO+)=+e
f(x)=%

II) Alespoii jedna z jednostrannych limit f{xo—), f(xo+) neexistuje nebo je
nevlastni (tj. je rovna +oo ¢i —o0). Pak bod xy se nazyva bod nespojitosti
2. druhu.

9.9 NAPRIKLAD modifikovand Dirichletova funkce y (je to
neelementarni funkce) oznacend feckym ,.chi“ ( nelze znazornit jeji graf

I proxeQ....... mnozina racionalnich ¢isel (napf. %j

—1 prox € R\Q ....mnozina iraciondlnich ¢isel (napt. x = ‘/5 , T, e, atd.)

je v kazdém bodé¢ x nespojita a jde o body nespojitosti 2. druhu.
9.10 PRIKLAD Plati |y (x)|=1.

9.11 VETA [ Heineho ekvivalentni definice spojitosti (z r. 1872)] Funkce f(x) je spojita v bodé

xo € R, pravé kdyz pro kazdou posloupnost {xn }:: bodi (Cisel) x, je splnéna implikace

lim x, =x, = lim f(x,)=f(x,).

Piseme téz xp = Xo = flxn) = fxo).
[Tj. posloupnost funkénich hodnot musi konvergovat k funkéni hodnot€ v bod¢ xo, kdyz x, — xo ]
9.12 VETA Jsou-li funkce f, g spojité v xo, ¢ € R je n&jaka konstanta, pak jsou v bodé xo
spojité rovnéz funkce
| /()]

c /(%)

S(x)+g(x) (tedy je spojita 1 linearni kombinace funkci cifix) + cog(x), kde ci, 2 € R)

f(x)-g(x)

fx)-glx)

f(x)/g(x),  pokud g(x)# 0 v n&akém okoli O(x).

9.13 DEFINICE Rekneme, 7e funkce f(x) je spojitd na intervalu Jc Dy, plati-li:

1) f jespojita v kazdém vnitinim bodé xj € J,

2) patii-li levy, resp. pravy krajni bod do J, (tj. jde napt. o uzavieny interval [a, b]=J)

je v ném spojitd zprava (tj. flat) =fla)), resp. zleva (tedy f(b—) =f(b)).

9.14 POZNAMKA (l[a, b], resp. C(a, b), resp. C(J) je asté oznateni pro mnozinu viech funkci
spojitych na [a, b], resp. (a, b), resp. na J. Tedy zapisem f € C(J) apod. sdélujeme, Ze funkce f
je na intervalu J spojita.
9.15 POZNAMKA Je ziejmé, Ze spojitost funkce v bodé xo € R je lokélni vlastnosti funkce,
zatimco spojitost na intervalu je globalni vlastnosti funkce.
9.16 DEFINICE FUNKCE SPOJITE PO CASTECH “*’ Funkce f(x) se nazyva po_&astech
spojitd na intervalu [a,b], ma-li [a,b] konecny pocet bodli nespojitosti pouze 1. druhu
(Viz obr.), jinymi slovy: je-li moZné rozd¢€lit [ a, b ] na konecny pocet podintervalil, pficemz
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funkce f je spojitd ve vnitiku kazdého z nich. ¢

(Spojitost ! i

]

1

1

1

i I
| leva pro (. 1
! A
o

x

Z obrazku je ziejmé, ze Dy # [a,b], {x,x3} & Dy,
x3 &€ Dy, ale f zde ma odstranitelnou nespojitost !

Sy =)= [ 4) = lim f(x):

9.17 POZNAMKA V inZenyrské praxi se Casto pracuje D Wk L | -
s funkcemi, které jsou jen po ¢astech spojité na uvazovaném a Y x; x3 x3 b
intervalu.

v bod¢é xo. Necht plati g(xo) = yo. Je-li funkce (vné&jsi funkce) f(y) vbodé yy spojita, pak téz
slozena funkce /(x) = f(g(x)) je spojita v bod¢ xy.
9.19 POZNAMKA Nisledujici véta, popt. za ni nasledujici jeji specialni aviak nejéastéjsi piipad,

vvvvvv

9.20 VETA 1 (obecn) o limité sloZené funkce Mgjme slozenou funkci y = f(g(x)), a necht
1) limg(x)=XA, AeR" (resp.kdyz x —> x,— nebo x — x,+), lirrxlf(u):l, leR",
XX u—>

2) existuje takové redukované ( popf. jednostranné redukované) okoli O*(x,) bodu x,,

ze pro vSechna x e O*(x,), je g(x)#A (Je-li A nevlastni, je pfedpoklad 2) nadbyte¢ny).

Pak lim f(g(x))=1 (resp. pro x = x,— nebo x — x,+).
X=X

9.21 PRIKLAD Ukazme, Ze lim arctan[x”/(x>— 4)]=m/2. Vnitini funkce g(x) = x2/ (x2— 4)

X =2+
ma v bodé 2 limitu rovnu +oo (nebot ¢itatel x> ma limitu 4 a jmenovatel x*— 4 ma limitu 0,
pficemz jmenovatel se k nule blizi zprava). Vné&jsi funkce f(u)=arctan(u) ma v +oo limitu
rovhu w/2.
9.22 POZNAMKA Je-li vngjsi funkce f(u) vbodé u =X spojita ( popt. jednostranné spojita),
odpada podminka 2) piedeslé véty. S timto piipadem se Casto setkdvame, takze jej uvedeme
v nasledujici vete.
9.23 VETA 2 (specialni) o limité sloZené funkce se spojitou vné&jsi slozkou Je-li lim g(x) =X\,
X=X

L eR, aje-li funkce f(u) spojitd vbodé A, pak

lim /(g(x))=/(*) neboli |lim f(g(x))=/(lim g(x))}

XX XX XX

9.24 PRIKLAD UkaZme, Ze lirr(l) exp[l/(x—2)]= 1/4/e. Polozime-li fuy=e", u=gx)=
x>

1/(x-2), je lin%[l /(x—=2)]=-1/2. Jelikoz je f(u) vbodé u =0 spojitd, mame podle predeslé

1
'2 lim T 1
véty lime* " =e" =e 2.
x—>0

9.25 VETA o spojitosti inverzni funkce Necht' spojiti funkce f je ryze monotonni funkci
[rostoucti ¢i klesajici, tj. je prostym (injektivnim) zobrazenim] na intervalu J;. Necht' funkce f
zobrazuje interval J; C Dy na interval J>< Hy. Pak inverzni funkce f ™' je spojitd na intervalu J.

9.26 POZNAMKA Pro ryze monotonni funkce plati: D = H;; H = =Dy.

9.27 VETA O SPOJITOSTI ELEMENTARNICH FUNKCI Kazda elementarni funkce, kterd
je definovdna na otevieném intervalu, je tam spojitd. Je-li definovand na uzavieném nebo
polouzavieném intervalu, je v krajnim bod¢, jenz patfi do jejiho defini¢niho oboru, spojita
jednostranné.
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10 + CVICENI B +

B Vysetiete limity a pfitom si dobfe promyslejte, které matematické vysledky pouzivate. Vypocteny vysledek
znazornéte na ¢asti grafu, ktera odpovida redukovanému okoli vySetfovaného limitniho bodu, je-li

lim ——> = 123} lim ¢* j [ ] hm— I +0 )

x—0,5 arcsin x x—In 3 x = 0+

x— 0+

. x—1 L . _
m lim ln(T) lneex1stuje - }»2 —_4 [{ neexistuje, f (2—) neexistuje, f (2 +)—0 }}

B Po uprave funkei urCete jejich limity

o x’—x-6 *— 6x’ . -5
XILH}Z% - lim x—xz fo}} ‘hm Jx_if {(4}}

>0 x* 4 33t + x

-1 1-cosx -l m-m {]O}}

x—>0 sinx x>0 Vx

o SINX NP
B S vyuzitim znamé limity lim —— = 1 vypocitejte nasledujici limity
x

x>0
1 x? cot3x 1 5x+tanx
- 30 sm2x 5 - 1 i § - 1 — ”2}}

x>0  sin3x x>0 4x—sinx
3 p— 1
h x s 27 {{ 27 }} lln}) tanxx381nx : 1{

x—>-3 sin(x+3)

i

B Najdéte limitu funkce v kazdém z krajnich bodi jejiho definiéniho oboru a vhodné ji zapiste. Urcete rovnice asymptot
rovnobéznych s osami a nacrtnéte ¢ast grafu funkce v jejich blizkosti, je-li

f(x)= [l f(#0)=1, f(~1%)=Fo0, f(I+)=%c0 , asymptota

|~

horizontalni y=1 a x=+1vertikalni, funkce je sudé ||

f(x)=x+ )zc — j [l f(roo)==o0, f(=5+)=40, f(0+)=Fo0, vertiklni asymptoty x=—5 a x=0 }}
x>+ 5x
- flx)=——"—— x+ 2x + 4 Il f(#o0)==00, f(~14)=+w, vertikalni asymptota x=—1 }}
2
flx)=2 JZ 2 | f#0)=0, £(0£)=+00 = lirrz)f(x):Jroo, soufadnicové osy jsou asymptoty, / je suda |}
X x>

1 . 1
f(x)=yx*+ 2x — x { f(40) = {J,-oo , f(=2=)=2=f(-2), 7(0+)=0=£(0), horizontalni asymptota y=1 |}
B a v dalSich prikladech navic uved’te, kterou vétu je tieba pii vypoctu limit pouzit, je-li
101 x)= arctanl flzwo)=0, f(0L)= +Z , horizontalni asymptota y =0 ; je pouzita véta o limité
/ X 2

slozené funkce se spojitou vnéjsi slozkou }}

)= . 222}

arctan x
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11 DERIVACE FUNKCE

(Pojem derivace zavedli G. W. Leibniz a I. Newton, nazev pojmu pak J. L. Lagrange)

Necht’ smérnice seCny s je: k = S =/ (%) _ AS

X — X Ax’ Sfx,+Ax)
pak smérnici teCny £ k = lim SO~/ 0) S/ (x)
t XXy X—Xp f(x,]}=.}’u|

ziskame jako limitu smérnic seCen prochazejicich pevnym
bodem A = (xo, fixo)) a dal$im bodem

B = (x, f(x)), jenz se blizi po grafu funkce y = f(x) k bodu A, o =X AX
az oba body splynou a stanou se tak dotykovym bodem T h =x:;+ h
teCny grafu funkce.

11.1 DEFINICE Rekneme, 7e funkce f(x) mivbodé xoe D, derivaci, jestlize existuje vlastni
J ()= [ (%) S (xo + 1) — f(xo)
h

(kone¢na) limita zapsana  lim ——————= resp. lim
X=Xy x—xo h—0

. Tuto limitu pak

nazyvame derivace funkce f(x) v bodé xy a znacimeji f '(xo). Neexistuje-1i tato limita, fikame,

ze f nemav bod¢ x¢ derivaci.

(GEOMETRICKY to znamen4, ze v daném bod¢ grafu funkce y = f(x) neexistuje te¢na).
11.2 POZNAMKA

- Mé-li f(x) derivaci v bod¢ xy, pak je definovand nejen v bod€ xo, alei v jeho okoli.

- Funkce f ma v libovolném bodé¢ nejvyse jednu derivaci.

- (%) je opét funkei, pFicemz D, c Dy.

4 . . ! 3 7 . . . ~ r W Vv ~
- Funkce ma derivaci f (x) na intervalu J, ma-li derivaci v kazdém bodé¢ x € J, pfiCemz
v krajnich bodech se opét vyzaduje tzv. pravo- ¢i levostrannd derivace.

11.3 DEFINICE jednostrannych derivaci M¢jme funkci f(x), xo € R. Existuje-li jednostranna
limita f,(xo—);: lim M, resp. f’(x0+) ‘= lim f(x)_f(xo)
X=X,

X=Xy — x—>xg+ X=X

, pak tuto limitu

nazyvame derivaci funkce v bod¢ x, f(x) zleva, resp. zprava. Lze ji téZ definovat

(i h<0)jako f'(xg=)i= fim - (xo+hz —S00) ebo

h—0-

(pti 7>0) jako f’(xo—):=hm(1)1

S (xg—=h)—f(x,) , Tesp. f'(xo-i-)i: lim S (xg +h) = f(xy) atd.
—h h—0+ h
(kde jsme jen pouzili rovnost xo + A& =Xx).

11.4 DEFINICE Necht f(x) je funkce, xo € R. Jestlize plati lim &)=/ (x)
XX X=X

=00, pak

fekneme, ze f(x) méav xo, nevlastni derivaci o a piSeme f '(xo) =100.

11.5 POZNAMKA Podobné opét vyjdeme z piisluinych definic derivace jakoZto nevlastni limity
a definujeme jednostranné nevlastni derivace ve vlastnim bodg, napt. f'(b—)=+o.

11.6 UMLUVA Rekneme-li, 7e fix) ma vbodé x, derivaci, budeme tim vzdy minit derivaci
vlastni, tj. kone¢nou.

11.7 VETA o derivaci a jednostrannych derivacich Funkce f(x) ma v xo € R (i nevlastni)
derivaci f'(x,)=d e R", pravé kdyz ma v tomto bodé derivaci zleva i zprava a plati jejich rovnost

[ (xg=)=f"(xg+) [=d].
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11.8 GEOMETRICKY je
£'(co-) ... velikost smérnice k, ,,poloteény ¢ jakozto dotykové poloptimky (zleva),

£'(co+) ... velikost smérnice &, ,poloteény 7, jakozto dotykové poloptimky (zprava)“ [Viz obr.].

11.9 VETA’ (o vztahu derivace a spojitosti funkce v bodé) Ma-li funkce f vbodé xo € R
derivaci f'(x,), pak je v tomto bodé spojita. (Opacné to neplati 1)

11.10 PRIKLAD '*° Vypocitejme derivaci f'(0) v bod& 0 nespojité funkce f{x)=sgn x, jeZ neni
ziejma z diive uvedeného grafu této neelementarni funkce, pomoci jednostrannych derivaci. Plati

f)-f0 .. 1-0 1 _ . f)-f0O) .. -1-0 -1

lim LSO gy 120 1 gy SOSO gy 2120
x—0+ x—0 =0+ x—0 (()+) x—0— x—0 x=0- x—0 (0—)

t]. (sgn x)'x _o =+.V ostatnich bodech ma derivaci nulovou.

ZAVER: Funkce, ktera neni v bodé spojita, ale je v ném definovana, zde miiZe mit nevlastni
derivaci.

11.11 POZNAMKA Jistou predstavu o Jednostrannych derivacich poskytnou grafy nasledujlclch
spojitych funkci. Tak napf. S =Ky = f'(xg+)
funkce f(x)=|x| je spojita,

y=lxl ]
ale neexistuje /' (0), ¥
nebot’ plati . fon=1 V,i/\x A A
’ ’ "0 =- "(0+) = a=N .
fO0-)=—1=1=f(0+). : J \ %
hrot X A= (g, f(xp)

' -10 —x—

Podrobné&ji:  f (0 —): lim ———————= D=0 _ = lim M— lim x—O:—l, nebo jinak:
x—=>0- x-=0 x—=>0- X x—=>0- X

ime 0 ) tim L= =S© _ . [0-8]-[0] . —(=8)__

pro 5> 0 dostavame f'(0-)= 512& 5 811}& =5 = alin& 5 1 atd.

Piitom f'(0) neexistuje. Rikdme, Ze derivace f' ma v bod& 0 singularitu.

V_matematice se body x, spojité funkce f{x), kde neexistuje derivace f'(x,), ale existuji v nich
rtzné (popt. i nevlastni) jednostranné derivace, tj. f (xo—) # f (xo +), nazyvaji napt. ,, HROTY*
(,,uhlové body*, ,,body vratu* atd., terminologie neni jednotna).

11.12 POZNAMKA Ma-li funkce derivaci [ '(xo) , pak mav bod¢ T = (xo, f(x0)) jeji graf

tenu ¢ o rovnici y— f(x,) = f(x,)-(x—x,), apokud f '(xo) # 0, pak rovnice normaly »

(ptfimky kolmé na te¢nu) je Y=y, = —+ (x—x,).

S (%)
11.13 GEOMETRICKY VYZNAM NEVLASTNI DERIVACE FUNKCE Nevlastni derivace
spojité funkce v bodé xo signalizuje vertikalni TECNU o rovnici x = x, , pfi¢emz u jednostrannych

nevlastnich derivaci se uvazuje jen POLOTECNA (zakreslovana ¢arkovanou poloptimkou) kolma
k ose Ox avychazizbodu (xo, fixg)). Ten miZe napf. byt krajnim bodem & intervalu [a, b] nebo
bodem hrotu. Jde tedy o VERTIKALNI POLOTECNY .

Analogicky definujeme nevlastni derivace v nevlastnich bodech + oo, napt. f'(+00) = —o0 atd.

11.14 FYZIKALNI INTERPRETACE DERIVACE spodiva vtom, Ze zkoumame okamZitou
rychlost v(f) 1zrychleni a(f) ptfimocarého nerovnomérného pohybu v ase ¢ s délkou drahy s(?).
As

(t)—s(to)
! t - t . ! "
Plati v(tO):S(IO):}LHB%:AI}TO%’ tj. obecné v(z)=5'(¢), a(t)=v'(t)=s"(t).
0 0
—

At
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Newtonovo oznaceni ve fyzice je s=v, §=v=a atd., kde dvé Carky ¢i teCky uz znaci derivaci
funkce 2. fadu, kterou definujeme dale.

11.15 POZNAMKA Derivaci funkce y = f{x) definovanou v bodg x, resp. xoe Dy znaime napf.

!/

L ] S 0,52, D () D, ). )

Leibniz
Leibnizovy zapisy jsou tzv. diferencidlni tvary. Pozname, ze jsou vyhodné napi. pii derivovani
slozené funkce ¢i inverzni funkce.

11.16 VZORCE PRO DERIVACE NEKTER}’(CH ELEMENTARNICH FUNKCI uvedeme
bez predpokladii o jejich platnosti vzhledem k x. Ctendf si je mlize urcit sam.

x=x9 °

Lagrange

Cauchy

1) (c) =0, [c je konstantni funkce] 2) (x’) =r-x""',r e R\{0}
3) () =e* 4) (a*) =a*-a,[ac R 5) (nx) =1
x
(tog ) =1 ' ' ’
6) \log,x =m,[a e R\{1}] 7) (cosx) =—sinx 8) (sinx) =cosx
1 ! 1 . ' 1
9) (tanx) =— 10)(c0t x) =-— 11) (arcsm x) =
cos” x sin” x 1-— x?
’ 1 ' '
12)(31'“05") = - 13) (arctan x) = 1 - 14) (arccot x) = — 1 —.
V1-x? 1+x 1+x
" . v sin(x+h)-sinx  sin x-cos h+cos x-sin i —sin x
11.17 PRIKLAD (sin x) = lim = lim =
H0 h K0 h
. . cos h—1 . sin A .
sin x - lim ——— + cos x - lim =sin x-0+cos x-1=cos x.
konstanta "0 h h>0 .

=1

11.18 GLOBALNi VZORCE PRO VYPOCET DERIVACI (existuji-li derivace)

(e f(x) = e f (s [ulx) ()] W (e (e () () = 0 () w(w)+ ) (0)s
(u(x)j _ WP V) g0 40

v(x) vz(x)
y=g(x) d f d
Derivace sloZzené funkce: [f(g (x) )N = f (g (x)) g "(x) = =y

ydx

Podrobnéji 1ze toto globalni tvrzeni formulovat lokalné (tj. v bod€ x) takto:

11.19 VETA o derivaci sloZené funkce Necht' funkce u =f(y) ma derivaci v y; € Dy, a necht
funkce y = g(x) ma derivaci v xo € Dy aplati yo = g(xo). Pak sloZena funkce f(g(x)) ma derivaci
VvV Xxo aplati:

[f(g(x))],,;x0 = f' (J’o)'g, (xg) = f' (g(xo)).g'(xo);struénéji ﬂ:d_”d_y .
dx dy dx

Odtud plyne nasledujici

11.20 VETA o derivaci inverzni funkce Necht funkce x =fy) je spojita a ryze monotonni [tedy
jde o prosté zobrazeni, tj. injekci f] na intervalu J a ma derivaci f(y,) #0 ve vnitinim bodé

yo € J. Pak funkce inverzni y = f'(x) k funkci f{y) ma derivaci v bodé xo=f(yo) a plati:
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dy 1
-1 4 — 1 boli Lox oy s al ’ &t . v —
[/ (x)] X=x f’(yo) neboli (méné presné, ale pro vypocty nazorn¢) dx _dx|
dy

11.21 PRIKLAD Derivujme funkci y = arcsin x  [ktera pii —1 < x < 1 je inverzni k funkci

X =siny pro —§Sys£].

2
Plati g—;=cosy¢0 pro y;éi%, proto g—i}: é = colsy = +\/1_15in2 - _ ‘/lixz pro
dy
—1 <x <1. Znaménko + volime proto, Ze cosy >0 pro —g <y< g
11.22 PRIKLAD Derivujme funkci f (x)=%/x, x> 0. Podle definice logaritmu plati
x=e™[x>0]= u’ =™ =e"™ . Proto

(W)' _ [xé} _ [G%WJ _ (ez(x))' _ 0.2 () =
Linx 11 Ax

e -[—x_z 1nx+—~—} == (1-Inx) prox > 0. Totéz dava tzv.
s x x) x

¥x

11.23 LOGARITMICKA DERIVACE znamend, e se nejprve logaritmuje, a pak derivuje. Je
vyhodna u mocnin, které se tak zjednodusi na soucin, a taktéz u soucinu, ktery se zjednodusi na
soucet.

11.24 PRIKLAD (pFedesly, ale logaritmickou derivaci)
1

y:x; |1n
1 d
Iny==-lnx |—
g X dx
! ! 1 !
l-y’=(l~lnx) = y'=y[l-lnx} =xx[l-lnx} =V§-[—x‘21nx+l-l}.
y x x x X X

11.25 PRIKLAD Derivujme funkci

y:3\/x2+1-\/2x—1~(3x—2)5, x>%

Iny =%ln(x2 +1)+%ln(2x—1)+51n(3x—2) ‘

In

d
dr
1y [l In(x? +1)+ L In(2x — 1)+ 5In(3x - 2)}

y 3 2

, o o 1
SN P S S 245 3
rey {3 2l 2 2x—1 3x—2 }

v 2 . 1. nY .12 _x | 15
y' = ¥x?+1-42x-1-(3x-2) [ +2x_1+3x_2]

3 %241

Plati néasledujici 2 véty o funkei rostouci ¢i klesajici
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11.26 VETA 1 (o funkci rostouci &i klesajici v bodé, ma-li vném 1. derivaci kladnou ¢i
zapornou) Necht funkce f(x) mé v bodé x( vlastni nebo nevlastni 1. derivaci, a necht’ plati:

f'(x0) >0, resp. f'(x0)<0. Pak je f(x) vbodé xy rostouci, resp. klesajici.

., FUNKCE ROSTOUCI v x, KLESAJICI v x,
11.27 PRIKLAD dvou obrazkii k predeslé i nasledujici t
vété pro piipady nevlastnich derivaci f'(x,) spojitych y=f)
funkei. (Situaci pro pfipad nevlastni derivace +oo v bodé 0 FiG =10 f'(xe)=-w

funkce, kterd je v bod¢ 0 nespojitd a rostouci, demonstruje
napt. graf diive znazornéné funkce y =sgn x)

x=x xX=xy

11.28 VETA 2 (o ekvivalenci ristu nebo Kklesini spojité funkce na J se
znaménkem své 1. derivace) Necht f(x) je spojitd na intervalu J [ tj.
fix)e C(J) ] amad na J vlastni nebo nevlastni derivaci. Pak funkce f(x) je
rostouci, resp. klesajici, pravé kdyz plati f'(x)>0, resp. f'(x)<0 na J,
pficemz viak rovnost f'(x)=0 nenastane v z4dném podintervalu J'<J.

[Jinak by f byla konstantni na J', tji. f'(x)=0 miZe nastat, viz obr., jen
v izolovanych bodech (,,inflexnich®)] (mflcx-nl bod)

12 4+ CVICENI C +

W Zjistéte, jakou hodnotou je tieba definovat nasledujici funkci f(x) v potfebném bod¢, aby takto dodefinovana

rozsifena funkce f(x) byla i v ném spojita (tj. §lo by o bod odstranitelné nespojitosti)

f =5 | =2/3}) f =220 | £y =2}

1

B Stanovte hodnotu parametru A tak, aby funkce f byla spojita na intervalu (—oo, +)

109 {x + A pro x<0, o) = “AX pro x<-1,
105 X) =93 106 X
+ 1 prox>0 (a=2} x+2 pro x> 1. (a=1}
107 | Vypocitejte derivaci funkce y = x> vbodé x¢ =1 podle definice derivace, tj. limitou. H 3 }}
Pomoci definice derivace jako limity urcete derivaci funkce f(x) = 1 . ” —Lz }}
X X
109 | Dokazte vzorec (cos x) =—sin x s vyuZitim vzorce cos(x+h) = cosx cosh —sinx sinh| .

B V bodé 0 vycislete derivaci funkce a nevedou-li k cili vzorce pro derivovani elementarnich funkci, upravte
funkci, resp. pouzijte jednostranné derivace ¢i definici derivace funkce

4f 4

v ‘/x—4 l 0¢ D, tj. neexistuje ¥'(0) }} y=vx { y=|x, ¥'(0) neexistuje, v 0 je hrot}}
x
yz%/x—S. ”y=x,y'(x)=lpr0xeR}}

B Derivujte nasledujici funkce a vysledek zjednoduste (pricemz si vzdy urcete definicni obor derivace funkce)

10 =35 o) ) o N
x X { 1 23 2 JL_L
10 [ 101010 }} [117] tog x |75 ) oo =)
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4 2 _ 4 _c 2
)= |34 I O] == I

coS z + z sin
Ch | SSEEEE Y ] gy = L2
cos z cos? z

sin (cos2 x + 1) sin x

123 cotfc ” cos? }}
x

124 arcsin x (Z ! , nebot’ [arcsin x +arccos x = = pro |x|<1
arccos x | 2 M(arccos )’ 5 pro x| i

arctan x T 1 ’ -
125 p— 5 o 2) pP— , nebot’ |arctan x + arccot x = 5 }}

126 | f(wy=c"u™ {e"u? u-2)=f(wy(1-2u"") }} fy =21
N

B Urcete derivace slozenych funkci (Nezapomeiite na defini¢ni obor derivace)

[128 ] yx* + 4x {12\/2 m‘/_ He‘/r‘/_ [130 |22 {224 }}

—X

In(In(sin x)) [{ neexistuje, nebot” dana funkce neexistuje. Proc? J} [ 132 | e { ~2xe™ i

I{ _ COS z

sin z Jsul_z }}

£(3) =l (1-3y?) 1{3lfy11n(1—3y2) § [134] s =

-"Sll’l z

f(x) :arcsing { ‘/asg& m [ 136 | /(x) =In COST { aJ_ tan% }}

A
ity =c =510 ) [138] st =mntanu =2

sinu cosu  sin 2u

| rotan 3x {{ L aretan 3x, 3lnx N arctan 3x ) }}

139 140 | x* [ 2x™ Ty |}

1+9x2 x

f) =40y v 2 s |- ¢ S S

4x -1 x2+2 45

B Vhodnym zépisem vystihnéte chovani derivace funkce v okoli bodl, kde neni zadana funkce definovana
a v krajnich bodech jejiho defini¢niho oboru, je-li

fo ==~ {{son= lim /{x) = Tim (-2 )=Fo0 = £/0) neexistuje, (=) = lim f'x)=0
X x—0% x— 0% X X —>too

£ =——
1+x

[ @)= tim (-—22_y=0})

xoxe (14x%)2

S(x) =sin x. [l £'(£o0) neexistuji, nebot’ neexistuji 1irr+1 cos x |}
X —> X0
Dv¢ otazky ke vzajemnému vztahu pojmu spojitost funkce a derivace funkce v bodé¢:
1) Miuze mit derivaci, v¢. nevlastni derivace, funkce, kterd je v daném bod¢ definovand, ale neni v ném
spojita?
2) Tipnéte si, zda mize u spojité funkce nastat to, Ze u ni neexistuje, jak zndmo, derivace (vlastni) nejen
v izolovanych bodech (tvoficich napt. nekonecnou posloupnost), ale Ze tyto body mohou vytvofit
dokonce i interval?
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{{ 1) ano, ale jen nevlastni derivaci, viz funkce sgn x z piikladu 11.10, kdy (sgn x), _, =+ ; 2) ano,
i kdyz si takovou kiivku neumime predstavit. ” }}
W Urcete rovnici tecny ¢ i normaly n ke grafu funkce y = f(x) vbodé T=(x,, f(x,)) a také velikost uhlu o,
jenz svird t s kladnou ¢asti osy x (tj. s kladnou poloosou x ), je-li
146 | f(x)=xInx, kde T je pruse¢ik grafu f(x) sosou x '*

147

147 | f(x)=Inx, kde T je prisecik grafu f(x) s pfimkou y =—ex. Néapoveéda: kofen x, transcendentni

rovnice Inx =—ex uhodnéte dosazovanim celych mocnin Cisla e ( V praxi lze kofeny rovnice g(x)=0
nalézt graficky nebo radé¢ji numericky — Newtonovou metodou tecen, popt. obecnéji metodou secen apod.).
1{ 146 | t: y=x-1, n: y=—x+1, ¢=arctanl=n/4 (=45°)

x 1-¢?

147 | t: y=ex—2 n: y=—=+ > ¢=arctane=1,218 (rad) (=70°) }}
€ §

B Dokazte, ze dané funkce vyhovuji uvedené obycejné diferencialni rovnici (1. fadu) v kazdém bod¢, v némz jsou
dané funkce definovany

3
y=Cx +x7, (C € R) ; linedrni diferencialni rovnice y' — Yoy?
x

149 | y=Cx+C?, y= —x2/4 , (C € R) ; Clairautova (&ti: klerétova) diferencialni rovnice y = xy'+ (¥')*.

150 | Drahu s, kterou urazi téleso o hmotnosti m =2kg v ¢ase ¢ (sekund) pfimocarym pohybem lze v metrech

vyjadtit vztahem s=27>—15¢%+ 24¢+3. Odvodte si vzorce pro okamzitou rychlost v, okamzité

zrychleni a . Pak zjistéte, v jakém Case ¢, , resp. ¢, jsou rychlost, resp. zrychleni nulové, a jakou kinetickou

energii £, ma téleso po 6 sekundach pohybu.
2

. d .. d?
”v=s5—s, a=v=s=%, ty=1(06), t,=4(), t,=25(), Ek:mv
t

i =3600 (J) |}

151 | Pohybuje-li se cyklista rychlosti v, lze vyjadtit vodorovnou, resp. svislou polohu bodu na obvodu jeho

otacejiciho se kola o poloméru R v zavislosti na Case ¢ vztahy x =v¢ — R sin ( % t),resp.

y=R — Rcos( % t), které definuji periodicky pohyb zminéné¢ho bodu po cykloidé (Ptfitom % = je

uhlova frekvence otaceni). Stanovte v okamziku ¢ vodorovnou, resp. svislou slozku rychlosti i pfislusna

zrychleni pohybu zminéného bodu.
2 2
. \% . v . v . . \% . \% 1%
X=v-—-vcos(—t), x=—sin( —1t), resp. =vsin(—t), =—cos(—1¢
{ (1), &=—psin( 1), resp. § (=), §=—rcos(—0) ]

Celkovy elektricky (kladny) ndboj O (v coulombech, kdy 1C = 1As), ktery projde za ¢ sekund pii

stejnosmérmém proudu vodiem poéinaje Sasem ¢ =0, je dan vzorcem Q =4t + 6¢ + 1. Vypo¢itejte proud
I na konci treti sekundy.

(13) - ‘:i_? — se+6], = 304}
t=3

3 Jako prvni sestavil spojitou funkci, kterd mé v kazdém svém bodé¢ hrot, tj. bod, v némz sice existuji ob& jednostranné derivace, ale jsou riizné, nas
nejvetsi matematik Bernard Bolzano (1781 - 1848), a to uz kolem r. 1834.

13 DERIVACE FUNKCE VYSSICH RADU

Derivujeme-li funkci f{x) na Dy pak funkce f  je definovana na D,', kde obecné Dy < Df .

Jestlize n-krat derivujeme funkci f (pokud derivace existuji), pak £ (x)=(f""(x)) pro
neN'={1,23,..} (mnoZina viech kladnych celych ¢isel), kde obecné
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D )ng(,H)g...ngr c D, , a kde definujeme f©(x):=f(x), tj. fix) je vlastné nulta

I I
derivace sebe sama. (Napft. pro polynomy plati rovnost defini¢nich obort)

13.1 VETA - Leibnizovo pravidlo Necht funkce u, v maji derivaci n-tého fadu. Pak plati:
(u-v)™ = (”J () 4 (”J RGN (”] R N (”J @y kde u® =y 0 =y
0 1 2 n

tzv. LEIBNIZOVO PRAVIDLO

14 + CVICENI D +

153 | Urcete derivaci 4. fadu funkce y = x* — x? + 1 v bodg 0. [ yP(x) = yD0)=24=4!}}
B Dokazte, ze dané funkce vyhovuji uvedené obycejné diferencialni rovnici
y=C, cos3x+Cysin3x+Cy, (C,Cy,C3eR), »"+9y =0

X

y=e 2 (x+2), 4 +4y +y=0

4
Ae"™ + Be """ + C cosnx+ Dsinnx, (A, B, C, D, n jsoukonstanty), j—f:n“y.
x

| 156 | »

157 | Zkuste odvodit pomoci Leibnizova pravidla, 7e |(x?- ¢*)" =(x*> + 2nx + n*—n)e*| VneN.

158 | Zkuste odvodit postupnym derivovanim, ze [In(x+D]" = =D" ' m-D!Ix+1)"" Vx e (-1, +),

neN"={1,2,3,...} (cozlze snadno ovéfit matematickou indukci).
Odvod’te okamzité zrychleni slab¢ tlumenych harmonickych (tj. periodickych) kmitd, jejichz okamzita
vychylka v ¢ase ¢ je x=ae” ”'sin(wt+b), kde a0, p>0, @=0, b jsou konstanty.
| ¥=ae™”[(p* —w’)sin(owt +b) — 2 pocos(wt + b)] }}

15 DIFERENCIAL FUNKCE

15.1 DEFINICE Rekneme, Ze funkce f(x) je vbodé xo Y Y=
diferencovatelnd, kdyZ jeji ptiristek — diference Af(xg) A(Xo)=ay=F=="7"777" () - h
v tomto bod& miizeme zapsat takto: S(xo+h) 'Wf A N df (xg)=
fCxo + h) — f(x0) = k-h + e(h)-h, S =z, kb
kde konstanta k € R, &(h) je funkce, pro kterou plati: : I
lime(h) =0. L ax | o«
h—0 8] Xob——x=x,+h

Vyraz k-h, coz je linearni funkce proménné 4, a tedy h=Ax=dx=x-x,

i proménné x, se nazyva diferencidl funkce f(x) v xo aznalise df(xo)= k-h=k(x— xo).

15.2 VETA (o ekvivalenci diferencovatelnosti funkce v bodé s existenci (vlastni) derivace
vném) Funkce f(x) je diferencovatelnd v bodé xo pravé tehdy, kdyz ma v tomto bod¢ derivaci.

Pak f(xp) = const. apro diferencial funkce f(x) vbodé x, plati vzorec
df(xy) = f(x)-h]|, kde h=x—x,.

15.3 GEOMETRICKY VYZNAM DIFERENCIALU Diferencial je LINEARNI prirtistek
funkce méfeny po tecnu .
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15.4 POZNAMKA Jestlize uvazujeme f(x)=x, pak pro diferencial plati: S)=x

dfix) = 1-dx = 1-h, tj. mdme dx=h=x-x,, ktery pouzijeme pro tradicni

zapis diferencialu (diferencovatelné) funkce f(x)  |df(x) = £'(x) dx|.

15.5 POZNAMKA V obecném bodé x je funkce & funkei dvou proménnych,

atox, h (tedynejen h),tj. f(x+h)—f(x)=f"(x)-h+e(x, h)-h, odtud ji o
x+h)—f(x '

ol ) = LD .

muzeme definovat takto:

15.6 POZNAMKA Diferencial funkce f{x) je tedy funkci dvou proménnych x a dx.

15.7 DEFINICE Ma-li funkce f(x) derivaci n-tého fadu, pak n-ty diferencidl funkce (diferencial
n-tého faddu) definujeme nasledovné
d"flx) = fP(x)-dx", kde dx" =(dx)", fO(x)= f(x), neN=1{0,1,2,...}.

15.8 POZNAMKA Z piedeslé definice ziskame Leibnizovo oznadeni derivace n-tého fadu pomoci
. . d"
diferencialti F™(x)= ﬂ, neN.
dxn

15.9 PRIKLAD Je ziejmé, ze d’flx) = d(d*f(x)) = d(d(d fAx))). Obecn& plati d” fx) = d(d"'fx))
a fikame pak, 7e f je n-krat diferencovatelnd (< existuje 1(x)).

. u vi énnych z A exi i 1alu vi V4
15.10 POZNAMKA U funkce vice proménnych znamena existence diferencialu mnohem vic, ne
pouha existence vSech tzv. ,,parcialnich* derivaci!!

15.11 POZNAMKA K DULEZITEMU OZNACOVANI Necht J je interval. Pak symbol C*(J)
nebo C¥(J) oznatuje mnozinu viech funkci majicich spojitou k-tou derivaci na J, a tedy majicich
na J spojité téZ derivace viech nizsich fada v&. nultého. Zapisem f e C(J) sdélujeme, Ze f ma
na J spojité derivace do fadu k vdetnd. Rikame téZ, ¢ f jena J k-krat spojité diferencovateln4,
nebo ze je hladkd k-tého tadu, nebo ze je tridy C' na J atd.

15.12 PRIKLAD na pouziti diferencialu pro vyjadieni p¥iblizné funkéni hodnoty v aplikacich

X =20
Plati: f(xo+h)—f(xy)=df(xy) + ¢€(h)-h

(pro malé 4 tento
¢len zanedbame)

S (o +h)=f(xo) = df (xo).
Pak f(x)zf(xo +h)zf(x0)+ df(xo) [ = priblizna rovnost]
f(x) f(xo)““f’(xo)'(X—xo) .

Q

Q

15.13 PRIKLAD
Pro funkei (kubickou parabolu) y =x je dy = 3x’dx.
Ay = (x + dv)’ - x* = 3x’dx + 3x(dx)” + (dx)’
h
Tedy funkce &( dx ) = 3xdx + dx* = dx(3x + dx) . Z definice diferencialu vime,

h
~—
ze (}xlmo e(dx)=0, astejny vysledek da i limita posledniho vyrazu na predeslém

fadku. Pak napt. prox=2 a dx=0,1, jedy=1,2, oproti diferenci
Ay=2,1"-2=9261 -8=1261.Pro x=2 amensi dx=0,001 je
dy =0,012, oproti Ay =0,012 006.

Tedy dy=Ay plati jiz dosti presné.
15.14 POZNAMKA Diferencial funkce ma vyznam zejména v teorii aproximace, ale i ve fyzice
pro zjednoduSeni tivah o malych zménéach nezavisle proménné, kterou misto x byva obvykle ¢as .
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B Pomoci diferencialu d f(x,) vypocitejte ptiblizné¢ funkéni hodnotu f(xq + /) (diferencovatelné) funkce

v prirtistkovém bodé¢ x, + %, kde & je pfirtstek argumentu x, a porovnejte ji s pfesnou hodnotou f(x()

pomoci piirdstku (diference ) A f(xy) funkcev x,, je-li

160 | f(x)=2x"-12, xy=2, h=-0,
([ SO+ ) = flxg) + f(xg)-h = 20— 64 = 13,65 Af(2) =-59 |
o _x _ T [ 31_7[ ~ l ﬁn - . Ty
) =sinx, xg= 2. h=s e 3" 300 = LIS ASCE) = 0,013 i

f(x) = (cosx +1)/(cosx —1), xozg, h=0,01. {222}

B Vyjadrete diferencialy nasledujicich funkci v zavislosti na pfislusném argumentu a jeho ptirastku # (tj. tam,
kde existuje derivace funkce), je-li

fx) = 1/1"‘2 ldfy = ——2 ‘/1”2 b (pro-1<x<1)}
1+ x° ‘ (1+x2)? 1-x2

h
¢(1) = (1/4) In tan(21). Vama )

165

166

167

168

Presvédcte se, Ze funkce y=C x’+ 3x, CeR, je feSenim diferencialni rovnice (3x —2y)dx + xdy=0.
Uzitim diferencialu zjistéte, s jakou absolutni chybou AV  arelativni chybou mizeme vypocitat (shodné

s teorii chyb méfeni) objem V koule, jestlize pifi méfeni jejiho poloméru R bylo naméfeno
R=1(0,100+£0,001)m. Slovné vyjadiete vztah mezi velikosti relativni chyby méfeni objemu a poloméru.
Nakonec vyjadfete presnou absolutni chybu (AV)* v zavislostina R ajeho zméné AR.

{lobjem ¥ = (4/3)mR*= (4/3)10°n (m®) vypocitime pfi absolutni chyb& AV ~dV = 4nR>- AR =
AV 14V _ 5 AR
Vv
chyba vypocéteného objemu je trojnasobkem relativni chyby zméfeného poloméru*.

(AV)" = 4nR*AR + 47R(AR)” + %n(ARf i

(1) 1077 (m3 ) a pfi velikosti relativni chyby 3 =3.10"2,j.3 %; ,relativni

Podle piedeslého prikladu si samostatné vyteste analogické zadani pro obsah S povrchu koule. {I 7? }}
Dobu kmitu (periodu) 7 pohybu matematického kyvadla udava vzorec T = 2n ./l /g, kde [ jejeho
délkaa g=9,80665 (m-s ?) tihové zrychleni. Pomoci diferencialu uréete piiblizng, jak je nutné zménit

délku kyvadla 0,20 m , aby se perioda zvétsilao 0,2 s . | prodlouzit o O;nz J02g = 9cm

Pomoci Ohmova zékona odvod’te, Ze mala zména A/ proudu zpisobena malou zménou AR odporu

muze byt vyjadfena piibliznou rovnosti ve vzorci Al/I =~ —AR/R. Formulujte tento vztah t€Z slovné

pomoci terminu ,,relativni chyba veli¢iny*.

B Uzitim diferencialu si vy¢islete pfiblizné hodnoty

170

172

- (=0,02) = 0,78 ff [171 | V82 (=

x=1

2
s (0,67 (-1} OB 222 772}

arctan 0,98 [{ ~ arctanl + 3
1+ x
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17 BERNOULLIOVO - I'HOSPITALOVO PRAVIDLO
(TVAR ZAKLADNI I ZOBECNENY)

Markyz Guilaume Frangoise Antoine de 1'Hospital (&ti: lopital) (1661 - 1704) byl zékem Svycara
Johanna Bernoulliho (1667 - 1748), jenZ toto pravidlo v roce 1691 - 92 objevil a v dopise je poslal
1'Hospitalovi, ktery je zvetfejnil vr. 1696 ve vibec prvni ucebnici matematické analyzy,
tj. diferencidlniho a integralniho poctu. Smél totiz podle smlouvy jako sponzor (mecenas)
Bernoulliho jeho vysledky publikovat. Pravidlo nejCastéji pouzivame pro vypocet limity, ktera
u(x)

muze byt i jednostranna, v bod¢, jenz mtize byt i nevlastni, z podilu funkci =
v(x

, které vedou

na limitni typy neboli ,,neurcité vyrazy*
+
(9) nebo (ﬁj , ostatni pfipady uvadime dale.
0 +
17.1 VETA (Zakladni pravidlo) Necht’ u(x), v(x) jsou funkce, bod x, € R =RU (—00) U (+0).
Necht’ plati bud’ A) limu(x) = lim v(x) =0 nebo B) lim|v(x)|=+o [V tomto pfipadé B) o limit&
X=X, X—>Xo x—)xo

limu(x), tj. o limité Citatele nasledujiciho pravidla nyni neptedpokladdme nic, dokonce ani jeji

X—)Xﬂ

existenci, avSak nejcastéji piipad B) pouzivame, kdyZ je$té nastane lim|u(x)|=+oo!].

X—=>X(
, (%) o u(x)
Existuje-li vlastni nebo nevlastni limita lim ——, pak existuje limita lim —= a plati jejich
x>x0 v (X) x>xg V(X)

R SRS : ou(x) L (x)
rovnost, tj. zakladni Bernoulliovo-1"Hospitalovo pravidlo: |lim = lim — .
XX, v(x) XX, V (x)

17.2 VETA (Zobecnéné pravidlo) Necht opét u(x), v(x) jsou funkce, bod xo € R’, a necht’
neN = {1,2,...}. Déle necht pro k=0,1,2,3,...,n—1 plati bud’
A) lim «® (x) = lim v*® (x)=0 nebo B) lim v(k)(x)| —tow.

X—=>X( X—=>X( X=X,

[O limitach citateld lim u(k)(x) opét nepfedpoklddame nic, tj. tyto limity ani nemusi existovat !!].

(n)
Existuje-li vlastni nebo nevlastni limita lim u( )(x , pak existuje lim u(x) a plati
x—xg P\ (X) X—>Xq v(x)
. o . Cu) o u(x)
tzv. zobecnéné Bernoulliovo-1"Hospitalovo pravidlo: lim = lim — n=1,2,..)
X=X v(x) X=X P (x)
., X B-I'H X X
17.3 PRIKLAD Plati lim e—:(*—‘”) =lim—%— .5 S 5+,
X+ x” + oo x~>+oon.xn1 n(n—l)(n—2)2l —

=n!

Zobecnéné pravidlo se pouzilo n-krat.

17.4 POZNAMKA B-I'H pravidlo pouzivame pro limity z tzv. neuréitych vyrazi, coZ jsou limity
nejen podili (jak je uvedeno pti B-H pravidle), ale také rozdild, sou¢ini a mocnin funkci, kde
limity jednotlivych funkci existuji, avSak pfisluSné pocetni operace mezi limitami nejsou
definovany nebo vysledek nelze odvodit z vét o nevlastnich limitach.

Pozor ! Vzdy derivujeme zvlast’ Citatele a zvlast’ jmenovatele, tj. nederivujeme podil !!

Zapamatujme si 7 neurcitych vyrazii: (%j, (2); (00 — a0); (0-20); (0%); (o); (1°). Podrobngji:
o0

1) (%j ; [i—ooj B-H pravidlo pouZijeme piimo

+
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neni 0!!

. f_$_\ . . .
2) llm[u(x) - v(x)] dava typ (o0 —o0) nebo (— o + ), jenz prevedeme na limitu podilu takto:

11
lim M (ale v ptikladech ziskdme podil i jednoduseji, tj. netfeba si pamatovat upravu)
u(x)-v(x)
neni = 0!!
—
3) lim(f(x)-g(x)) davatyp | 0-(x o) | = lim @ nebo lim %") , ,,slozit&jsi* funkci dame spis
X X—>X0 X—>X0
g(x) f(x)
do citatele
neni= 1!!
f_/%
4) lim (u(x))'"™ dava typ neurcitych vyrazi ( 0°,00°,1% )
X—>X
Wx) - In ulx lim (v(x) - In u(x) lim (f(x) - g(x) ) o
lim (e (x) - In )) :ex”x"( ( &) :e)‘”"( € ...tj. v mocniteli je typ 3).

17.5 POZNAMKA Bernoulli-1'Hospitalovo pravidlo je u¢inné, ale ne vzdy vede kcili, jak
ukazuje nésledujici
u

~——
v . SiInx—x - . r
17.6 PRIKLAD lim = , nebot —1<sinx<1, —1 <cos x < 1. Proto zkusime
X>+0COSX+X |+
[—
v
: .. u . cosx—1 . - 5 o
B-H pravidlo, tj. lim — = lim ———. Tato limita vSak neexistuje. To, ze neexistuje limita

X—>+0 P x—=+o —sinx +1

lim cosx, jesté podle B-H pravidla nevadi, ale Ze t¢Z lim sinx neexistuje, to uz podle Casti B)
X—>+0 X—>+00

vadi, nebot’ jmenovatel musi mit limitu, a to +oo. Tedy B-H pravidlo nelze vyuzit. Vychozi limitu
vSak vy¢islime pouhym rozsifenim zlomku

1 sin x |
. sinx—x . 0-1
lim ———. & — |jm X = =-1.
X¥—>+0 COSX + X l x—>+ooCOS.X+1 0+1 =
X X

18 4+ CVICENI F +

B Vysetiete nasledujici limitu (pficemz zvazite moznost uzit Bernoulli-1"Hospitalovo pravidlo)

. -2
4] Lin}w% ([2; B-H pravidlo je netiinné |} adokazte,ze lim SX_0 272}
176 | lim 22 3. jepe bez B-H ) lim 0=l (78] tim SX=SMOX ey

oL _ tanx rI cos2x x>0 X
2 4
a dokazte,ze lim Inx_ 0, r>0. Vysledek formulujte slovy [{ »~funkce Inx roste pro
X—>+0 x

x — 400 pomaleji k plus nekoneénu nez funkce x”, at’ je r jakkoli malé kladné &islo* }}
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180

182

184

186

188

2006
lim (Bx+ 11

X =+ x2

4 3 2
lim 4x™ — 32x3 + 80x“—72x+16 ” 999 }}
x—2 3x” —25x+26
lim (—— — cot x) fo}

lim (€3 —1)cot x
x—>0

lim cot [ e” tant

t— 0+

2,1 T
‘tan“(— + =) — 1].
(4 4) ]

B Odvod’te nasledujici z dtlezitych limit

189

B Vysetiete nasledujici limitu

192

194

1
lim(1+x)*=e¢
x—>0

4
. 3-2Inx
lim x
x— 0+

1

lim (x+10%)*
X —> +0

190

. 1 «x
1 1+— ) =
X —1>n;rlao( * X ) ©

(0]

2
181 | lim M
x>0+ Insin(a”x)

183 | lim (2 - -1

x>0+ x sinx

185 | lim (¢—Int)

t—>+o©
. 2n
187 lim x*Incos<™
X —> 400 X
1
191 lim x*=1].
X —>+
. tan x
lim x
x— 0+
x% sin —
lim ——&
x—>0 sinx

(RN

B Zkuste si vyfesit limitu nésledujici Ciselné posloupnosti a zvazte uziti Bernoulli-l1"'Hospitalova pravidla. Ano,
iu posloupnosti a, = f(n) jejeho pouziti mozné. Plyne to z Heinovy definice 7.5 limity funkce, nebot’ plati

lim f(x)=/ = lim f(n)=I1, leR";Y
X —> +00 n— +ow

implikace
. Inn | . A
196 | lim —= fof} [197 ] tim (+2)-In(Z +1)
n—>+0 n n—+ow n
a dokate, Ze lim ( 1+4 Y =¢ 200
n—>+ow n

4

Napft.

lim sin(nn) =
n— +o n—» +o0o

lim 0=0, zatimco

lim sin(mx) neexistuje.

X+

[} [198] tim (Vn—5n)

obracena implikace vSak neplati, nebot’ limita posloupnosti {a, } ={ f(n)} miiZe existovat, i kdyz neexistuje ~ lim f(x) .
X +o

=0 §
222}
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19 LOKALNI EXTREMY FUNKCE
spolu s inflexi dava do souvislosti s derivacemi funkce nasledujici DULEZITY OBRAZEK|.

Y globalni
= (absolutni) ostré neostré lokalni
maximmm lokalni minimurn
Ni0)) e i maximum neostra lokAlni
=f @ lokdlni ) 10y (2) maxima i minima
emax ¢ minimuimn
I I neostré lokalni
i mMAXIMmn
I J'roste,
I tj. £ >0 Ifrr<0
I I i G
I S je konvexni I I
| I 'I S je I |
| | konkavni I
I J'(x1) =0 r * I :globs’l]ni
S"(xp) =0 (absolutni)
I I I I I minimum
neexistuje I I | fGMIN(b) =1
I I S '(x2) (f'(xs) =0)
, | ; l Sxs) =0 S1(BI=-w
_f((HI>)< 0 l l I (xl3—)=—oo I S (xs)+0 I
I} -
(8] @ Xy Xy Xy X4 Xg b X

19.1 DEFINICE Rekneme, Ze funkce f(x) méa v bodd x e Dy (neostré) lokalni maximum, resp.
lokdlni minimum, jestlize existuje redukované okoli O (xp) bodu x, tak, Ze v ném pro vSechna x

plati: f(x) = f(xo), resp. f(x)= f(xo).
Jestlize v ném plati ostré nerovnosti, tj. f(x) < f(xo), resp. f(x)> f(xo), pak jde o ostré lokalni
maximum, resp. ostré lokalni minimum; piseme

f(x)= max f(x)> f(x) nebo f(x))= max f(x)>/(x) apod.

19.2 VETA Fermatova (1601 - 1665) o nutné podmince pro lokalni extrém Necht funkce f
ma v bodé xp lokalni extrém, a necht’ v x, existuje derivace. Pak (nutng) plati

f(x9) =0.
19.3 POZNAMKA Ve Fermatové vété jde o nutnou podminku lokéalniho
extrému, nikoli postadujici, tedy kdyz f'(x,) =0, pak v xo nemusi byt lokalni

inflexni
bod

extrém — miZe tam byt tzv. ,,inflexni bod*, jak ukazuje graf funkce y=x’, pro
niz plati y(0)=y"(0)=y"(0)=0, y"(0)=6%0.

19.4 POZNAMKA Body xp € R, kde f '(xo )=0, nazveme staciondrnimi

body funkce f(x).
Lokalni extrémy mohou (ale nemusi) nastat v tzv. podezrelych bodech z extrémi, tj. kde:

1) f'(x,)=0 neboli ve stacionarnich bodech,

2) neexistuje f (x,) spojité funkce f (tj. kde neexistuje : N
teCna, pfiemz tam ale existuji polotecny v hrotech, I I 1
1] !

viz obr.) — fikame, Ze 1. derivace tam ma ,,singularitu®.
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19.5 VETA (o 1. postadujici podmince pro ostry lokalni extrém spojité funkce v bodé, v jehoZ

redukovanych jednostrannych okolich ma derivace funkce opa¢né znaménko) Necht funkce

f(x) je spojita v bod¢€ xy € (a, b).

A) Je-li f'(x)>0 vintervalu (¢, xo)a f'(x) <0 v intervalu (xo, b), ma funkce f v bodé x, ostré
lokalni maximum.

B) Je-li f'(x) <0 vintervalu (¢, xo)a f'(x)>0 v intervalu (xo, b), ma funkce f v bod& x, ostré
lokveilni minimum.

19.6 VETA (o0 2. postacujici podmince pro existenci ostrého lokalniho extrému (spojité)

funkce s nenulovou 2. derivaci ve stacionarnim bodé ) Necht funkce f spliuje f'(xo) =0

(tj. xo je stacionarni bod) a ma v bodé& x, vlastni nebo : rTxo
, . . , . gh

nevlastni 2. derivaci a” plati pro ni F x>0 ? 7
S (xy)#0. : ”I

Pak ma f vbodé xo ostry lokalni extrém. Je-li f (xlﬂ) <0

A) f"(x,)<0,jde o ostré lokalni maximum, . ! » ! |

" . , 1, .. =40
B) f (x4)>0, jde o ostré lokalni minimum. ostré lok. minimum ostré lok. maximum

20 GLOBALNI (ABSOLUTNI) EXTREMY FUNKCE

20.1 DEFINICE Rekneme, Ze funkce f(x) ma na mnoziné M D; globdlni extrém v bodé
Xo, kdyzpro kazdé x z M plati

a) f(x)< f(xy),vtom piipadé se Xy nazyva globdlni maximum, resp.

b) f(x)= f(xy), v tom piipadé se Xy, nazyva globdlni minimum.
Spolecné se oba extrémy nazyvaji globalni extrémy.

20.2 VETA o globalnich extrémech funkce spojité na uzavi‘eném intervalu Jestlize je funkce
f spojitd na uzavieném intervalu [a, b], pak tam nabyva globalnich extrému, které mohou nastat:

1) bud’ v bodech lokalnich extrémii nebo

2) v krajnich bodech a, b uzavieného intervalu.

21 KONVEXNOST A KONKAVNOST FUNKCE

Graf KONVEXNI funkce Graf KONKAVNI funkce
Vi Vi

A t \
t
4 ,
/ - R

(o) X o) X
Tecna je pod grafem konvexni f{x) Tec¢na je nad grafem konkavni f{x)

21.1 DEFINICE Rekneme, Ze v bodé x, € Dy je funkce f'(ryze) konvexni, resp. (ryze) konkavni,

praveé kdyz existuje f '(xo) (. vlastni) a existuje redukované okoli 0*(x0), vnémz V x plati:
F(x)> f(xg)+ [ (x0)(x=x4), resp. f(x)<[f(x0)+f (xg)-(x=xg).

21.2 POZNAMKA Plati-li prislusné neostré nerovnosti, mluvime o neryze konvexni, resp. neryze

konkavni funkci f vbodé xy nebo na intervalu — to v pfipadé, plati-li uvazované nerovnosti
v kazdém bod¢ intervalu.
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21.3 VETA (nékdy vychozi definice) Funkce je konvexni v daném bod& xo, pravé kdyz existuje
redukované okoli bodu xp, vnémz graf funkce lezi nad te¢nou, a je konkavni, pravé kdyz graf
funkce lezi pod tecnou.

(Véta je ekvivalentni s predeslou definici, nebot y = f(x,) + f (x,) -(x—x,) vyjadfuje rovnici
teCny ¢ tvofené body, jejichz y-ova soufadnice je v predeslych nerovnostech vzdy na pravé strang)

21.4 POZNAMKA Funkce je konvexni na celém intervalu J, jestlize graf funkce leZi nad te¢nou
v libovolném bod¢ dotyku, a je konkavni na J, jestlize graf lezi pod tecnou v libovolném bod¢

dotyku z J.
Plati nasledujici 3 véty o konvexnosti ¢i konkavnosti funkce.

21.5 VETA 1 (o ekvivalenci konvexnosti ¢ konkavnosti funkce se svou 1. derivaci rostouci
nebo klesajici na J) Funkce f je na intervalu J konvexni (konkavni), pravé kdyz méa na J

derivaci f', kterdjena J rostouci (klesajici).

21.6 VETA 2 (o konvexnosti ¢ konkavnosti funkce, ma-li 2. derivaci kladnou & zipornou)
Necht v bodé xo méa funkce f 2.derivaci f"(xo) >0, resp. f'(xo) <0 pak je f v bod& xo
konvexni, resp. konkdvni. [Véta ma velké vyuziti v aplikacich]

21.7 VETA 3 (o ekvivalenci konvexnosti ¢ konkavnosti funkce t¥idy C' na J se znaménkem
své 2. derivace) Necht na intervalu J ma funkce f spojitou 1. derivaci /' (tj. f(x) € C' (J))

a vlastni nebo nevlastni 2. derivaci f". Pak funkce f je na J konvexni (konkavni) < plati-li
naJ f'(x)20 (f"(x)<0), pfitemz vSak rovnost f'(x) =0 nesmi nastat na Zadném
podintervalu J'c J.

22 INFLEXNI BOD — INFLEXE FUNKCE

22.1 DEFINICE Necht' funkce f je spojita v xo a md v xo vlastni (kone¢nou) ¢i nevlastni
(nekonecnou) 1. derivaci. [Tedy existuje teCna se smérnici Ci te€na vertikalni, ¢imz vyloucime
piipady hroti]. Rikame, Z¢ xo je inflexni bod (grafu) funkce f, jestlize existuje redukované levé
okoli ’0*(xo), vnémz f(x) je konvexni a redukované pravé okoli +O*(x()), v némz je konkavni
nebo naopak.

Rikame téz, 7e (graf ¢i kiivka o rovnici y = f{x) pfislu$né) funkce ma v bod& (xo, fixo)) INFLEXI
nebo nékdy se i o tomto bodé tika, Ze je to ,,inflexni bod* (grafu) funkce.

I) Vlastni derivace v inflexnim bodé
y ) y
KONVEXNI

KONVEXNI

KONKAVNi
} }

X0 X X0 X
II) Nevlastni derivace v inflexnim bod¢

a) f b) f Napt. funkce f(x)=x—3%/x, jejiz prabsh urtime
pozdéji, je licha, f'e C(R). Pro x #0 lze pouzit vzorec

[

' _1_ 1 v 4 e, . .- .
/ f(x)=1 —%/x_z , takZe limitnim pfechodem z néj a z teorie

mame rovnosti f(0—)= f'(0+)= o o 7'(0)=—0.

Tj. pocatkem prochdzi vertikalni tecna (osa y).
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KONKAVNL ¥ Plati f"(x) = —2—. Neexistuje /"(0),
3x3&/x_2

nebot’ v 0 jsou jednostranné 2. derivace

rizné:  f'(0-) =—co#+w0=f"(04).

22.2 POZNAMKA Inflexemi grafu funkce f{x) jsou body dotyku (xo, fxo)), ve kterych te¢na
sestrojena ke grafu funkce zaroven tento graf protina, neboli jde o body, v nichz piechazi graf
funkce f(x) z jedné strany poloroviny vytaté tecnou do opacné poloroviny.

22.3 VETA (o inflexnim bodé funkce, v némz ma jeji spojita derivace lokalni extrém) Mgjme
bod xo, ktery je inflexnim bodem funkce f; anecht f' je spojitd v bodé xo. Pak derivace f'(x)
ma v bod¢ xo lokalni extrém.

22.4 VETA o nutné podmince inflexe Necht’ x, je inflexni bod funkce f, anecht v xo existuje
2. derivace (tj. vlastni) f "(xo). Pak (nutn¢) plati f "(xo) =0. [Neplati to obracené, je to nutna,
nikoli postacujici podminka]

[Kontrapozice véty: Existuje-li 2. derivace (tj. vlastni) f"(x,) #0, neni xo inflexni bod funkce]
22.5 VETA (o 1. postatujici podmince inflexe pii zméné znaménka ") Je-li  f"(x)) =0
[popt. f'(x,) neexistuje, ale derivace f'(x) je vbodé xo spojitd (tj. popt. i nevlastni — viz

predesly graf)] a méni-li " pii pfechodu pies bod xo znaménko, pak ma funkce v x, inflexni bod.

22.6 VETA (o 2. postatujici podmince inflexe pfi nulové f" anenulové f") Necht

f'(x0) =0. Existuje-li vlastni &i nevlastni 3. derivace f"(xo) #0, pak xo je inflexnim bodem
funkce f(x).

22.7 VETA (0 zobecnéni postaéujl'ci podminky inﬂexe) [Toto je zahrnuto v pravidle poznamky 8 str. 49]
Je-li  f'(x0) =...= fC@(x,) =0, kdezto @ *D(xy) =const.#0, pak ma funkce / v bodé xo
inflexni bod.

23 ASYMPTOTY FUNKCE

23.1 POZNAMKA Asymptoty bez smérnice neboli vertikilni asymptoty (grafu) funkce
jsou piimky x =x,, x, € R, vnasledujicich obrazcich.

, y

* = / o fixgh) =t
0 /f , Xo \

Xpt)=+0C

[0 Xy X

f (.1'0"_') =F00
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23.2 PRIKLAD Nyni znazornime situaci, kdy pfimka x =0

(osa y) neni asymptotou grafu funkce y = arctanl .
X

23.3 DEFINICE Rekneme, Ze piimka x=x, je asymptota bez

smérnice grafu funkce neboli vertikdlni asymptota (grafu) funkce,
jestlize aspon jedna jeji jednostranna limita v bodé xy je nevlastni,
tj. £oo.

23.4 VETA (o vertikalni (tj. nesmérnicové) asymptoté) Vertikalni asymptota x = x,

(kiivky — grafu) funkce dané rovnici y = f(x) existuje, pravé kdyz je

lim f(x)=o0, popf. lim f(x)=o0.
+ X—>X,—

X—>X,
[Tedy mtiZe jich byt i nekonecné mnoho]
Asymptoty se smérnici (Sikmé asymptoty)

23.5 DEFINICE Necht' s je pfimka vroviné¢ E; riznobéZna s osou y (tj. ma vlastni smérnici)
a funkce f(x) je definovand v okoli nevlastnich bodii #co. Necht' d(x) je vzdalenost bodu
(x, fix)) grafu funkce f(x) od pfimky s. Rekneme, Ze piimka s je asymptotou (grafu) funkce
fx), jestlize plati lim d(x)=0.

A) Situace, kdy asymptota je limitnim ptipadem tecny (ke grafu YA
funkce v nevlastnim bodg, tj. kdy dotykovy bod se po grafu funkce J&)
vzdaluje do nekonecna). Jde o monoténni (asymptoticky) charakter
ptiblizovani grafu funkce k asymptoté.

|
|
|
|
|
1
X

B) Situace, kdy asymptota y =0 neni limitnim pfipadem tecny. Y (vychylka)
Graf kolem asymptoty se smérnici k=0 ,,0sciluje (kmita).

23.6 POZNAMKA (fyzikalni) Ve fyzice jde o SLABE ( tj. p2 <m?)
TLUMENE HARMONICKE (tj. periodické) KMITANI

A(1)

pohybu], s periodou 7' = 2020 kde lim A()=0, 2p > 0 ... je souginitel odporu
0) m* — p2 t—>+o

23.7 VETA (o smérnicové asymptoté) Piimka y=/kx+g je asymptotou (se smérnici k
a posunutim ¢g) funkce f(x), pravé kdyz pro x — +oo (popf. x — —0) existuji dvé (vlastni) limity
f(x)

k= lim == | g= lim (f(x)- kx) . [Tedy mohou existovat nejvyse dve takové]
x—>to X x—>too

24 VYSETROVANI PRUBEHU FUNKCE

0) Metoda ZIP (Zakreslujeme Ihned Pribéh), kdy nacrtneme systém soutfadnic a vSe do né&j
budeme ihned pribézné vyznacovat, je velmi efektivni.

1) Ur¢ime piedevSim jakousi globalni charakteristiku funkce, tj. defini€ni obor Dy, zjednoduSime
funkci (napf. vydelenim), ur¢ime, zda je funkce licha, suda, ¢i periodicka. Dale zjistujeme jeji
nulové body ( v nichz f{x) =0 ), priseciky s osou y (v nichz x =0), znaménko. Zjistime popf-.
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2)

3)

4)
5)

rovnéz asymptoty, zvl. vertikalni, v bodech, kdy obvykle xo ¢ Dy, a ihned zakreslime ¢asti
grafu funkce v okoli téchto bodli x,. UrCime limity v krajnich bodech Dy.

£ (x) upravime; zjistime podezielé body z extrémd, tj. vySetiujeme

A) stacionarni body, kde f'(x) =0. Napt. méni-li /' znaménko ze zaporného na kladné, popf.
obracen¢, pak v bod¢ (x, f(x)) ihned vyznacCime lokdlni extrém /‘\ popr. \,/
nebo vysetiujeme

B) podezielé body - hroty, kde f'(x) neexistuje, ale existuji (obecné rtizné) jednostranné
derivace f'(x+), f'(x-).

Vypotitame f"(x) a upravime; inflexe nastane, je-li f"(x)=0, a navic je f"(x) =0 (popt.
i nevlastni) nebo vyuzijeme zménu znaménka f". Jestlize f"(x)#0 neni ,komplikovana®,

hodnoty argumentu, napt. x =0, £1, ig atd.

24.1 PRIKLAD NA VYSETRENI PRUBEHU FUNKCE  f(x)=x—-3%/x.

0)
1)

2)

3)

4)

5)

Metodou ,,.ZIP*:

D/=R

f(—x)z—x+33\/;:—f(x) licha
f0)=0: x=3¥x = x(x*-27)=0
nulové body ( popr. asymptoty):

x =0,x,5= +4/27 .

1 _Ax2 -1

Mohlo by se ,,zdat*, ze f',neexistuje” v bodé x =0, ale zde je
[(0=-)=f(0+)=—0 <= [(0)=—0.
Tedy sjednoceni polotecny zprava ¢, izleva ¢ da te¢nu ¢ v pocatku, ktera je kolma k ose x.
V bod¢ x = 0 mlze byt jesté inflexe.
F)=2—L_ Jetreba vySetiit " vbodd x=0. Plati f"<0 pro x<0, f">0 pro
3 xifx?

x>0, tj. f se méni z konkdvni na konvexni a v bod¢ 0 jsou jednostranné 2. derivace rtizné
(anevlastni): konkrétné f "(0—):—007& 400 = f "(O—i—). Proto podle 1. véty o postacujici

f)=1-

=0 = x==1 staciondrni body.

podmince inflexe je vbodé x =0 inflexe 1 =(0,0). Vbodé x=1je f" >0 = founa) =-2,
a jelikoz je to licha funkce = fimax 1) = 2.

Asymptoty mohou byt uz jedin€ se smérnici. Jelikoz
1

k= lim M —>1—3x5_1—> l—i—>1, ale g= lim [f(x)—k-x]—)—?ai/;—):uoo,

x—>two x 3[x2 xX—>too

asymptoty neexistuji. Plati xl_i)rrilw f(x)>x(1-33 # ) > +0, coZ je zfejmé i ze znaménka f".

Nesrovnalosti nejsou.

Zajimavosti prikladu Hlavné typ inflexe s vertikdlni te¢nou protinajici graf v inflexnim bodé.
Derivace f'(0)=—w je nevlastni a neexistuje f (0), nebot f"(0-)=—o0=+0=f"(0+).
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Vbodé O = (0, 0) je inflexe, coz je ve shodé s definici inflexniho bodu. Je vidét, ze rovnost
jednostrannych derivaci (v¢€. nevlastnich) je nutnou i postacujici podminkou existence derivace.

25 4 CVICENI G +

Jeden z byvalych vysokoskolskych uditelli oboru vinafstvi a vinohradnictvi, nyni uspésny podnikatel na Moraveé

ve stejném oboru, nabidl ve svém sklep€ prémii z archivu skupiné studentti oslavujicich zkousku z matematiky,
jestlize za né€kolik minut pomohou sklepmistrovi vyfesit nasledujici ukol. Nepfiznal, Ze jeho feSeni zna. Méli
poradit, jak zhotovit pro doliti bur¢dku provizorni trychtyf o maximalnim objemu z folie, kterou bude kruhova
vyse¢ daného poloméru s neznamym stfedovym thlem o ve stupnich. Svinutim folie vznikne plast’ rotaéniho
kuzele — trychtyt. Po nadrtnuti situace a kratkém vypoctu se studenti dozadovali odmény, nebot’ védéli, ze
sklepmistr musi z kruhu odstranit nepotfebnou kruhovou vysec o sttedovém uhlu =(360—-a) o néco vétsim

nez 60° a samoziejmé v&d¢li, jak onéch 60° bez tthloméru zméfit. Urcete a. (uz bez prémie). {222 }}

Horni a dolni okraj obrazu na stén¢€ je o a resp. b vyse nez optické ¢idlo robota (a > b >0). V jaké

vzdalenosti ma robot zastavit, aby vysku obrazu snimal (vidél) pod nejvétsim uhlem? | Vab }}

Nedaleko firmy A vede po vytéené ptimce k méstu B Zeleznice. Pod jakym uhlem o k Zeleznicni trati je

204

205

206

207

208

209

210

211

212

213

nutné vést ptimou silnici od A , aby dopravaz A do B byla nejlevngjsi, bude-li dlouhodobé pieprava na
silnici za 1t/km oproti Zeleznici m-krat drazsi? {I oL = arccos L , avSak musi platit L < é ,
m m
kde [ je velikost kolmého primétu AB do sméru Zeleznicni trati }}

Provedli jste n méfeni neznamé hodnoty x urcované veli¢iny a ziskali tak jeji hodnoty x;, x5, ..., x,,.
n

Ukazte, 7e soutet S(x)= Y (x—x;)? &tverch viech odchylek (x—x;)* ( pro k=1,2,...,n) bude
k=1

minimalni, je-li x=(x;+x,+...x,)/n, tj. pokladate-li za hodnotu x urCované veliCiny aritmeticky
pramér vysledkt vasich méteni (tzv. metoda nejmensich ¢tverci, zndma z mnoha oblasti matematiky).
Ve kterém bod& mé graf funkce y = exp(x) nejmensi polomér kiivosti, vime-li, ze R =(1+y'%)*'? / | y"|

je znamy polomér kiivosti oskulacni kruznice.” {{ 77?7 }}

B Vysetiete prubeh nasledujicich funkci (jenz bude samoziejmé zavrSen nacrty jejich grafr)

fx)=x*3 2528 | D, =R, sudd,v x=0 je (ostré) LMIN(0)=GMIN0)=HROT(0), v némz

jak poloteéna zleva ¢_, tak poloteéna zprava ¢, splyva s kladnou ¢asti osy Oy , pticemz f'(0F) = Foo,
konkavni (pro x #0); graf ,,semikubické paraboly“ }}

f(x) = x;“_ [ @) =x+ x;‘f 7+ Dy =R\=2.2}, lichd, Siun@V3) =33 == flyax (-243) ,
inflexe 1=(0,0), f(2F)=Foo = symetricky pro x=-2, asymptoty x=12, y= }}

y=xte 4 LDy =R), f(H=0. fiun(3)=-27. I =(-2.-16), 1,=(0,0)
y= e H ?7?; Gaussova pravdépodobnostni kiivka }}
f(x)=x+arctanx {{ D, =R, lich4, rostouci, 1=(0,0), asymptoty y=x=x(n/2) }}
f@6)y=367 - 2t [ D, =R, f(0)=£(27/8)=0, LMINO) =HROT(0), f'(0F)=Fo, fiyax()=1}}
f(x)=arcsin sin x l{ D, =R, licha, zakl. perioda p =2n ,pilovych kmiti“ z v hrotech pod pravym
uhlem ,,lomenych tsecek™ (jez lezi na polote¢nach hrotti) a s ,,amplitudou n/2 }}

J@=4nx+x®=6x  [[D;=R", f(0r)=-0, f(+o)=+0, fiuaxx()=-5, fun@ =4In2-8,

= (\/5 ,2+2In2 - 6v2 ), ma nulovy bod (najdeme graficky nebo pomoci Maple) x, =4,68 }}

% Oskulaéni kruznice y(x) ma v jistém svémbod& T = (x* »*) s grafem funkce y= f(x) styk 2. ¥adu, tj. tyto funkce maji v piisluiném bodé

x* stejné hodnoty i stejné derivace az do 2. fadu veetné.
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24 | f(x)= 3 — 622 | D, =R, vhrotu H(0)=LMAX, je f4(0)=0, f'(0F)=xo0, kdy obé polotetny

v ném splyvaji se zapornou €asti osy Oy, fin(4) = 234 , vV 6 jenulovy a inflexni bod s vertikalni

te¢nou (protinajici graf), kde f'(6) =+, graf protina asymptotu y=x-2 vbodé (2/3,-4/3) }}

215 | pricemz zde vySetfujte funkci f~, ktera vznikne spojitym rozsitenim (prodlouzenim spojitosti) funkce

f(x)=xarctan(1/x) v jejich bodech odstranitelné nespojitosti.

{{ graf f* na R pfipomina graf z piikladu | 206 stim, 2¢ f'(0F)=Fn/2, asymptota y =1 }}

216 | Hmotnost m Castice zavisi podle Einsteinovy teorie relativity na rychlosti v vzhledem ke vztazné

soustavé podle vztahu m =mg/v1 - v/t kde v>0; my, c € R* . Vysetiete pribéh funkce m(v)

(a naértnéte jej). H 7 }}
|1 N
217 | Zkuste si vyfesit pribsh funkce y = 2(—1)2 { D, =R\ {-1}, f(~1F) =+, tj. svisla asymptota
X+
x=-1, fomn (=5 = 277 , Jiminpg(D) =0, konvexni; (Sikmé) asymptoty y = 1% i% }}
26 TAYLORUV POLYNOMICKY ROZVOJ FUNKCE A POZNAMKY
KJEHO VYZNAMU
26.1 MOTIVACE Zabyvejme se ulohou, zda lze ,komplikovanou“ V| T
funkei f(x), kterd ma v jistém okoli bodu x vlastni derivace do ur&itého ""‘;/
fadu n+1 47 f(x)
1) v ,,dostate¢né malém* okoli bodu x ey mp—
2) s ,,dostatecnou’ piesnosti I
aproximovat (aproximace = pfibliznost), tj. pfiblizn¢ nahradit S
polynomem 7,(x) n-tého stupné. Dlvod k této Casté uloze v ptibliznych, s I -~
tj. v numerickych metodach je ten, Ze s polynomy se dobfe pracuje. 0 Xp X

Maji mj. derivace vSech tadii, rovnéz integrace je snadné a ovSem i vycisleni hodnot polynomu je
snadné. Chceme tedy, aby pro polynom (jehoz graf prochdzi bodem (xo, f(xo)) ) ve tvaru

T,(x)=a,+a,(x—x,) +a, (x—xo)2 +...4+a,(x—x,)" neboli ve tvaru
T,(x)=a,(x—xy)" +a,_;(x—x,) "y ...ta, (x—xo)2 +...+al(x—x0)1 +a,
v bodé x=x¢ platilo
foxo) = Toxa), ' (x0) =T, (x0) £ (x0) =T (%), - » f*x0)=T,"(x0), tj. obecné, aby
f(k)(xo):Tn(k)(xo) pro k=0,1,2,...,n.

Rikame, Ze polynom T,(x) m4 s kiivkou (grafem) y = f{x) v bod& x, styk (dotyk) alespoii n-tého
faddu. Vypocitame-li derivace 7, ,,(k)(xo), dostavame

T,(x) =ap+ a(x—xo) + ay(x —xp)* + ... + a,(x — xo)" = Tn(x0)=ao
T, (x) = a + 2ay(x —xp) + ... +nea,(x —xo)" = Th(x0) = a
T, = 2r+32as—x) b Ann-Dae-x) T S Thw)=2a
T, (x) = 321y +... tn{n—1Dn-2)ax-x)""> =  Tl(x) =3"a
L N LN ]
Tn(n)(x): nla, = T."(x0) =na,.
Dostavame tedy, ze pro styk n-tého fadu 7,(x) s grafem funkce f{x) musi byt
k
Tn(k)(xo) =kla, = f(k)(xo) =>a, = %, pro k=0,1,2,...,n.

Hledany Taylortiv polynomicky rozvoj funkce lze proto zapsat ve tvaru (vzestupném)
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' " (,,)
7, 0) = £ () + L0 (e LB e o LUy

IEACY)

=0 k!

(x—x ), k=0,1,2,..,n (26.1)

a nazyva se Tayloruv polynom (Angli¢an Brook Taylor 1685 - 1731) T,,(x) stupné n funkce f{x)
na okoli O(xo) bodu x,, téZ v bodé x.

26.2 POZNAMKA 1 K VYZNAMU TAYLOROVY VETY Protoze T,(x) ~ fx), tj. Tu(x) je
pouze aproximace funkce f(x) na okoli O(xp), je rozdil R,(x):= f(x)—T,(x) na O(xo) funkci

proménné x. Pak rozdil R,(x) se nazyva Tayloruv zbytek funkce f{x) na okoli O(xp) bodu xy.
Velikost chyby & aproximace je vlastné |s | = |Rn(x)| na O(xo).

26.3 VETA TAYLOROVA “"’Necht xo, x € R jsou dvé riiznd .
w1 . . . N o Y 0 * X%
Cisla, tj. xo # x, kterd jsou zaroven krajnimi body uzavieného J J

intervalu J, tj. J=[xo, x], kdyz xo <x nebo J =[x, xo], kdyz

X < Xp.

Necht' funkce f(x) mé na J spojité derivace do n-tého fadu véetné (n > 0), coz oznafime
feC™), anavic aspon uvnitf intervalu J existuje derivace f"*V(x). Potom existuje bod
& € (xo, x), popt. & € (x, x0) (tj. mezi body xo, x), Ze plati Tayloriv vzorec f(x) = T,(x) + Ru(x),
podrobné;ji

' " (n)
f(xX)=f(x0)+ f (XO)(x—x0)+ f ;xO)(x—xO)2 +...+M(x—x0)" +R,(x)], (26.2)

1! ! n!
T, (x)

kde R,(x) je zbytek po n-tém Tayloroveé polynomu 7,(x) v bod¢ xo; lze jej vyjadiit v nékterém
ze Ctyf tvarti (zbytek = remainder — anglicky, = (der) Rest — némecky)

(n + 1) .
R, (x) = % (x—xp)"+! LAGRANGEUY tvar zbytku (26.3)

(n+1)
[ [ R (x)= f—i(‘g)(l ~0)"(x—x,)" "', kde 0 €(0,1) (Cauchyiiv tvar)
n.

(n—l) _ n+l-p
R= LB Ty
n! p

1) p=n+ 1 dostaneme Lagrangetv tvar,
2) p =1 dostaneme Cauchyiiv tvar)

(Schldémilchtiv tvar, z né&jz pro

x (n + 1)
R,(x)= IXO fn—,(t) (x—2)" dr (integralni tvar) ] ],

pfi¢emz bliZze neur¢eny bod & € J lze vyjadfit pomoci blize neurceného ¢isla 6 € (0, 1) ve tvaru
E=x,+(x—x,)-0, 0<0<1,

kde O je pfi dané funkci fx) zavislé na n, x, xo (popf.na p u Schlomilchova tvaru).

26.4 POZNAMKA 2 Pii predeslém oznadeni Ize Taylortiv vzorec psat v diferencialnim tvaru
2 n n+l n k n+l

o) = fley)s 800 ESG) | 4 ) @) g ) 4 E)

— 1! 2! n! n+1)! iz k! (n+1)!

. (26.4)

nebot’ vime, Ze d f(x0) =P (x0)-(x — x0)".
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26.5 POZNAMKA 3 Pro n=0 dostavame z Taylorovy véty f(x)= f(xo) + f (§)(x —x,), coZ je
vzorec z Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté (téZ: o pfirustku funkce ) diferencialniho poctu,
uvedené dale.

26.6 POZNAMKA 4 Lze ukazat, e existuje-li Taylortiv polynom 7,(x). existuje vzdy pravé
jeden, a navic ze vSech polynomt Q,(x) stupné n prochdzejicich uvazovanym bodem x, nejlépe
aproximuje funkci f{x) v uzavieném okoli J bodu xo, tj. plati:
| f(x) —T,(x) | < | f(x) — Ou(x) | YV Ou(x) V x € J, tedy je to nejlepsi lokdlni aproximace.

26.7 POZNAMKA 5 — VYZNAM Taylorova vzorce spo&iva v moznosti odhadu velikosti chyby
|s| aproximace, tj. |8| = |Rn(x) |, na uzavieném intervalu J.

26.8 POZNAMKA 6 Je-li vychozi bod xo = 0 ( tj. lezi v po¢atku ), pak jde o specialni, tzv.
Maclaurinuv _vzorec [Colin Maclaurin (1698 - 1746), skotsky matematik (stejn¢ jako Rowan
Hamilton)]

0 0 (n) 0 (n+1) o
£(x)= £(0)+ f() fz(,) bt LDy fzﬁf)? * kde£=0x (0<0<1). | (26.5)
Maclaurintiv polynom M, (x) R, (x)

26.9 PRIKLAD Pomoci vypoétu derivaci a Lagrangeovych tvard zbytku lze vyjadfit
Maclaurinovy polynomické rozvoje vhodné k zapamatovani nésledujicich tii elementarnich funkci
takto:

Ry(x)
cos x :1—x—2'+x—4|— ((2;))"' oy [212:;’“:)(]":1) -cos (6x), 0ec(01),xeR,
er=le e Ly +%+an_ﬂﬁ66x’ 00, 1),xcR,

kde ne{0,1,2,...} =N atd. Pfitom 0 € (0, 1) je pro riizné funkce rizné.

Yip M, [.\‘L -

26.10 PRIKLAD Aproximujme funkci y = sinx v okoli po&atku
polynomem 4. stupn¢ a odhadnéme velikost chyby | € |
Reseni: Protoze xo = 0, uZijeme Maclaurintiv polynom Mj(x)
a Lagrangetv tvar zbytku R4(x) pro urCeni chyby e.
Tedy sin x & My(x)
sinx = My(x) + Ra(x)  (Ra(x)...zbytek po 4. mocning x) -

f(x) = sinx

3
w0 = 0 sinx=0+x+0—%+0+R4(x).

fix) = cosx |, =1 L T
) _ Pro zbytek R4(x) potiebujeme 5. derivaci v bodé
Sx) ==sinx |g = 0p b (r—x)0=0+(x—0)0=6x,(0<0<1). Tedy
" —_ —_ (5)
() =—cosx |, 1 R,(x)= /) X = Coz'ex x*,0<0<1).

W)= sinx |, = 0 3!
Dale je | cos (Ox) | < 1. UvaZujme pro jednoduchost uzavieny symetricky interval podle pocatku
o poloméru 1/10, tj. necht’ x €[-1/10, 1/10]=J. Pro velikost chyby |&| aproximace je

1 (1Y I y y
|8| |f(x) 4(x)| | 4( )|< 51 (10] 15000000 83-107" <50-10



I DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE 48

0,5-10°=05-10"7,

€ | <0,5-10° = D=6 jepotet piesnych &islic (za desetinnou arkou).

Tedy na uvazovaném uzavieném intervalu J je polynomem My(x) dosazeno piesnosti aproximace
na 6 desetinnych mist, tj. na miliontiny, je-li zanedbatelny vliv zaokrouhlovacich chyb.

Pro vyssi ptresnost (tj. mensi chybu &) bychom museli bud’ zmensit interval J (zmenS$i se x)
nebo vzit vice ¢lend polynomu (zvétsi se faktorial).

26.11 POZNAMKA 7*'7V aplikacich se ¢asto vyuziva zobecnéna binomicka véta: Plati

r r " 2 " : & 4
(1+x) =1+ Py R I +R,(x), reR!, xeJ (Vizdalsi poznamkuo J)|, (26.6)
n

kde R, (x) :( "

J(l—i—@x)”"+1 x""', 0e(0,1), a kde zobecnény binomicky koeficient [r]
n+ n

rf(nfl)

r(r —1)(r - 2)...(r -n+ 1) .

n!

r
definujeme (jelikoz » € R, nemusi obecné r! existovat) takto ( ]::
n

Véta je vlastné jen Maclaurintiv rozvoj funkce (1 +x)". Pro »=neN* jde o klasickou vétu.

26.12 PRIKLAD Jestlize napf.

r=-— \/Ez{_ﬁJ = _ﬁ(_ﬁ_l)(_ﬁ_z):%(2+\/5)(—1)(x/5+2): —%(\/5+2)2 , atd.

3 3!

26.13 POZNAMKA Pomoci teorie mocninnych fad lze ukazat, e v zobecnéné binomické véte
je lim R (x)=0, jestlize

a) pro r>0jexe[-1,1]1=J a
b) pro <0 je (pouze) x € (-1, 1) =J. Rikame pak, Ze na odpovidajicim intervalu J piislusna
(nekonec¢nd) binomickd fada (rozvoj) konverguje a piSeme

(1+x) =(rj+(rjx+(er2 T (V}c" pro x € J.
0 1 2 n=0\1

26.14 PRIKLAD Rozvedme funkci y= ;2
3\/ (2 + x3)

-
s vyuzitim vzorce (a@+b) :ar(1+2) =a"(l+x),vnémz 0< |b| <a.
a

Ad b) Protoze r=-2/3<0, musime uvaZovat jen otevieny interval. Podle vzorce mame

y= (2+x3 )—2/3 _ [2(1+x3 /2)]—2/3 :%(1+x3 /2)—2/3'
3

Dale ad b) musi byt —1< x? <l = -2<x’<2 = xe (— %,W) Binomické koeficienty jsou

v (nekone¢ny) binomicky rozvoj (fadu)

o o G

1 3 2

o (O oy,

3
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Z=x3/2
L. >—%-L(l_z2+gz TR

(2+x3)2 Q/Z 34 3 81° -
L( S S T B ) pro xe(—%,%).

34 3Y T36% 731
26.15 PRIKLAD Zkuste si napsat binomicky rozvoj funkce y:5\/(3—x2)4. Zde muze

xe[—\/g, \/g].

26.16 POZNAMKA 8 — POUZITIi TAYLOROVA VZORCE *' k vysetfovani prab&hu funkce

v okoli bodu vy$§imi derivacemi umoziuje nasledujici tvrzeni:

26.17 PRAVIDLO k urceni lokalnich vlastnosti funkce z prvni nenulové k-té derivace v bodé
Zkoumame-li lokalni extrémy funkce f, pak poéitame derivace f'(x,), f (x,), ... tak dlouho,
a7 obdrzime prvni &islo (kone¢né) f®P(x0) £0, ke N, [ti.je f(x) =0, ..., f* D(xp) =0].
1) Je-li k£ sudé ¢islo (k> 2), pak

a) pro f®(x)) >0 ma f/ vbodé xo (ostré) lokalni MINIMUM,

b) pro /®P(xg) <0 ma /' vbods xo (ostré) lokalni MAXIMUM.
2) Je-li k liché ¢islo (k> 3), pak v bodé xo neméi f extrém ajezde INFLEXNI BOD, pfitom

a) pro f®(x)>0 je f vbodé x, ROSTOUCI,

b) pro fP(x) <0 je f vbodé xo KLESAJICI.
Pravidlo nelze pouzit, kdyz 1) /®(x) neexistuje.

2) fP(x9)=0 pro libovolna k. ®

26.18 PRIKLAD Ov¢ite pravidlo na znamych funkcich flx) =x°, Ax)=x", tj. na parabolich
3. a 4. stupné. Nacrtnéte si.

27 4 CVICENI H +

27.1 POZNAMKA Mimotadny vyznam Taylorova vzorce pro matematiku a aplikované obory, zvl. viak pro
numerickou matematiku spociva v nasledujicich 3 typech piibliznych vypoctl, jez mizeme pro danou funkci f(x)

splilujici na uzavieném intervalu J skoncovymi body x,, x predpoklady Taylorovy véty i pro jeji Taylortv
polynom 7,(x) n-tého stupné v bod¢ x,, dale pro velikost |s| chyby aproximace ¢ a pro (horni) odhad velikosti
uvazované chyby | € | (odhad zbytku R, (x)), formulovat takto:
1. Najit co mozna nejmensi n pro dané x, aby

le[=| /() =T, (0] <[eo - @7.1)
2. Najit takové n, aby nerovnost (27.1) platila pro vS§echna x z daného intervalu [a, b].

3. Najit interval pfi daném 7, v némz plati nerovnost (27.1).
Poznamenejme, Ze zatimco Gloha 3 ma vzdy feseni, Gilohy 1, 2 nemusi mit feSeni
B Odvod’te nize uvedeny TaylorGv vzorec (v¢. odhadu Lagrangeova zbytku R,(x) po 7,(x) ) pro nize uvedenou funkci

f(x), jestlize

6)

218 | f(x) je polynom n-tého stupné, pro jehoz Taylortv rozvoj podle mocnin (x —x;) plati

' 1" (n)
£ = 100)+ L0 () + LU0 (o LE0

([ jelikoz £™*D(x)=0, je R,(x)=0 }}
219

—1/x2

9 jak doklada piiklad Cauchyho funkce C(x)=-e definované na R\ {0} a dodefinované (spojitym rozsitenim) v nule takto C(0):=0

V bodé x5 =0 nelze totiz C(x) vyjadiit Maclaurinovym polynomem M, (x), nebot M,(x) jerovennule Vne N" VxeR. Graf funkce C(x)

2
pripominajici ,,dolii otodenou* Gaussovu pravdépodobnostni kfivku y=e™™ , ktery ma ostré lokalni minimum v x =0 a je shora ohraniten
asymptotou y =1, ma v pocatku O sosou Ox stykfadu n — +oo, takze v okoli O s touto osou téméf splyva.
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f(x) je r-t& mocnina linearniho dvoj¢lenu (1+x), re R, xe (-1, 1), pro kterou je

(1+x)’:1+@x+@x2+...+mx"+R,,(x), Rn(x):( :Jx"”(nex)"‘"”, 0e(0,1).
n n

| jde, viz 26.11, 0 Maclauriniiv vzorec alias zobecnénou binomickou vétu }}

f(x)=In(l+x) ,pronizpii x € (-1, 1] ma Maclaurindv vzorec tvar

1n(1+x):x—§+§—...+(—l)" 12 g (%) = z( k- ”‘ L 4R (x),

" xn+1 1
R, (0 =(-D) —
n+1 (1+9x)

0e(0,1).

n+1
]{ pro odhad zbytku je | R,(x) | < L
n

+1 }}

B Vyuzijte znAmy Maclaurinliv polynom pro funkeci sinx, cosx, e, In(1+x) a urete opét Maclauriniiv polynom
M, (x) pro nasledujici funkci tak, Zze do zndmého vzorce dosadite zcela formalné vhodny argument proménné x
(spravnost pocinani si Ize ovéfit vyjadifenim vSech derivaci a dosazenim do obecného vzorce), je-li

-X -X _ n xk —x2 —x2~ n x2k
f=e" e NM”(X)‘k§0(‘I)kF}} 22] fe = X0 )
223] cos3x [ cos3x= Z( n* (2k), x* }} [224] sinxcosx H%sin@x) 20( D i 1)'xz"”}}

n k
335 ] «In+0) [ Fnaen = 3 1A )
k=1

B Pomoci Taylorova polynomu 7, (x) n-té¢ho stupné funkce f v bodé x, a Lagrangeova zbytku R, (x) po 7, (x)
urcete nasledujici funkci

1
f@=— x=5, n=3 ([ f)=T,(x)+R,(x)=
3
[———( —5)+—(x 5)? ——(x 53 1+ (x=5) i_z —DF5m D (x—5)F (x -5 |}
S
X -Xx 2 4 6 & ¢
227 yzﬁzcoshx,xozo, n==6 H coshx=[1+2 4+ X 42X 1,8 =€ "7
2 21 41 6! 2.71
3 2k :
3 X +s1nh§x7}}

i—0(2k)! 7!
f(x)=arctanx, x, =0, n=3 avysledek vyuZijte k moznosti vyjadfit Ludolfovo ¢islo m tak, Ze do

polynomického rozvoje, jejz urcite, dosadite za x vhodnou hodnotu, kterou je x =1. Tim zjistite, ze Cislo n/4 je
souc¢tem nekoneéné¢ mnoha ¢lent ¢iselné fady se stiidavymi znaménky — tzv. alternujici rady, jinak feéeno, ta rada
konverguje k m/4, coz vyjadiuji rovnosti

an
—
111 2 2 1
nl=) Z=1-Ly L Lo sy L ok
(arctanl=) o =1-3+35"3 2D = 2EDT gt R

Stanovte, jaky pocet n Clendl této alternujici fady > °_, (-)"*'/ (2n—1) musite se&ist, aby w/4 bylo piesné na 2

desetinna mista, vime-li podle véty o odhadu zbytku R, (x)_konvergentni alternujici fady, ze pro tuto fadu (mj.) plati
1 1
2(n+1)—1 2n +1

neboli, ze zbytek R,(x) alternujici fady (coz je opét nekonecnd fada vzniklad vynechanim prvnich »n ¢lent

|R,|<a,,, (kdevnaSem prikladé je a, =

alternujici fady) je v absolutni hodnoté mensi nez prvni z vynechanych ¢lenii”. Stanovte poéet n té2 pro &islo 7.

7 nebot’ jsou splnény oba predpoklady véty, Ze posloupnost Elenti a, = 2n1— l jeklesajicia lim, , , a, =1lim,_,,1/2n-1)= 2
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& -ne TS

3
x_]_24 X :x——+x?—... ;pro m/4 je tieba secist aspont 100 Elend; 7?77 }}

{{ arctanx =[ x — 3 €1 3

229 | Naleznéte horni odhad velikosti chyby €, aproximujeme-li funkci e* jejim Taylorovym polynomem 75(x)

v bod¢ x, :% na intervalu [0, 1].

[ e*~T. YR 0 W (N I , o
| e¥ = Tz(x)=ve- X Pl Gy s pfesnosti na 1 desetinné misto, je-li 0<x<1 }}
n=0""-

28 DERIVACE FUNKCE DANE PARAMETRICKY. POJEM IMPLICITNI
FUNKCE

X =acost

y=bsint, t €[0,2m].

28.2 DEFINICE Mg¢jme dve¢ spojité funkce x = @(f), y = y(¢) definované pro parametr ¢ z oboru

parametru, tj. ¢ € [a, B] =M (je interval). Pak mnozina K vsech bodl v E; tvaru K = {(¢(?), y(?));

t € [a, B]} se nazyva kiivka K v roviné. Rovnice x = ¢(¢), y = y(f), t € M, se nazyvaji

parametrické rovnice kiivky K abod A = (¢(a), y(a)), resp. B = (¢(B), w(B)) se nazyva pocatecni,

resp. koncovy bod kiivky pti danych parametrickych rovnicich a oba jsou krajnimi body ktivky.

Je-li A=B, resp. A=B, nazyvase K uzaviend, resp. oteviend kiivka.

28.3 POZNAMKA Piedeila definice kiivky K vroviné E, je velmi obecna. Uvédomme si

rovnéz, ze kazdou kfivku lze zapsat (parametrizovat) nekone¢né¢ mnoha dvojicemi parametrickych
rovnic. Napf. useCku K =OA danou body O=(0,0), A=(,1) v E, lze vyjadfit bodovym

28.1 PRIKLAD Zname napi. parametrické rovnice elipsy K : {

zobrazenim ®: M — E, oboru parametru M do E,, kde
K =®(M)={®(t)=(9(t), y(t)) eE,|t e M}, napf. jako ®@,: x=¢, y=t, te[0,1]=M, nebo
jako ®@,: x=1-¢t, y=1-¢t, te€[0,1]=M, nebo ®,: x=2¢, y=2¢, te[0,1/2]=M; atd.
Abychom vyloucili, Zze by né&jakd kiivka K obsahovala dva rizné body (x,y,) a (x,y,)
se stejnou 1. a riznymi 2. soufadnicemi pro ¢ #t,, tj. aby jistd podmnoZina kiivky mohla viibec
byt grafem funkce » argumentu x, musi byt v naSem ptipadé prvni slozka zobrazeni @,
tj. funkce x = (), na néjakém intervalu J < M prosta. Déle se obvykle pfinejmensim vyzaduje,
aby na grafu takové explicitni funkce A(x) existovala jedina teéna. Takové pozadavky respektuje
nasledujici
28.4 VETA*"**"¢ derivaci funkce dané parametricky 1) Necht funkce ¢(7), w(¢)
v rovnicich x=¢(¢), y=wy(f), jsou spojité na intervalu M (tj. definujina M rovinnou kiivku
K ), a necht prvni z funkci @(¢) je prostd na podintervalu J < M . Pak existuje spojita
funkce A(x) (jejiz graf je podmnozinou kiivky K ) argumentu x

y=y(e () =th(x),
o které fikame, ze je dana parametricky rovnicemi x=o(t), y=y(t), teJ, a kterd je
definovani na oboru D, =¢(J)=H ((p| ;), kde D, je obor hodnot funkce ¢(¢), a kde o ' (x)

jeinverzni funkce k funkci ¢(¢) (definovand na D,). 2) Necht' funkce o(¢), w(f) maji

na intervalu J, derivace ¢(¢)= i—(p , ()= (il—w (tj. jsou tam spojité), pti¢emz prvni z funkci ma
t t

¢(t)#0 prokazdé ¢ z J; (. ¢ jena J, prostd). Pak existuje diferencovatelna funkce A(x)
dani parametricky rovnicemi x = ¢(t), y =wy(¢), t € J;, kterd je definovana na oboru D, = ¢(J,)

« .y . . ! ~ror
a jeji derivaci 4 (x) pocitdme vzorcem
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N—"

d (¢
h'(x)=—=\l.j—( , teJ,.

dx (1)
(Skute¢nost, ze rovnéz 4" je dana parametricky dvéma nasledujicimi parametrickymi rovnicemi,
vyjadii zapis

' e
W x=o, 2oV g,

dx  ¢(t)
DUKAZ: Prvni &ast véty je snadnym dasledkem vyjadieni y = h(x) =y(o ' (r)), vty o spojitosti
sloZzené funkce a véty o spojitosti inverzni funkce. Druhd ¢ast véty plyne z véty o derivaci slozené
funkce a z véty o derivaci inverzni funkce, kdy

h(x)= 3—1 = ((;—Jt}j : (%j =\ (7)- [(p_l (x)]' =\ (1)- ﬁ , nebot vime, e inverzni funkce ¢ '(x)

ma derivaci ((p*1 (x)) = ﬁ pro¢(t)=0.
28.5 POZNAMKA Podobné odvodime (pies derivaci funkce slozené a inverzni), Ze pro druhou
derivaci plati

, d2 To—uH 1

ig-Syoveve 1|
dx> (¢ ¢

jsou-li - §(¢),y(¢) spojiténa J, ana J, jestale ¢(¢)=0, Dy =q(J,).

2 . o
DUKAZ: p(x)=42_4d ‘{’(f) A _ve-ve 1
dx* de\¢()) dx  6° @
_(p v + znaci, Ze k,> 0
v, 252 .. . .. — — — znadi, Ze ke <0
28.6 PRIKLAD “** M¢jme rovinnou kiivku K,: x=acost, y=asint, (K je smérnice teény r)
¥
tel0,n]=M, , a>0. Jelikoz je funkce ¢(¢f)=acost klesajicina M,, s
existuje k ni inverzni funkce ¢ '(x)= arccos(x/a) na [—a,a]. Vyloutenim 1

vzhledemk x ve vyjadieni y=h(x)=y(op ' (x)) = asin(arccos(x/a)) =

c ,
+
\NeZ T
=

parametru ¢ dostaneme funkci A(x) danou parametricky v explicitnim tvaru \l
- ¢

a\/ 1—(x/a)2 =\/a2 —x? a sdefini¢nim oborem D, =[-a, a]. Grafem funkce /4 je horni
polokruznice K,. Podobné pro kiivku K, stymiz parametrickymi rovnicemi, avSak pro

te[n, 2n]=M,, bychom nasli (s vyuzitim toho, ze sintz<0 pro teM,) funkci y=d(x)=

—va® —x*, definovanou opét pro xe D,, jejimz grafem je dolni polokruznice K,. Tedy
celou kruznici K nelze ziskat jedinou funkci, ale pouze sjednocenim grafii dvou funkci A(x),
resp. d(x) danych parametricky, tj. K =G, UG, . Nyni vyjadiime derivaci /.

1) Podle vzorce z predeslé véty je

' dy \i/(t) acost ” . .
= —= = = — = — —+
h(x) dx o) —asini cott, pritom (p(t) asint#0 pro t¢{0,n}, tedy pro x#zta.

Parametrické vyjadieni derivace 4’ je tedy

' d
h: x=acost, —y=—cott, te(0,m).
dx

Zkoumejme jesté A’ v krajnich bodech D,=D,. Vbod¢ x=a plati =0, ¢=0, y=b.

V dostate¢né malém pravém okoli bodu #=0,kde x<a,je <0 a y>0,tedyje h'(a—)=—o.
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Analogicky obdrzime A'(—a+)=+0 (pro t— m—), coZje v souladu s obrazkem. Funkce 4 ma
v krajnich bodech defini¢niho oboru (jak vzhledem k ¢ € M, tak vzhledem k x € D, ) nevlastni
jednostranné derivace.

2) Derivaci funkce slozené y = h(x) =\ ((p_1 (x)) = asin (arccos 1) mame rovnéz:
a

1 1 X \/a_2 X

dy ’

—=h(x):acos(arccos(x/a))- ——_—_— = =— =
dx —oJa) Vl—(x/a)2 a a ya*—x* a’ —x*

B acos t __cost
Va? —a*cos’t |sint|

sint>0prot e (0, m), kde ¢ je smérovy thel tecny.

=—cott, coz je formalné totéz, pficemz jsme vyuzili toho, zZe

28.7 POZNAMKA *” Druhy zptisob vypo¢tu derivace jsme ukézali jen pro porovnani. Casto ani
neni realizovatelny, a to v ptipadech, kdy inverzni funkce ¢ '(x) k funkci ¢(r) sice existuje, kdyz

je o(f) prosta, aviak funkci @' nelze explicitng vzhledem k argumentu x vyjadiit. Z piikladu 3.7

t

vime, Ze nelze k funkei f(f)=e™' — ¢ vyjadfit inverzni funkei ¢ ' (x) Zadnym zdpisem, prestoZe

jeji existence je zarucena. Z rovnice x=e¢ ' — ¢ totiz nelze vyjadfit ¢.
28.8 POZNAMKA O IMPLICITNi FUNKCI "**' V matematice i aplikacich ¢asto nevystadime
s funkcemi danymi rovnici y = f(x), kde f jsou funkce, jimiz jsme se az po tuto kapitolu
zabyvali, a kterym téz ftikame explicitni funkce. Vime, Zze napi. anulovanou rovnici
x*+ y2—a*=0, kde « je kladna konstanta, je v roving dana kiivka — kruZnice (se stfedem
vpocatku (0,0) a polomérem a). Vime také, Ze kruznici nelze vyjadfit jako graf jediné
explicitni funkce, ale lze ji definovat parametrickymi rovnicemi (a to nekonec¢n¢ mnoha zptsoby).
V ptfedmétu Matematika II (skriptum [3]) budeme uvazovat ptipady vztahii mezi proménnymi x
a y (popft. dalSimi proménnymi), pro jejichZ popis bude vhodna nasledujici definice:
Meéjme anulovanou rovnici F(x, y) =0 a mnozinu vSech bodii X=(x, y) roviny, které ji vvhovuji,
oznacme M . Rekneme, ze rovnice F(x,y)=0 definuje implicitné funkci jedné proménné

F(x,y)=0< y=0(x),resp. x=wy(y), prokazdy bod z okoli bodu X, .
[ Implicitné znamend nepiimo vyjadiené, skryté, explicitné znamena piimo vyjadiené, zietelng]

29 4 CVICENI 1+

B Eliminujte parametr f z parametrickych rovnic kiivky

230 | x=v37, y=97-3¢, teR {222}
231 x:ﬁcost, y=sin2t, teR. {U:Nﬁ, xe[—ﬁ,ﬁ]}}
232 | Ukazte, ze kazda (spojita) funkce y = f(x), xe[a,b]=M je zaroven dana parametricky na M, tedy ji
tak zapiste a stanovte jeji derivaci. ﬂ x=t, y=f(t), teM; h(x)= f(t(x))= f(x), navic, formaln¢
Y d

je podle vzorce véty h'(x) = %= dr dx:f'(t)-1=f/(x) }}

B Oveéite, zda je nize uvedenymi rovnicemi na jistém intervalu funkce y = A(x) dana parametricky. V kladném
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ptipadé najdéte parametrické vyjadieni jeji derivace 4', je-li

233 | x=e'- t, y:tet, teR [{ ano; h': x=e'+ ¢, d—y:—(tL)ezt, teR}}
dx e+ 1

234 | x=1+e’, y=1+e_t, teR *! {{ ano; h': x=1+e’, y,:—e_m, teR}}

235 | x=cos’t, y=sin¢, t € (0, n/2) {lano; A': x=cos®t, y'=—tant, ¢ € (0, n/2 }}

236 | x=a(t—sint), y=a(l-cost), te(0,2n), a>0 {{???}}

237 | x=1-v1, y=VI-¥r, 1e(0,+w). {| ne }j

B Najdéte maximalni intervaly M , nanichZ je funkce y = A(x) dand parametricky rovnicemi x = @(z),

y = () prosta. Strucné zapiste 1. a 2. derivaci funkce 4 na kazdém z piislusnych intervald, je-li

238 | x=Inz, y=1¢° Iy =5, y"=25°, teMy/:Myan*}}
! 14 ’ 1
239 =12+ 6149, y=t [ M) =(-o,-3], My=[-3,+®); h',h": x=(@+3)*, y' =—,
x y My = (o0, =31, My =[-3, +o0) x=(+3)’ V=g
" 1
Y=, te(—0,=3), te(3,+x) |
4t +3)°
240 | x=arctan|t|, y=1+5. | M, =(-0,0], M, =[0,+0); h',h": x=arctan|t|, y'=(¢*+ 1)sgnt,

y'=2(*+ D)t te(—0,0), te(0,+w) |}

241 | Odvod'te vzorec pro teti derivaci 4" funkce % dané parametricky. Formulujte o 4" piislusnou vétu.

Potom urdete parametrické vyjadieni A" pro zadani z piikladu | 234 |. [{ ano; h": x=1+¢,
V=6 ¥, teR))
242 | Napiste rovnici teény t© anormaly n ke kiivce, kter je grafem funkce x =3e’, y=e~ " vbods T,
v némz parametr ¢ =0. {I T=@G3,1), t: x+3y-6=0, n: 3x-y—-8=0 }}
Funkce y =h(x) je dana parametricky. Presvédcte se, ze na svém definicnim oboru vyhovuje uvedené

. . . , , d? d
diferencialni rovnici, plati-li x=¢’sinz, y=e’cost, te(3n/4,7n/4), dx—;}(x +)? =2(x Ey -y).

30 ZAKLADNI VETY DIFERENCIALNIHO POCTU

A) Zakladni véty o stifedni hodnoté

30.1 VETA Rollova (Francouz Michel Rolle
(1652 -1719)) fla) = f(b)

Necht’
1. funkce f(x) je spojitd na uzavieném intervalu

[a, b], tj. struénéji fe C|a, b],
2. f(x) ma vlastni nebo nevlastni derivaci f'(x)

Y

I

T T —

[V

v otevieném intervalu (a, b), 0
3. plati rovnost f(a) = f(b).
Pak existuje alespoii jeden bod & € (a, b), pro n&jz f'(£)=0.
30.2 POZNAMKA Pokud f(x) je konstantni, pak existuje nekoneéné mnoho takovych &

30.3 POZNAMKA Vynechanim 3. pfedpokladu Rollovy véty ziskdme obecn&jsi,
tzv. Lagrangeovu vétu:
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30.4 VETA Lagrangeova (1. véta o stiedni hodnotg, téz véta Vi
o piiriistku funkee) (1736 - 1813) Necht plati jen 1. a 2. predpoklad /@) =~~~ 24

Rollovy véty. Pak existuje asponi jeden bod (Cislo) & € (a, b) tak, ze

ey SO) =~ f(a) f@

SE)=———".
b—a

[Rollova véta je tedy specidlnim piipadem Lagrangeovy véty]
30.5 GEOMETRICKY VYZNAM Rollovy a Lagrangeovy véty
znamen4, e na oblouku AB kiivky — grafu spojité funkce y = f(x)
[kde A=(a, f(a)), B=(b, f(b))], v jehoz kazdém bodé¢ je definovana tecna a ktery
neobsahuje Zadny hrot, existuje vnitini bod, v némz je teéna rovnobézZna se secnou AB.

30.6 POZNAMKA o p¥iriistku funkee Vétu o piirtistku funkce lze téZ psat ve tvaru

/)~ 1(a)=1"(€)b~a),

(S —

Afl(a)

kde A fixo) je v matematické analyze pfirtstek neboli diference funkce f v bod¢ xo (muze byt
kladny i1 zadporny), jenz jsme zminili v pozndmce 9.2 na str. 20. V numerické matematice vSak toto
oznaceni znamend tzv. diferenci vpied (zde 1. 7ddu) funkce f v bod¢ xy, ktera je definovana
vztahem

Af(x))=flxo+ h)= f(x,) (kde h>0 jevzdalenost uzlovych bodii x,, x,+ h).
Pro pfirtstek funkce f v bod¢€ x,, ktera na intervalu J skoncovymi body {x, x,} spliuje
predpoklady Lagrangeovy véty, plati
Af(xo ):f(x)_f(xo ):f’(é)(x_xo ) , kde bod (body) EeJ .
30.7 POZNAMKA Cislo f'(&) se nazyva stfedni (t6Z priméma) hodnota derivace funkce f{x)
na intervalu [a, b].
30.8 DUSLEDEK Necht’ je funkce f(x) spojitdna [a, b], a necht v otevieném intervalu (a, b)
existuje f'(x)#0 [pii existenci hroti: —ﬁadf nemusi byt f prosta]. Pak je funkce f na [a, b] prosta.

0

(Neplati vSak, ze f musi byt rostouci ¢i klesajici, tj. nemusi byt (ryze) monotonni)

30.9 FYZIKALNI INTERPRETACE Lagrangeovy véty umoziuje tvrdit, Ze
béhem primocarého pohybu hmotného bodu, jehoz drdha s je vcase t z intervalu [t,,T]

popsana rovnici s =r(t), nastane nejméné v jednom okamZiku t. situace, Ze hmotny bod se
pravé pohybuje okamzitou rychlosti v, kterd je rovna prumérné rychlosti v uvazovaném intervalu,
4j. kdy plati
: r)—rt)
F(t.) = T——to .
30.10 VETA Cauchyho (2. véta o stiedni hodnoté neboli zobecnéna véta o stiedni hodnoté)™”
0121789 - 1857)
Necht pro funkce f(x), g(x) plati
1. f, g jsou spojité na uzavieném intervalu [a, b].
2. v otevieném intervalu (a, b) necht’ existuje vlastni nebo nevlastni derivace f'(x) a vlastni
(kone&na) derivace g'(x)#0.
Pak existuje bod (¢islo) & € (a, b), pro néz plati
SE)_f®-f@)
, g€ egb)-g@
30.11 POZNAMKA Pro g(x) =x dostdvame specialné¢ Lagrangeovu vétu.
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30.12 GEOMETRICKY VYZNAM Cauchyho véty > Spliwji-li funkce @(f) a w(f) na oboru
parametru ¢ €[a, ] predpoklady véty, pak na oblouku AB krivky K dané parametrickymi

rovnicemi x=¢(), y=wy(t), jehoz body odpovidaji hodnotdm ¢ €[, 3], existuje vnitini bod
T, vnémzZ je teCna rovnobézna s prisluSnou se€nou AB urcenou bodem A =(¢p(a), y(a))
abodem B = (o(B), w(B)) -

Tvrzeni plyne ¢astené z véty 28.4 o derivaci 4’ funkce h(x) dané parametricky pro 7 <[, B],
podle niz je smérnice k., teCny t ke grafu funkce % (jeji graf je podmnozinou kiivky K)

pro kazdé ¢e(a,fB) danavzorcem k_ = h(t) = % (existuji-li derivace ¢, y pro e (a,p)
aje-litamrovnézZ ¢#0).Pro t=y, ye(a,P) jetedy k, = % Pro smérnici k,; secny AB

Ve —Ya _ VB —v(®)
Xg—xp  O(B)— ()
a, B, pro kterou plati s (v)/¢(y) = (W(B) — w()/(¢(B) — p(cx)) , coz znadi, Ze pro ni 16 k. =kyg,

plati k,g =

. Podle Cauchyho véty 30.10 existuje hodnota y mezi body

tj. teCna t ve vnitinim bodé T = (¢(y), y(y)) oblouku AB kiivky K je rovnobézna se se¢nou AB.

B) Zakladni véty o spojitosti funkce

1. VETA Weierstrassova (o ohranifenosti funkce) Je-li funkce f(x) spojitd na uzavieném
intervalu [a, b], pak je tam ohrani¢end. (Tj. existuji konstanty ki, k, tak, ze
ki< f(x) <k2 V x € [a, b] neboli existuje k=max{ |k |, |k |} tak, zeplati | f(x)|<k)

2. VETA Weierstrassova (o globalnich extrémech) Je-li funkce f(x) spojitd na uzavieném
intervalu [a, b], pak tam funkce f(x) nabyva v aspoinl jednom bod¢ &; svého globalniho minima
a aspon v jednom Cisle & svého globalniho maxima.

1. VETA Bolzanova (mezihodnotova) ( Bernard Bolzano s f{xJ;
(1781 - 1848), nejvetsi Cesky matematik a vyznamny filozof')
Necht’ funkce f(x) € Cla, b]. Pak f(x) nabyva vsech hodnot

mezi f(a) a f(b), kde se ptedpoklada, ze f(a)# f(b).

Poznamka k vété Tvrzeni se Casto formuluje téz takto:

Jestlize funkce f{x) € Cla, b], pak nabyva vSech hodnot mezi svou
hodnotou nejmensi: min f{x) a nejveétsi: max flx) (alespon 1-krat
na [a, b]).

fla)

min f(x)}

0

2. VETA Bolzanova (specialni mezihodnotova) 4
Necht' f(x) € Cla,b]. Jestlize plati, ze f(a)-f(b) <0
(tj. fa)>0, f(b) <0 nebo obrécené), pak existuje 0

(aspoii 1) bod & € (a, b) tak, ze plati
f(©=0.

30.13 VYZNAM 2. Bolzanovy véty Za danych piedpokladt véta zaruduje existenci
tzv. kofenu (nulovych bodi) funkce f, téz kofenu rovnice, tj. bodi x, v nichZ plati nelinearni

rovnice f(x)=0, které hledame pfibliZnymi metodami na PC, a snimiz se lze setkat
v inzenyrskych aplikacich. Kofeny x nelinearni rovnice f{x) =0 (popfi. soustavy takovych rovnic)
feSime graficky nebo Castéji numericky na PC tzv. metodou tecen, metodou secen atd. vhodnymi
systémy pocitaCové algebry (Maple, Matlab, Mathematica apod.). Pro hledani kofeni polynomu
jsou vyvinuty specialni metody.

30.14 DEFINICE Funkce f(x) se nazyva stejnomérné spojita na intervalu J < Dy, jestlize
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Ve>0306>0tak, ze V x1,x; € J plati implikace:

’ |x1 —x2 | <8 = [fix) —fix) | <&
30.15 POZNAMKA
1. Zatimco u (obycejné) spojitosti funkce na intervalu J je & = 0(g, x), u stejnomérné spojitosti
funkce je & = 9d(¢), tj. & uz neni zavislé na x € J neboli k danému ¢ > 0 existuje ,,univerzalni‘
0> 0 takové, Ze je splnéna podminka spojitosti s timto & v kazdém bodé x € J.
2. Jestlize je funkce f(x) stejnomérné spojitd, pak je spojitd, ale opacné to neplati, nebot’ funkce
y=1/x je na otevieném intervalu (0, +o0) spojita, ale ne stejnomérné. Plati vSak

30.16 VETA Heine-Cantorova (o stejnomérné spojitosti) (Némec Georg Cantor (1845 - 1918))
Je-1i funkce f(x) spojitd na uzavieném intervalu [a, b], pak je tam také stejnomérné spojita.

30.17 POZNAMKA Pro otevieny interval (a, b) véta neplati.

31 4 CVICENI J +

B Zkoumejte, zda dana funkce y = f(x) splituje na daném uzavieném intervalu J =[a, b] pifedpoklady Rollovy

véty. V kladném ptipadé najdéte pomoci ni bod &i body & € (a, b), v nichz f'(§) =0, jsou-li dany

X+ - X
) == —=coshx, J=[-

,%] [ /(0] =sinhx|. =0 = =0}

0o |—

245 | f(x)=Vx% =1, J=[-1,1], ptitemz k vyfeseni ulohy vyuzijte informaci z vysledku piikladu | 206 |,

kterd mj. fika, ze f(x) mdv x=0 ostré lokalni minimum a hrot, pficemz f'(0F) = Foo . {{222}}
246 | Pomoci pojmu ,.kofen funkce f vyslovte specialni znéni Rollovy véty pro pripad, kdy ()= f(a)=0.
{[ ,mezi dvéma koteny a a b funkce f(x) leZi aspon jeden kofen jeji derivace f'(x),je-li f(x)spojita
na...“ }}
247 | Uzitim Rollovy véty dokazte tvrzeni: Ma-li polynom p, (x) n-tého stupné n riznych redlnych korenii,

potom jeho derivace ma (n— 1) riznych redlnych korenii.

248 | Najdéte bod & € (a, b), v némz je teéna ke grafu funkce f rovnobézna se seénou grafu jdouci body

(a, f(a)), (b, f(b)). Pouzijte Lagrangeovu vétu o stiedni hodnoté, pficemz f(x) = x3, [a, b]=[-2, 3].
[ €12 =+7/3 21,53, , = (£1,53; £3,56) |}
249 | Odhadnéte velikost pFirastku | Af | = | arctan b — arctana | funkce y =arctanx, vyuzijete-li Lagrangeovu

vétu o stiedni hodnoté. llaf|<b-al)

250 | Urdete pramérnou (téz ,stiedni®) rychlost v hmotného bodu pti svislém vrhu vzhiru v ¢asovém intervalu
od #;,=1s do ¢, =4s. Drdha s (v metrech) vyhovuje vztahu s = 807 — 5t . Dokazte, 7e existuje aspoil
jeden okamzik 7, v némZ je okamzitd rychlost prave€ rovna priméré, tj. v(¢;) =v, astanovte ¢ .
[v=55m-s7"; 1y =25s i
251 | Presvédite se, zda funkce f(x) =sinx, g(x)=cosx spliuji pfedpoklady Cauchyho véty o stiedni hodnoté
na intervalu [0,7/2]. V kladném piipadé uréete bod (body) &, vnémzmaji f, g stfedni hodnotu.
le=n/4}
252 | Zvolte pro vyjadieni dolniho oblouku K, kruznice K se stfedem v pocatku a polomérem a vhodné

parametrické rovnice x =@(¢), y =wy(¢f) avhodny obor M parametru ¢. S pfihlédnutim k pozndmce

30.12 o geometrickém vyznamu Cauchyho véty a k prikladu 28.6 oveéite, zda jsou splnény pro zvolené
funkce ¢, y predpoklady Cauchyho véty 30.10. V kladném pifipade€ najdéte na vnitiku oblouku K, bod

dotyku T =(¢(y), w(y)), vnémzZ je tetna t oblouku rovnobézna se se€nou AB oblouku, kde A = (—a, 0),

B =(0,—a). Najdéte te¢nu t anormalu n obloukuvbodé T. Naértnéte situaci.

{{T=((p(57c/4),\V(Sn/4)):(—a/«/§,—a/«/z), t: y=—x-v2a, n: y=x |}
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Jeho zaklady polozili kolem roku 1670 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) a Isaac Newton
(1643 - 1727). Princip integrace pouzival uz Archimedes (287 - 212 pt. n. 1.) k ureni obsahi

WV

obrazcti, délek kiivek, tézist téles atd. Pomoci integralti Ize takové veliiny snadno definovat.

32 NEURCITY INTEGRAL

V jistétm smyslu jde o obraceni derivovani. Avsak zatimco derivovani funkci lze pouzitim
vhodnych vzorcti dost dobie algoritmizovat, neexistuje obecny algoritmus pro integraci libovolné
funkce. Seznamime se nyni s nejjednodussimi postupy.

32.1 DEFINICE Necht funkce f(x) je definovédna v intervalu J s krajnimi body a, b, kde je
a<b, piiéemz hodnoty @, b mohou byt i nevlastni. Rikame, Ze F(x) je primitivni funkce (téZ
antiderivace) k jisté funkci f(x) na intervalu J (otevieném ¢i uzavieném a ohrani¢eném

¢1 neohraniceném), kdyz plati

a) F'(x)=f(x) Vxel(ab),

b) F'(a+)=f(a) (patii-libod a do intervalu J),

¢) F'(b-)=f(b) (patii-libod b do intervalu J),
coz struéné vyjadiime zapisem F'=f na J.
32.2 VETA Necht F(x) je primitivni funkce k funkci f(x) na J, C € R. Pak je funkce F(x)
spojitd a funkce F(x)+ C je primitivni k funkei f(x) v J.
DUKAZ: Necht F je primitivni funkci k f napf. na J=(a, b). Pak pro viechna x e J plati
rovnost F'(x)=f(x), tj. ma derivaci viude v J, a proto je spojitd (podle véty 11.9
z diferencialniho poctu). V piipad¢ uzavieného intervalu J=[a, b] by vbodé a, resp. b Slo
0 spojitost zprava, resp. zleva. Zbyla Cast tvrzeni plyne z toho, ze plati
G'(x)=(F(x)+C) =F'(x)=f(x),kde xeJ,C e R.(C jelibovolna konstanta)
32.3 POZNAMKA **'Je-li F(x) primitivni funkei k f(x) v intervalu J, pak lze pomoci

Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté snadno dokazat, ze mnozina {F(x)+ C | C € R} je mnozina
vSech primitivnich funkci k funkei  f(x). Tedy primitivnich funkci existuje nekoneéné mnoho

k téze funkci a lisi se pouze o aditivni (tj. pfictenou) konstantu C.
32.4 DEFINICE Necht F(x) je primitivni funkce k f(x) naintervalu J, pak Leibniziiv vyraz
vlevo v rovnosti j f(x)dx=F(x)+C, C € R, se nazyva (Newtoniv) neurcity integrdl z funkce

f(x) naintervalu J. Symbol | se nazyva znak neur¢itého integralu, funkce f(x) se nazyva
integrand, dx je diferencidl integrani proménné x, C je integracni konstanta.

32.5 VETA ” (0 postatujici podmince existence neuréitého integrilu neboli mnoZiny viech
primitivnich funkei) Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu J, tj. f(x) € C(J), pak existuje
neurdity integral [f(x)dx na J.
32.6 POZNAMKA Derivovani a integrovani jsou navzajem komplementarni operace a plati
[f'(x)dx=f(x)+C.
4
32.7 PRIKLAD Plati [x*dx =2+ C 327 (32.1)

4
(kde C je libovolna (realnd) konstanta, napt. —777 ). Derivujeme-li totiz funkci na pravé strané

4
3 a podle poznamky 32.3 jsou funkce tvaru 2—+ C jediné,

rovnosti (32.1), dostaneme integrand x 4

které pozadovanou vlastnost primitivni funkce maji.
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32.8 POZNAMKA "° Predesla véta 32.5 sice zaruluje existenci neurditého integralu ke kazdé
funkci spojité na jistém intervalu, tedy i k elementdrni funkci, ale nezaruduje (na rozdil
(polynom, funkce obecnd mocnina y=x" (r € R), exponencialni, logaritmicka, goniometricka,
cyklometrickd, hyperbolickd a hyperbolometrickd) nebo funkce z nich vznikld kone€nym poctem
operaci, jimiz jsou operace algebraické (+, —, -, / ), a dale operace piipustného sklddani onéch
funkci], ale mize to byt tzv. vyssi transcendentni funkce ( napt. funkce Laplace-Gausstiv integral )

5 7 ) 2n+1

3
F(X):J.O Cit2dl‘:x—3x.1!+5%2!—7)6'3!4'...: Z(_I)HW (XER).

n=0

33 ZAKLADNI VLASTNOSTI NEURCITEHO INTEGRALU

Zakladni vlastnosti neurcité¢ho integralu je LINEARITA:
_[(Cl_fi(X)+C2f2(X)+...+Cnf;1(.X))d.x = Cl.[-fi(x)dx+C2If2(x)dx+"'+cr1ffn(x)dx

(integral linearni kombinace funkci = line4rni kombinaci neurcitych integraltl), kde ¢;€ R

(i=1,2,...,n), akde pfedpokladame, ze existuji neurcité integraly z funkei fi, ..., f,. Pro

n=1: e fx)dx=c | f(x)dx nastava tzv. homogenita neurCitého integralu, a pro

n=2 ci=c;=1: [(filx)+f2x)) dx=] f1(x) dx +[ fa(x) dx aditivita neuréitych integrali.

33.1 ZAKLADNI VZORCE PRO INTEGROVANI ELEMENTARNICH FUNKCI
(TABULKOVE INTEGRALY)

1) _“0 dx=C, kde Ce R 2) Il dx=x+C (x € R, cozddle neuvadime)
r+1
3) _[x’dx =X 1 +C, kde r#-1 (r€R) (x se urci podle uvazovaného r)
r
[Napi. pro >0 celé (. pfirozené) je x € (-0, +),
pro r<-1 celé jex € (-, 0) U (0, +oo0),

pro r nikoli celé (racionalni nebo iracionalni) je x € (0, +o)]

4) jédx=1n|x|+c, x#0 (avsak téz de—len(kx),je-likx>0)

5) je"dx=e"+c 6) Ja*dx=4—+C; a>0nal
Ina
7) Isinx dx=-cosx+C 8) Icosxdx=sinx+C
d

9) j ;‘ =—cot x+C; x#kn; keZ 10) | dX _ tanx+C; x¢(2k+1)£;kel
sin” x cos” x 2

11 #d = in X C=- X Cc*; C*ER, a>0,|x|<a

) | N x =aresin -+ arccos—- +

12) | 21 2dx:larctan£+C:—larccot£+C*; C'eR,a=0

a’ +x a a a

a
dx=ln‘x+ x2+a‘+C; x*+a>0 (a#0, tj. mize byt a<0)

1
e

14) I?é;;dx=ln|f(x)|+C; f(x)=0

15) J‘f(ax+b)dx=%F(ax+b)+C ; a#0, kde F je primitivni funkce k f, pficemz

integrand f je linedrni funkci argumentu x neboli
(ax + b) je linearni funkce.
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33.2 PRIKLAD I 2sinxcostdy=—2costcosx+ C. [Vidime zde dulezitost role
diferencialu dx |

33.3 PRIKLAD [cos(3x—2)dx= %sin(3x— 2)+C, [¥-2x+1dx= —%(— 2x+1)=2x+1+C.
33.4 UMLUVA Aditivni konstantu C u neur¢itého integralu BUDEME pst!

34 4 CVICENI K +

B V nasledujicich rovnostech na levych stranach dopliite vynechana mista. Potom za znak | neur¢itého integralu

napiste celé pravé strany rovnosti a takto zapsané integraly urcete; tedy napf. f 3x? dx, j dx atd.

[253]ac )=3ac  [284]d( H)=av  [255]dC )=- [2s6]ac )=&
sin” x

B Pomoci zékladnich vzorct a vlastnosti neurcitého integralu vyjadiete nasledujici integraly

S R e e a - B R P | R v
+

dx X
B |-1ec ) 6] e [Lre (o0, 021
12006
[ e 12006 b [263] " Yrax I %f Y+l
Igdx [2vx+c ff [265] [(x>-¥x) dx O LT e el

Ji-1Y 4 1
f[ xx J dx { lnx+f—;+c}}
1
(267 ] [ (5x—4)” dx | s Gr-a+c ) 268 ] == JT) -5 Va - 14z 4 C
jAmcos(mt—(p)dt H Asin((nt—(p)+C mj - 2 du ﬂ 1n|u3 - Tu® + 4|+C }}
u® +

[271] | y:dy (y-2In|y+3]+C ) j%dx [ 2% +6x—111n|x+2]+C |
y
| $x+ghlse-t]+c | [27] ]

1 x
2dex Mmm(z +)+C |

[275]] xln [ n|inx|+cC }} J.‘/l_+ | In| arcsinx |+ C J}
— x* arcsinx
[277] o 36~ 4+ +C
-4 + 7
ﬂ ‘/1_ [ 279 | {{ %arctan3z+C }}
2
H %arctan—+c m jm ” 2‘1/7 arctanzb‘l/; +C }}‘

([ n

m .[ { 2 arctan m |

x+yx?+ 3‘+C}}

—3v+2 J7 J‘ 1/x +3
[284] ] ‘/?’“_ In| x +yx% - 3‘+C EJ— H—%ln2—3x+\/9x2—12x - 1‘+c}}
x° - V(= 3x+2)% -
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_de 1 oresin X
I‘/i i YSe 5ot 2|+ ] muf | 5 aresin e )
3-x2 .X du ( - 2u-3
288 dx [arcsin—=+C J} | 289 | [-———= || aresin #==+C
'[ 3-x? {l arCSln‘/g }} j‘/—u2+3u+3 V21
2z-7
(0] - —— arceos ===+ |}
1+7z-z V53
291 | [ cotx dx | In|sinx|+C J}| 292 | [3 tan(3x + n/4) dx (| ~1n|cos@Gx+m/4)| +C }}
2nnt b—a . 2mnt cos o dw .
jcos - dt { o Smb—a+c}}jl—sinm [ =In|sin® —1|+C }}
mj —cosx [{ 1n|x —smx|+C m_f cos2x dx HC—tanx—cotx:C— ,2 }}
x* — sinx sin? x cos® x sin 2x
297 | [ 12sin® 3x dx | 6x = sin6x +C Jj| 298 | [ 20cos?(5¢+m) dt 10 + sin(10z +27) + C }}
2dt ( 2sin2x dx
299 jm { In| tan 2|+ C H 300 j—sinzx—coszx { In| cos2x |+ C i
301 | [34T+cos3rdr  {[ 242 sin(3¢/2)+C }f| 302 | [ {1-cos2x dx | =v2 cosx + C |}

+arccosx+C }}

MI‘/I \/1+x dx ﬂ In x+\/x2+1

\/_+1 x?
[s04] [ [ S+x-Felxec )

35 INTEGRACE RACIONALNICH FUNKCI

35.1 POZNAMKA "7V této kapitole se omezime jen na vypodet integralt, v nichz lze
integrovanou funkeci (integrand) vyjadrit jako soucet racionalnich funkci nasledujicich typt

A 4 2ax +b B ,kdeneN*"={1,2,3,..}, b>—4ac#0, 4#0,B#0.

x—a (x—a)' Taxt+bx+c ax’ +bx+c
Ve zminéném souctu racionalnich funkci by se mohl objevit jesté jeden typ racionalni funkce, ktery
vSak nezahrneme do pfikladl, a jenz by vedl na n€kdy i zdlouhavéjsi vypocet nasledujiciho

dx, n>2, neN', y#0.

. , 1
integralu I, =

! I[()C—B)2 +v?]"
Pro tento integral 1ze snadno (metodou per partes) odvodit tzv. rekurentni neboli redukcni vzorec,

-1
ktery vyjadii /, pomociintegralu I, _, obsahujiciho integrand 1/ [(x—B) + y2]n
Po potiebném poctu krokt bychom vypocet I, postupné redukovali az na
I, = I% = larctanx—_B+ C.
(x=P)"+vy" v Y

( V ptikladu 352 nastr. 70 je zadan navod k odvozeni specidlniho piipadu integralu 7, )
35.2 VETA 1) Necht’ polynom n-tého stupné Q(x) s realnymi koeficienty je pro uréitost tvaru
0.(x) = apx" + aix" '+ ...+ a,_\x + a,, kde vedouci koeficient ag # 0, a ma k;-nasobny realny
kofen a,, k»-ndsobny redlny koten a.,,..., k-ndsobny redlny koten a,, dale /;-ndsobné komplexné
sdruzené koteny f3, +1y,, [,-ndsobné komplexné sdruzené koteny B, 1y, ,..., /-nasobné komplexné
sdruzené kofeny [, tiy;. Pak kazdy takovy polynom se da voboru R redlnych Cisel (x€R)
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mocnitele ki, ..., k; a kvadratickych — ty maji mocnitele /,...,7;)
0,(x)=ay(x—o) k'(x—(xz)kz...(x—(x,-)k‘ (x2 +p1x+q1)[](x2 +p2x+q2)[2...(x2 +pjx+qj)lj,35'3 (35.1)
kde mocnitelé ki, ..., k;, [1, ..., [;, jsou kladna cela &isla, pfi¢emz plati

kithkh+. . +k+2(+L+...+1]) =n, kde pi,qi,...,p;,q; Jjsourealna Cisla, a uvedené
(od sebe rtizné¢) kvadratické trojcleny nejsou v R rozlozitelné v redlné linearni Cinitele (tj. jejich
diskriminant (p,/2)* —¢, <0, pro s=1,..., j).
B, (x) P(x)

0, (x (x
kde P,(x) je polynom m-tého stupné s redlnymi koeficienty, necht’ Ize polynom Q,(x) rozlozit
podle 1. ¢asti véty, a necht polynomy P(x), O(x) nemaji spole¢né koteny (tj. nelze je vykratit).
Pak existuje pravé n realnych ¢isel nazvanych koeficienty parcialnich zlomki (Easteénych zlomki)
Ay Ay s Ay 53 Ay Aig s ooy A 5B Crs By Gy 503 BCy By, ,C Gy Kter€ (ta Cisla) Jsou

Px)
O(x)

riznd od nulovych bodi neboli kofeni «,,...,a, jmenovatele Q(x) plati rozklad této funkce:

P,(x) :{ Ay - A, ]’_ +|: A; - Ay, }4_
0, (x) (x—oy)'  (r—o)" ] [(ma) O (x—a)

By x+C
[( Bllx+ Cll n Blzx+ C12 - 14 14 ]+
X

2) Necht’ zlomek je ryze lomena raciondlni funkce (tj. je m <n),

nebo stru¢néji

i it

urceny ryze lomenou raciondlni funkci jednoznacéné tak, Ze pro vSechna (realnd) Cisla x

2+p1x+q1)1 (x2+p1x+q1)2 | (x2+p1x+Q1)ll
Bj1X+Cj1 Bj,jx—f-lej )
- (x2+ij+61j)l +m+(x2+191x+q,~)lj | (35.2)

35.3 POZNAMKA " * Pfi mensim poétu kofeni jmenovatele O(x) oznalujeme samoziejmé
koeficienty parcialnich zlomki jednoduse riznymi pismeny bez pouziti dvojitych indexa. Véta tika,
ze v rozkladu polynomu (35.1) se kazdy redlny kofen a (a € R) polynomu Q(x) s nasobnosti &
musi objevit prave k-krat, tedy dostaneme pro néj praveé k parcidlnich zlomk:

4 4 =+t Ay —. Pokud k=1 (kofen o je jednoduchy), pak se objevi jen zlomek
—a (-af " a)
ot Analogicky to plati pro nerozlozitelné kvadratické trojéleny polynomu Q(x), tj. pro ty,
x f—

které jsou ve tvaru x* + px+¢ a maji vzdy dvojici (imaginarnich) komplexné sdruzenych kotent,
napf. B=iy, nebot jejich diskriminant D <0. Lze pak v komplexnim oboru C téz psat (ovéite
si)  [x—(B+ip)]-[x—(B—-iy)]= x>+ (=2B)x + (B +7°) = (x —B)* +7>. Vyskytne-li se tedy naopak
i

v polynomu Q(x) napf. mocnina ((x—B)> + 72 )l, pak to znamend, ze komplexni ¢isla B +1y,
B—iy, jsou [-nasobnymi kofeny polynomu Q(x) a obracené.

Rozklad polynomu (35.1) je dasledkem tzv. zdkladni véty algebry, podle niz kazdy polynom stupné
n>1 mad v oboru komplexnich cisel C aspon 1 koren . Prvni ze svych péti jejich dikazl podal
v 1. 1797 Némec C. F. Gauss (1777 - 1855). Dal§im disledkem zékladni véty algebry je nasledujici
Véta d’Alembertova (Francouz Jean Le Rond d’Alembert (1717 - 1783)) Pocitame-li kazdy
k-nasobny koren za k korenii, ma algebraicka rovnice Q,(x)=0 stupné n>1 v komplexnim
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oboru C pravée n (komplexnich) korenii; oznacime-li tyto koreny oy, ,,...,d,, je mozno
polynom Q,(x) rozloZit na tvar  Q,(x)=a,(x—a;)(x—0a,)...(x —a,).

35.4 POSTUP PRI INTEGRACI RACIONALNI FUNKCE, tj. pfi | % dx, je nasledujici:
P(x) _P,(x)

R ORE) je ryze lomenou racionalni funkci ¢i neryze lomenou racionalni
X X
n

funkei. Pokud neni ryze lomenou, tj. m > n, musime provést déleni polynomit (zopakujte si je)

PL()/0,(x) = M,,_,(x)+ 5(8) ,

1. Zjistime, zda

kde M, ,(x), struén€ji M(x), je polynom stupn¢ m—n

tzv. zbytku pii uvedeném déleni, vime jen to, ze ma stupeni mensi jak 7.
P(x)
O(x)

podle véty 35.2 na soucet parcialnich zlomki a vy¢€islime (viz nize) jejich koeficienty.

R(x)

nebo az tu po vydéleni, tj. funkci , rozloZime
O(x)

2. Ryze lomenou racionalni funkci

3. Urcéime integraly polynomu M(x) a jednotlivych parcialnich zlomki.

35.5 POZNAMKA Pro vypocet dosud neurenych koeficientd parcialnich zlomkd pouZijeme

¢asto kombinaci dvou metod:

I Metoda dosazovaci (vétSinou je efektivnéjsi) — vyndsobime rovnost (35.2) definujici rozklad
na parcidlni zlomky jmenovatelem Q(x) a do takto vzniklé rovnosti dvou polynomil
dosazujeme postupné vSechny redlné kotfeny jmenovatele Q(x), tj. Cisla ay, oy, ..., 0, popf.
dalsi mala cela ¢isla, abychom dostali prave tolik linearnich rovnic, kolik je nezndmych.

(Podle definice: Polynomy se sobé rovnaji, prave kdyz maji tytéz hodnoty pro libovolné x)

II Metoda neurcitych koeficienti — opét vynasobime rovnici (35.2) definujici rozklad na soucet
parcidlnich zlomkid jmenovatelem Q(x) a v takto vzniklé rovnosti dvou polynomti porovname
koeficienty u jednotlivych mocnin proménné x na levé a pravé strané této rovnosti.

(Jde o vyuziti tvrzeni: Polynomy se sobé rovnaji, prave kdyz maji u stejnych mocnin promenné
x (V¢. nulté) stejné koeficienty )
35.6 VETA *° (Dusledek véty, kterou objevil kolem r. 1600 francouzsky matematik Francois
Viete (1540 - 1603)) Ma-li polynom O, (x)=apx" +ax" ' +...+a, \x+a, s celotiselnymi

koeficienty (. a; € Z) ao, ai, ..., a,, kde vedouci koeficient a, #0, celoCiselné koteny, pak jsou
to délitelé koeficientu a, (tj. absolutniho ¢lenu).

35.7 POZNAMKA ““Kteii délitelé jsou zaroven i kofeny daného polynomu O,(x) pro jeho
pottebny rozklad, uréime pro malé¢ hodnoty x jejich dosazenim do Q,(x), ale efektivnéji napf.

Ruffini-Hornerovym schématem [italsky matematik Paolo Ruffini (1765 - 1822) jej objevil r. 1804,
Anglican William George Horner (1786 - 1837) nezavisle r. 1819], viz dale. Schéma lze mj. pouzit
k vy¢isleni hodnoty Q,(§) polynomu Q,(x) vbodé¢ x=¢& na zaklad¢ rovnosti

0,)=1[...[(ay xE+a)xE+a|xE+...+a, 1 ]xE+a,}.
35.8 PRIKLAD Plati /= dx _ dx _
a jxs+x4—9x3—13x2+8x+12 j(x—l)(x+1)(x+2)2(x—3)

. Os(x)
(as =12 je zde absolutni ¢len )

[Tedy Ruffini-Hornerovym schématem a dosazovanim délitelti absolutniho ¢lenu as = 12 (podle
dasledku Vietovy véty) se predtim urcily tyto koteny: x; =1, xp =—1, x3,4=-2, x5=13]

f(A+ B C D E g pricems délitelé jsou: £1, %2, +3, 24, £6, %12,
x—1 x+1 x+2 (x+2)2 x-3
—_—

dvojnasobnému kofenu -2 pfislusi dva parcialni zlomky
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Kofeny 1 1 -2,-2,3 lze najit Rufﬁni Hornerovx'/m schématem—tabulkou Tapro =1 dévé

vvvvvv

| 1(=a,) o~ | -13 8| 12 (- ay)
E=1 Vl( by = ay ), 7% | 20 =-12) 0=0s1)

w

kde pro prvky 2. fadku tabulky, jez tvofi koeficienty jistého polynomu o jeden stupen nizsiho
q(x)=box" '+ bx" " +...+b,_,, plati 1=b,=a,, 2=b =a, +& b, =1+1-1,

-7=b,=a,+&-b=-9+1-(-7), atd. Oznacime-li posledni c¢islo druhého tadku b, , je

soucasn¢ hodnotou Q,(§), jak je zminéno v predeslé poznamce 35.7. Je to ziejmé téz z (35.3),
dosadime-li tam x =& . V obecném piipadé mohou pro polynom Q(x) nastat v tabulce dva ptipady:
I) Je-li hodnota b, =Q(&)=0, jec¢islo & kofenem (prozatim jednoduchym) polynomu Q(x)
a oznacime jej o. Na takovy fadek tvoreny koeficienty polynomu ¢(x) lze schéma znovu pouzit,
nebot’ kofen polynomu ¢(x) je i kofenem polynomu Q(x), a je-li na konci nasledujiciho fadku
tabulky opét 0, je ¢islo o uZ dvojnasobnym kofenem atd. Nize to ukdZeme pro ¢islo x=&=-2.
II) Vyjde-li v tabulce b, = Q(€) # 0, neni ¢islo & kofenem Q(x).V obou pifipadech vSak plati

O(x)=(x—8)-(bpx" ' +bx" 2 +...+b, ,x+b, |)+b,, (35.3)
q(x)
takZe pocitany fadek schématu uréuje bud’ podil q(x)=Q(x)/(x—a) [ad I, kdy b, =0], nebo
castecny podil q(x)=Q(x)/(x—&)—b,/(x—E) [ad I, kdy b, #0] se zbytkem b, pii déleni
polynomu Q(x) linedrnim dvoj¢lenem x—-¢&. V naSem piikladu nastal pro délitele & =1
koeficientu 12 piipad I, tj. plati Qs (x) = (x—1)-g,(x) = (x =1)(x* +2x° = 7x* =20x —12).
Pro zjisténi, zda & =1 je téz dvojnasobnym kofenem polynomu ¢,(x), tj. i kofenem polynomu

Os(x), a v ptipadé Ze ano, pak téZ pro zjiSténi jeho nasobnosti, by tabulka vyuzivajici R-H schéma
pro koteny —1,-2, 3 pokracovala nasledovné (znovu navic jesté opiSeme potiebny predesly fadek)

c= 1] 1 2| 7] 20 -12 | 0=0s(1) = Os5(x) = (x=1)-q,(x)
E= 1| 1 —4 | 24| -36#0| = jejen jednoduchym kofenem (zkusime —1)
E=-1] 1 1| 8| —12 0] = Osx)=(x-D(x+D)(x’+x*-8x-12)
E=-21 11| -1| -6 0 = Os(x)=(x-D(x+1D)(x+2)(x* —x—6)
E==2( 1 |-3] 0 = Os(x)=(x=D(x+1)(x+2)*(x-3)
Radek tabulky, jenz nema na konci nulu, obvykle $krtneme.

35.9 PRIKLAD Vypocitejme 1 = J > ! dx. (Vidime, ze 0 je dvojnasobny

x( &M ) kofen jmenovatele)
= (x + 1)2 +1
Plati 1 =A By OxAD 02 1 0x42) %0

x2(x?+2x+2) x  x? x?2+2x+2
1 =Ax(x* +2x +2) + B(x* + 2x +2) + (Cx + D)x*.  Dosazovaci metoda dava
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x=0: 1=B-2=B=

x=1: 1=5A+%+C+D (1)

o [—

x=-1: 1:—A+%—C+D (2)| <8

x=2: 1=204+5+8C+4D (3). Pak naznacené soucty dvou rovnic (popt. vynasobenych) daji
1)+(2): 2=44+3+2D = 44+2D=-1  takZe nakonec dostavime

—~

8x(2)+(3):9=124+9+12D= A+D=0 =%(2x+2)
_ —_—
A=-D 11 11
1 2.2, 279
D== I = —= 4+ =4 =
2 I« X x xP42x+2
1 1 2x+2
A=—= lnx —=—=— dx=
2 || 2x 4'[ x2+2x+2

__1_ S S O BN T B
C=-3-4+D 2 S -5+ (x +>21x+2)+C.
.. 5
35.10 PRIKLAD Najdéme 7=[*+ X’ X 1* X1 gy
X+
Neryze lomenou racionalni funkci v integrandu musime vyd¢lit

(x5+x3+x2+x—1)/(x3+1):x2+1+x}—_2.
s 5 x +1
—Xx —X
X’ +x-1
-x -1

x=2
Ditsledek Victovy Véty tika, 7e celociselné koieny polynomu ve jmenovateli x> + 1 ryze lomené

raciondlni funkce

. se nachazi (pokud existuji) mezi déliteli absolutniho ¢lenu (zde je = 1)
x° +

toho polynomu (zde QOs(x)=x"+1). Jsou zde dva dé&litelé jednitky, a to —1, 1. Ktery znich
je zaroven kofenem polynomu x”+ 1, ovéfime nasledujicim RUFFINIOVYM-Hornerovym
schématem:

a) 1| 0] 0] 1
=111 1] 0=0(1)
kde v 2. tadku jsme v disledku toho, Ze ma na konci 0, ziskali koeficienty podilu

3
qz(x) =x’—x+1= );:11 , takze plati x’+1=(x+1) (x> —x+1); ptitom jsme mohli misto

R-H-schématu pouzit téz nasledujici:

b) prvni ze vzorci (a’ + b’) = (a = b)(a*> F ab + b*), ktery da totéz. Dosazovaci metodou mame
(Metoda neurcitych koeficientll by zde nebyla tak efektivni)
x—2=A(x> —x+1)+(Bx+C)(x+1)

x=-1: -3 =34 = A=-1
x= 0 -2 =-1+C = C=-1
x= 1: -1 =-1+B-1)2 = B= 1. Rozklad na soucet parcidlnich zlomka dava
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x—-2 _ x—2 A Bx+C _ -1 x—1
3 o 2 + o T
41 (x+D)(x*=x+1) EEZS x+1 0 X x4l
%,_J
1 2x-1)-1
2 X2 —x+1
_1
1 _2x-1 2
2
2 x*—x+1 (x—l)2+—3
2 2
1
3 X—7
Tedy I=C+x—+x—ln|x+1|+lln(x2—x+1)—l- 2 larctan—2 =
3 2 2 (3 V3
2
X x4l 1 2x—1
=+ x+In————————arctan +C.

|x+1| \/§ ﬁ

vvvvvv

Qn (x) na &initele i rozkladu ryze lomené racionalni funkce P, (x)/Q,(x) na parcialni zlomky nez

jsme na jednoduchych ptikladech v principu ukézali. Metody nalezeni kofend polynomu a feseni
soustav linearnich rovnic (pro neznamé koeficienty parcidlnich zlomki) v obecném piipade vsak uz
nalezi do specidlnich partii algebry a matematické analyzy, zvlasté vSak do numerickych metod.

35.12 ZAVER KAPITOLY V r. 1826 dokazal Nor Niels Henrik Abel (1802 - 1829) Gaussovu
hypotézu, ze obecnd algebraicka rovnice Q,(x)=0 neni pro stupeit n=>5 polynomu Q,(x)
algebraicky Fesitelnd. Neuvazuji se tedy specialni ptipady, napt. binomicka rovnice x°—-32=0,
ktera se fesi na stfedni Skole. Pfitom algebraické feSeni dané algebraické rovnice je takové feSeni,
kdy jeji kofeny jsou dany vzorci, jez obsahuji vyrazy skoneénym poctem operaci s jejimi
koeficienty (od s¢itani az do odmociiovani), podobné, jak je zndme v jednodussi formé u vzorcti pro
kofeny kvadratického polynomu. V praxi pocitime na PC nékterou znumerickych metod
s pozadovanou pfesnosti kotfeny algebraickych rovnic nejen pfi n>5, ale nékdy uz pii n=4 ¢i
n=3, kdy sepouziti existujicich vzorct (napt. Cardanovych vzorcu pii n=3) stava
nepraktickym.

36 4+ CVICENI L +

B Je-li nutné pii vypoctu nasledujicich integrali rozlozit polynom (s celoCiselnymi koeficienty), jenz se nachazi
ve jmenovateli ryze lomené racionalni funkce, pak nalezeni mnoziny jeho celociselnych kotent (existuji-li) potiebnych
pro uréeni mocnin piislusnych linearnich kotenovych cCiniteld v rozkladu polynomu mtizete prevést diky dasledku 35.6
Vietovy véty na urceni mnoziny déliteltl absolutniho ¢lenu polynomu. Zjisténi, ktery z déliteld je i kofenem polynomu,
pak ovérte spiSe Ruffini-Hornerovym schématem, nez jen dosazovanim zkusmo do polynomu. Pocitejte integraly

¥ 1

X x-1
E: | G |2 df2l ey
2
#0 222} [308] [ ———ar [ L43t+7m|e—1]+C })
=3t +2 2
2 2 x—1
—u+l 310 1 C
[ —u+m 0] [ ——— (x+1) D) { (x+1)2+x+1+n — | i

- j ﬂ ln‘[xz +3x+5 - % arctan 23%3 +C }}

2+ 3x+5
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[—332=3 ([ 210 3x+1] + 9| x—2|+C }}
3x2-5x - 2
{{%1n|z+l|—lln(zz—z+1)+%arctan2f/§l+C}}
x+1 2t + 5
dx ‘7‘7‘7 [ 315 | dt 272
-j - 2% 4+ x It+3t+5t H }}
2x - x? 4+ 4x -3 x dx (x—1) dx
[ 316 | dx =
-I(x2+2x+3)(x2—2x+3) Hjx2Jr2x+3+Ix2—2)c+3
1 4 2 1 x+1
=1 + 2x° +9) - —arct +C
5 n(x X ) \/Eacan\/E }}
fo6u’+ 12u + 6 2 11
E (ST
—6u’+ 12u — 8 2 w-2) u-2
- f Tx” 103 + 37 dx {{31n|x+1|+21n(x2—4x+13)+Zarctanx_2+C}}
—3x%+9x +13
5t—1 t—2 2
. Inj—=| -——+C
-It—3t—2 Hnt+1 t+1Jr }}

37 INTEGRACE SUBSTITUCI

37.1 POZNAMKA Jak je integrace per partes ,,obrdcenim* vzorce pro derivovani soucinu dvou
funkci, je 1 substitu¢ni metoda ,,obracenim* (a disledkem) vzorce pro derivovani slozené funkce.

37.2 VETA (o integraci substituci) Necht' funkce fix) € C(/). Necht funkce x=q(t) € Cc'(J)
[tj. ma spojitou derivaci na otevieném intervalu J ], a navic interval J zobrazuje na interval 1.

Pak plati [ () dx =] f(e(0)-¢'(t)dr pro x €1, 1 €J, x=0q().

37.3 POZNAMKA Rovnost je tieba chapat ve smyslu rovnosti mnozin odpovidajicich
primitivnich funkci tak, ze dosadime-li nalevo v rovnosti do kazdé funkce f(x) v mnozin¢ vSech
primitivnich funkei k funkci f{x), definovanych na intervalu 7, za x nésledovn¢:

x=o(f), pak tato mnozina splyne s mnozinou napravo vSech primitivnich funkci k funkci

f(o(1))- (p'(t) definovanych na intervalu J.

vvvvvv

integral vpravo pocitdme vypoctem jednodus$siho 1ntegralu vlevo. Pr1 pouziti vzorce (,zleva
doprava® — pozor, vse je relativni) musime navic zadat (étenaf mize zformulovat ptislusné tvrzeni
sam), aby funkce @(¢) definovana rovnosti x=¢(¢) byla ryze monoténni na intervalu J
(tj. rostouci ¢&i klesajici), ¢imZz vtomto piipadé zaru¢ime existenci inverzni funkce ¢!

na intervalu / k funkci ¢. Inverzni funkci ¢!

totiz potfebujeme v zavéretné fazi vypoctu
daného integralu, kdy pii zpétném dosazovani (,,zpétné substituci*) musime z rovnosti x = @(t)

vyjadfit ¢: t=¢7!(x). Tento postup ukazeme az po nasledujicim piikladu.
37.5 PRIKLAD Je [cos’rsintds=[x® (-dx)=—[x> dx=—-x°/6 + C=—(cos®1)/6 + C.

Pouzili jsme substituci  cost=x (avzorec ,zprava doleva®) z ¢ehoz méme —sintdf=dx,
a do vysledku jsme dosadili za x ze substituce cost=x. Ctenafi doporutujeme, aby tento

ptiklad ,,znovu* pocital jako J cos’ x sinx dx a rychleji si tak osvojil pouziti substitu¢ni metody.

37.6 PRIKLAD “**° Vypocitejme na intervalu [—5,5] integral J.,/ 25-x2dx.
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Integrand f(x): V 25—x% je funkce spojita na intervalu [a, b] = [-5,5]. PoloZime
x=@(t)=5sint pro te[-mn/2,n/2]=[w,B]. Funkce @ ma na intervalu [—mn/2, /2] derivaci
(5sint) =5cos ¢ >0, je zde tedy rostouci funkci a zobrazuje tento interval na interval [-5,5].

Lze tedy pouzit tuto substitu¢ni metodu (,,druhy typ*), kdy dosadime do integralu kromé substituce
x=>5sint rovndz za dx=q'(¢)df =5cost dr. Dale je \/25—25sin2t =5 \/coszt =5|cos t|=

5cos ¢, nebot’ pro te[—n/2,m/2] je cost>0.Dosazenim do vzorce obdrzime

x=>5sint
[f(x)dx=]y25-x"dx= =[5 cos’t Scostdt =25 [|cost|-cost dt=
dx=>5costdt
. ) | 5 x =5sint
25Icoszt dt = cosztz%w =25 J'Lwdtz %(f+%sin2t)+€= t = arcsin (x/5) |=
vzorec o' (x)
sin 2¢ = 2sin ¢ cos ¢

2(arcsin£+125intcos t)+ C=
2 5 2

Ssint=x=cost= l—(s) >0

2
25 arcsin =+ ,[1- (i) +C.
2 5 5 5

Pouzili jsme téZ toho, ze pro ¢ e[—n/2, /2] plati x=>5sins praveé tehdy, plati-li ¢ = arcsin(x/5) .

Tento integral vyfeSime v nasledujici kapitole rovnéz metodou per partes.

38 ¢+ CVICENI M +

B Pocitejte nasledujici integraly

bez linearniho &lenu bx, a ta v integrandu je, a to pod 3. odmocninou. Tj. po substituci 7 = —4x* + 5

H C-—— 3\/(5 4x?)?% ; totiz xdx je (azna &initel 2a) diferencialem funkce (a)c2 + ¢)

pocitame integral const. - It_l/ 3 dr, ktery umime; obor existence integralu ziskame z podminky

5-4x2 %0, tj. xeR\{-¥5/2,45/2} )}
[G21] 5 - 2xde [(1/15)(5x° — 22+ ¢ | [32z] | L& [c-1/@sin*x) })

sin x
[323] | —= W H%arcsin[\/g x2j+C ) [ sin2 ¢ cost dr { 2010 sin)® +C )
e 35 ginx d [ Loy o) [G38] [ arctan & + C )
327 fox‘/; [ 2m|Vx+1] + € j;f’; {1%arctan§+c}}
[Va® - x* dx {|222; volime x=acost & x=asint |}
I@d}c (222, polozime 1+¥x =2} m ) 51:10tj dz { —%(Cotz)4/3+ C i}

Iﬁ (2 > Ja=3mnx +c}f [333] | u du (222}
[334] | /—— m (Raad Jer T s {222}y
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H—ln \/2x+1—1
CER W

x+yxi+a

dx
[ | T -5

J+ C (xeR)}}

dx

>+ a

=In + C (vintervalu, kde x>+ a>0),

Presvédcte se, ze snadno odvodite vzorec j'

pouzijete-li tzv. 1. Eulerovu substituci P+ a=t—x.

Na zavér zkuste | —ixx+_22 dx . [1222; vede na integraci 4 parcialnich zlomk }}

39 INTEGRACE PER PARTES (PO éASTECH)

39.1 VETA Maji-li funkce u(x), v(x) v otevieném intervalu J spojité prvni derivace

(tj. u,v e CVU)), plati: Ju'(x)-v(x)dx=u(x)-v(x)=[u(x)-v'(x)dx .

DUKAZ: je zaloZen na integraci vzorce pro derivaci soudinu.

39.2 POZNAMKA Pomoci této metody lze vzdy integrovat nasledujici typy funkei, v nichz P(x)
je polynom stupné n>0 (tj. i konstanta). : [ P(x) sin ax dx, [ P(x) cos ax dx, | P(x) ™ dx,
[ P(x)a™dx, kde a#0, b#0, kdy klademe v=P(x), tj. v'=P'(x), kdezto u integrald
: [P(x)Inxdy, [x-In"xdx (reR, neN*), JP(x)arcsinxdx , [P(x)arccosx dx,
[ P(x) arctan x dx, | P(x) arccotx dx, klademe u' =P(x), tj. u=]P(x)dx, resp. u' =x",
tj. u=x"*"/(r+1). : Napt. | e™sinbxdx i rozné rekurentni ( redukéni) vzorce

I, =Jcos"xdx=..., [I,=] % dx=... atd., lze touto metodou ziskat.
(1+x7)"
39.3 PRIKLAD Vypogitejme Iarctanxdx = Jl carctan x dx=| u=x;v = 7 1 > | =
+ X

x-arctanx—lj

2

2x

- x. 1 2
T o dx = x-arctanx 21n(1+x )+C.

39.4 PRIKLAD Vypoéitejme I = j v1-x% dx. Metoda per partes zde povede na rovnici pro

feSeny integral [/ :

! %
I = _[Lll 1-x2dx =x41- 2—]%?&:)5\/1— 2 _ ] +arcsinx =
u=x,v =—==X
o]

I:%(x\/ 1—x2 +arcsinx)+C.

40 4+ CVICENI N +

B Pocitejte nasledujici integraly

| x sinx dx | sinx — xcosx + C }} [ x* cosx dx [l (x* = 2)sinx + 2xcosx + C }}
[x % xdx [ (x*/4)2m*x —2mx + 1) +C |}

[x Inxde (r=-1) (1x*'Yr+D* 1 [(r+)Inx = 1] + C }}
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[343 ] [ v/x In?x dx [(2/27) xVx (9In® x — 24 1nx + 8)+ C }}
| e® cos(bx) dx { e“’“/(a2 + b%) [a cos(bx) + bsin(bx)] + C }}
[ e sin(bx) dx {222} [ (1/¥x)In® x dx {222}
[Vx+ade [(1/2)(xfx*+ a +alnfx+yx>+a|)+C || | arcsins dr ({222}
349 mdx | 2dx+1 arcsinx + 4y 1-x + C
e 2V )
[ x arccot x dx (1/2)(x* + 1)arccotx + x/2 + C }}
'f coslnu du . H (u/2) (coslnu + sinlnu) + C }}
Zkuste si odvodit metodou per partes rekurentni vzorec pro integral
dx 1 X *
— & -, =—— [ (@n-3)], , +—> 1+ C (n22, neN
I(X2+ a’)" 2(n—1)a? L @n =3y (x2+ a?)" ! : ( neN)

(obecnéjsi typ integralu jsme zminili v poznamce 35.1) tak, Ze zaCnete pocitat integral [,_; a poloZite v ném
' 1

=7 V"= 1. Z obdrzené rovnice pak vyjadiite 7,,.
(x“+ a")"”

41 INTEGRACE GONIOMETRICKYCH FUNKCI
I) ZE ZAKLADNICH VZORCU
41.1 PRIKLAD Zname u? tabulkové integraly _f sinxdx; Icos xdx; _[

dx I dx
cos’x  “sin’x
II) UZITiM DALSICH VZORCU ZE STREDNI SKOLY

a) Pomoci vzorci pro dvojnasobny argument

412 PRIKLAD Je [sin®xdx = j%dx :l(x—%sin2x)+C E

: (2x —sin2x)+C.

N

41.3 PRIKLAD Je jcoszxdx=j%dx=%( +%sin2xj+€= (2x +sin 2x)+ C.

NG e

41.4 PRIKLAD Je [cos’3xdx fesime analogicky.

2
41.5 PRIKLAD Je jsin“xdx:j(sinzx)zdx:j(%j dix =

i[(1—20052x+cos2 2x) dxzij(1—2c052x+%jdx=

1 o l l . _ L Qu .
4(x sm2x+2x+8sm4x]+C 32(l2x 8sm2x+sm4x)+C.

2
41.6 PRIKLAD Je jcos4xdx:j(cos2x)zdx:j(%j dx=
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2
I(l+2cos2z+cos 2xjdx=%j[l+2cos2x+1+C§S4x)dx=

1 . 1 1. _ 1 . .
4(x+sm2x+2x+gsm4xJ+C— 32(12x+8s1n2x+sm4x)+C.

b) Pomoci vzorci pro soucin 1. mocnin funkei sin (ox), resp. cos (Bx),
kde o # B jsou realna Cisla, tj. napiiklad _[ sinox cosPx dx.

Uzivame znamych vzorcu ze stiedni skoly.

1.  sin(owx)-cos(Bx)= %[sin((x —B)x +sin(a + ) x]

2. sin(ow)-sin(Bx) = %[cos(oc —B) x —cos(a+B) x]
3. cos(ax)-cos(Bx)= %[cos (0. —B) x+cos(a+p)x].

L. o B 1. VZOREC
41.7 PRIKLAD Je [sinv2x-cosmx dx =

%J.[sin(\/f—Tc)ersin(\/EjL n)x] dx=
1{—cos(\/§—n)x N —cos(«/5+n)x:|+cz
2-7

‘.[f("x+b)+c=%F(ax+b)+C‘=_

2 V2+m

o7 mes el el

cos (— x)

41.8 PRIKLAD Je J'(cosx'cos2x)cos3x dx=J'%( cosx +cos3x)cos3xdx =

+ +

1 sin2x  sin4x , sin6x
= x+ +C.
(x 2 4 6 )

‘lj‘(cos 2x+cos 4x+cos Ox+cos6x)dx =
2 —— 4

1

1
2

IIT) Rekurentnimi (redukénimi) vzorci (Anglicky recurrent, recurring = vracejici se)

S, =jsin"xdx:l[ (n—1)-[sin"?xdx—sin" ' xcosx ]+C, nx2
n e e ——

Sn72
C, =[cos" xdx 1 [ (n—1)-Jcos"?xdx+cos" ' xsinx ]+C, nx2.
n \_qf_—d
Cn—2
Pouzivame je vétSinou az pro suda n > 6.
DUKAZ (metodou per partes)
u' =sinx, v=sin""'x

_ s _ son—1 : _ , X B _
S, —Ism xdx-fsm xsinxdx=|, _ _cosx, v =(n—1)sin" > x cosx| =

1—-sin’® x

—cosxsin"" x+(n—1)[ cos’x sin"dx.

Tedy S, =—cosxsin" x+(n—1)-jsin”_2x dx — (n—l)-jsin”x dx.
\_qS/_—J \_gr__J
n-2 n

Na levou stranu k sobé se¢teme vSechna S, a obdrzime
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[1+(n—1)]-S, =—sin"" x cosx +(n—1)-S,_,. Odtud ziskame S, .
%/_/
n

41.9 PRIKLAD Dokazte si sami vzorec pro C,.

IV) Integraly typu | sin™x cos"x dx,
kde m, n € Z, tj. jsou cela ¢isla, feSime

a) substituci: cos x =¢, (—sinx dx =d¢), je-li m liché (slovensky: nepdrne)

41.10 PRIKLAD Je Jsm xcos’xdx= j'(l coS x)6052 xsinx dx = j( )t dt =
b) substituci: sinx=¢, je-li n liché ¢islo (Pfiklad uvadime v 41.14)

¢) jsou-li m, n obé suda ( slovensky: pdarne), pak pro snizeni téchto mocnin, pokud nejsou vysoké,
pouzijeme vzorce ze stiedni Skoly pro dvojndsobné argumenty nebo musime pouzit rekurentni
vzorce, nebo, jak uvidime dale, lze uzit substituci tan x = ¢, pokud jedno z ¢isel (sudych) je
zaporné, tj. integrandem je lomena racionalni funkce.

Vyhneme se

41.11 PRIKLAD Je [sin>xcos’xdx=| sin2x=1-cos’x, :jl—c§s2x.l+c§s2x dx=

tj. vedlo by na [cos* x dx

%j(l—cos2 2x)dx=%j(1—%)dx=%(x—%x—%‘%sm4x)+c— %x—%sm4x+c.

T . m=0,n=- d d
4112 PRIKLAD Vypotitejme [cos™ xdx'" 2" [ 42 _ [SBICT_ Icosx x
COS X coS” x Sln X

sinx =1 de [ j 1 ‘1+t
= = dt=— 1
[cosxdx:dt} 1-1¢2 ZI 1-¢ 1+t

V) Obecna integrace goniometrickych funkei
Vypocet integralu [R(sinx,cosx)dx, kde R je raciondlni funkci (vétSinou lomenou nebo
i celistvou) argumentd sin x, cos x (tj. popf. téZ funkci tan x ¢i cot x) Ize nasledujicimi

+C

1 1+sinx
= 1]p|iESnx
+C 2 n‘ 1-sinx

substitucemi pievést na integral jR*(t) dz, kde integrand R* je racionalni funkce proménné ¢,

jenZ umime integrovat. Substituci volime podle nasledujiciho velmi diileZitého schématu:|

a) cos x =t¢, je-li R(—sinx, cosx)=—R(sinx, cosx),tj. R je lichd funkce vzhledem k funkci sin x
b) sinx=t¢, Je 11 R( sm X, —CO0S X) = —R(sin X, COS x) tj R je liché funkce vzhledem k funkci Cos X

sin X, COS X

d) tan% =t, UNIVERZALNI SUBSTITUCE se vétiinou zvoli, pokud nelze pouzit

nékterou z probranych metod I -1V, 1kdyz i v nich je jeji pouZziti mozné,
ale Casto vede ke slozitéjsi integraci.

41.13 PRIKLAD ad a) Vypocitejme

o 3 . 3
.3 R(—sinx,cosx):( sinx) ___sin"x = —R(sin x,cos x)
J- sin"x 2+cosx 2+cosx

Tedy poloZime = (—sinx)dx=d¢

2+Ccosx




II INTEGRALN{ POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE 73

Jsm X Smxd J.(1—(:052 x)(— sin x dx) t

d —f 4!+3

2+cosx 2+cosx t+2 t+2
.[(t—2+ )dt—— —2t+3ln|t+2|+C=lcos x—2cosx+3In(cosx+2)+C.
: 2 N

41.14 PRIKLAD ad b) Vypocitejme *'"*
J- dx _J- dx cosxdx

__J- cosxdx
cos? x(l —sin? x—sin? x) - (1 —sin? x)(2sin2 x—l)

COS X COS 2x cosx(cos2 x —sin? x)

cosxdx=d¢

dt 1 dt

e e oe T

1 A
I(t1t+1 (t+J_)(t—J_) ZI - t+1 t—l/J— t+1/\/—

41.15 POZNAMKA ad c) Vit tanx=7/]| je substituce, k niz

potfebujeme vzorec pro dosazeni
za sinx, cos x, ¢emuz slouzi
obrazek.

dr . t
> sinx = -
1+¢ Vi+t¢

41.16 PRIKLAD ad ¢) substituce tanx=¢ umozni vypoditat

COSX =

X = arctan ¢, dx=

1
V1+¢2

d¢

dx ) . 1+¢
—— = R(—sinx,—cosx)=+R(sinx, cosx) | = =
sin” x cos” x | ( ) ( )| ‘[ 12 1

1+¢% (1+tz)2

4 2 3
_[t +22t +1dt:J‘(tz+2+t—2)dt:%+21_%+C:%tan3x+2tanx—cotx+C.
t

41.17 POZNAMKA ad d) tanZ = ¢ je tzv. univerzalni substituce.

2
x . 2d¢ .. -
Odtud 3= arctant je dx= e Ptejdeme k polovicnim
+
argumentiim podle vzorct ze stfedni Skoly a vyuzijeme i obrdzku:
2 sin ™ xObr'z t 1 2t lich4 funk
=2sin—cos— = 2- : = 5 icha funkce.

22 Vi+e2 A1+ [Lte

X X obr. 1 t? 1-¢° funk
[cosx|=cos?Z—sin?Z = - = suda funkce.

2 2 1+ 142 1+¢°

Oba vztahy lze odvodit i bez obrazku Cisté formalné takto
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. X X 1
2sin—cos—-
sin2£ 2 2 cos2£ 2‘[an£
sinx=—2 — 2 _ 2 2
- B 1 B _1 2
cos?E +sin? X | l+tan?Z 1+7
2 2 cos? =
2
COSX_COSZ%_coszg—sinzg_l—tanzg_l_tz
o X, LoX 20X 141
cos2§+sm2§ 1+ tan 0
P
. . 1 —sin x + cosx X 1_1 2+1—2 2d¢
41.18 PRIKLAD ad d) Je [— dy=|tanZ=r|= [l _1er, _
sin x cos x 2 EE 1472
1+ 1+¢£°
tani
[T [ W P jl—— dr=2mn| |+ C=2m|—2|+C.
(t+1) t o ot+1 x
tan5+1

42 4 CVICENI O +

B Pocitejte nasledujici integraly zasadné bez pouziti rekurentnich vzorci, zato vSak kde je to vyhodné, pouzivejte
vzorce pro dvojnasobny (polovicni) argument, vhodnou substituci nebo tak jak doposud upravu apod.

353 — 3
sin” x cos” x 1- cos2x 2si

IL Htanx—cotx+C mj' oS X {{C— 1

nx

- _[ l+cos2x {{C—x—cotx}}

1- cos2x
I sin’¢ cos’t dt {{ %cosgt —%cos7t +%cosst —%cos3t +C }}
[ (1+cosg)* sing do | e rcose)*
[358 ] [ X cos’x 4 {{C—lsin2x+3sinx—81n|sinx +3] }f
sinx + 3 2
G5] ] —02 | ¢ - arctanteos® )} [380] [ sin’ reos’xds 72}
cos*x + l
361 | [ sin’x dx (222)) [362 L L C
f sin’ x - j T 2 costx ﬂ ﬁarctan(ﬁ tanx ) + }}
363 | [ ———— sin2x —dv | arctan(tan2x) + C |} [ tan’x dx { L tan?x + In|cosx | + C }}
sin"x + cos x 2
365 | | 1 —sinx + cosx tan( x/2) il
sin 2x 1+ tan(x/2)
[366] [ —2X 4 ([ Leot® + Lin|cotX| + C }}
1 —sinx —cosx 2 2 2 2

[367] | LoSinx [222}) jonr oty [ C—tfsinx +1] )

1+ cosx CcosXx
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43 INTEGRACE DALSICH FUNKCI

P1 P2 Pn

a) Integraly typu IR( X, xﬁ, xﬂ,"',xﬁ )dx,

kde R je raciondlni funkce a p;, g; jsou dvojice nesoudélnych celych Cisel , feSime substituci

x=1t"|, odkud dx=s-7°"'d¢ , kde s je nejmensi spole¢ny nasobek jmenovateli gi. g, ..., gn,

ktera vede na [ R"(¢)d¢, pfi¢emz R* je racionalni funkce, kterou uz umime integrovat.

43.1 PRIKLAD Vypoditejme
13

=, ==>s5s=4
(x20) 274 Z
. 443 2 5
| §3dx = |subs.x=¢* = j‘/t—4—t12dt :4j1t 3-t3dt:4j1t ~dr=
I+ dx =4 d¢ L+ " o
>1
§ 4 4 4 4
4I(t2—#jdt:§t3—§1n|t3+1|+C:§VX—3—§11’1(4'\/X—3+1)+C.
P P2 P
b) Inteoraly R| x, ax+bj‘i’1 (ax+b]’“ ,__’(ax—i-b)q" d
) Integraly typu o (cx+d Nex+d) ex+d o
y L |ax+b , . , , o
pfevedeme substituci ot d =t [za podminky, Ze (ad —bc)#0, nebot ta nam zaruci,

Ze linearni polynomy ax+b, cx+d vpodilu (ax+b)/(cx+d) nejsou soudéIné, tj. tento podil
se po prisluSném kraceni nemiize redukovat na konstantni funkci], kde s je nejmensi spolecny

nasobek jmenovatelt ¢, ¢, ..., g», Na IR*(t) dt, kde R* je raciondlni funkce, kterou umime
integrovat.
Dostaneme ax+b=cx-t’ +d-t*, tedy x(a—c-ts): d-t' b
X = L_t{? , a pak vypocitame diferencial dx=....  Postup demonstruje nasledujici
a—c-

43.2 PRIKLAD Vypogitejme integral

[ x—1 _4 )
x+2
X1 x—1:t4x+2t4:>x:L—Z1
[ N S FES S o
(x—=1)(x+2)¢/x+2 (x=1)(x+2) dy=J2e7de
(1=
3t _ 3
L _1—t4’x+2_1—t4 ]
— 4 . . 3
=I(l ! )Z ! 12t2 dt:ijdt:it+C:i4/x_1 +C.
9t4~(l—t4) 3 3 3Vx-2
¢) Integraly typu IR(ax)dx pievedeme substituci (@ =] (a>0, a#1) na | R*(t)%,
‘Ina

kde R" je racionalni funkce, kterou umime integrovat.
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4% =92 _ (2x )2

1
subst.2" =¢ |ln() o
., ¥ _ _ In2 ¢ _ _
BIPRIKLAD Je [ 2 ——dv=| 1, == ln2'[ (t+5)
11
=g
(+5)—t 1 1 . 1 2°
Sn2d 0+ t_SanJ(t z+5jdt SIn 2[1112 in(2" 45| =575 st

43.4 POZNAMKA Zatimco operace derivovani vzdy dava opét elementarni funkci, u integrovani
tomu tak obecné¢ neni — viz poznamka 32.8. V obecném pfipadé také neumime odpovédeét,
zda hledanou primitivni funkci F(x) doposud
1) nezname z diivodu pouziti nevhodnych metod nebo
2) zda jde o vyS$i transcendentni funkci, tj. funkci, kterou nelze vyjadiit koneCnym vyrazem
obsahujicim elementarni funkce.
Vyssi transcendentni funkce jsou casto feSenimi jistych diferencidlnich rovnic a byvaji
vyjadieny v integralnim tvaru nebo pomoci nekone¢nych fad funkeci.

43.5 NAPRIKLAD jde o nasledujici vy$i transcendentni funkce

. , v oo Ve, r . 4 — 2
F(x)= Ie‘xz d x ...Laplace-Gaussuv integral, ¢astéji ve tvaru ur¢itého integralu ,[(;C el"dt=F(x)

li(¢) = f Az = je— d x ...funkce integrallogaritmus neboli logaritmusintegral
X

smx . o C o ,
Si(x) = j .......... funkce integralsinus neboli sinusintegral

F(x)= Ismx dx; F(x)= Icos x?dx ... Fresnelovy integraly (funkce) atd.

44 4+ CVICENI P +

B Pocitejte nasledujici neurcité integraly

[ Hjxjdx 2 (eT-m[xT+1])+c )

fﬁdﬁc [ 2vx -3¥x +6¥x —6In(Yx +1) + C |}
V3x+1 J3x+1 -

37| | —— s | T ——— —— D ovaatec)

-JJ‘(J‘+2) (3 —2m|¥x +2|y+C )

(a>0.a=1) == ) 222}
e’ + 1 . 3* 3%

375 jex_ldx [ 2m|e —1|—x+c}} 376 Is+9xdx' 1J§ln3 arctan[£j+c}}

B Prokazte prehled pii feSeni zavérecné desitky smisenych uloh na integrovani

| JLz [{a-20) dx [ In(r+1)de
3+2x
2x
2 2x [, 2% 1\2 a” dx
Ixtanxdx I\/l+4e /(e D7 dx .[‘/m
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e — ]| —& (386 f= {75 .

3sinx +4cosx (sinx +cosx)?

45 URCITY INTEGRAL RIEMANNUV
45.1 MOTIVACE GEOMETRICKA A FYZIKALNI *°

A) Chceme vycislit obsah P ,,nekomplikované* plochy rovinného
obrazce, kterym necht’ je krivocary lichobéznik na obrazku, jenz je
ohranicen piimkami o rovnicich y =0, x =a, x =0 a grafem jisté
spojité nezaporné funkce f{x), znazornéné na obrazku.

B) Chceme najit hmotnost H nehomogenniho tenkého rovného dratu y
splyvajiciho s intervalem [a, b] na ose Ox, tj. jehoz délkaje /=50 —a,
ajenZz ma spojit€¢ rozloZzenou hmotnost H o délkové hustoté urCené
funkei A(x) a s méfici jednotkou hustoty kg - m™. Necht' A(x) je pro
jednoduchost opét spojita nezapornd funkce.

Vyslovme hypotézu, ze P = lim ZAE, resp. H = lim ZAHZ., kde
i=1 i=1

m-—>o0 m-—»oo |

AP;, resp. AH; je obsah, resp. hmotnost i-té Casti (i=1,2, ..., m) /
puvodniho krivocarého lichobéznika, resp. drdtu, kde se, zhruba o' 4« !

X

feceno, funkce f(x), resp. hustota Ah(x) ,,pfili§ neméni“. UkdZeme, Ze v geometrickém piipadé A)
i fyzikalnim piipadé B) lze jak obsah plochy P, tak i hmotnost A dratu definovat symbolem |
integralu, podrobngji P = jj flx)dx, H:=] : h(x)dx, jenz vznikl z nedbale psaného pismene
S slova SUMA, a jenz oznacuje jisty, tzv. integralni soucet funkce /. Nyni se opfeme o presné

pojmy.
¥y J" ¥y

r=1 f

*

O'xg=a rxirp x; i3x;=b ol «a Dy b o' b Do a X

45.2 DEFINICE (Déleni kompaktniho intervalu [a, b]) Necht je ddn kompaktni (tj. ohrani¢eny
i uzavieny) interval [a, b] a v ném jsou (kromé¢ jeho krajnich bodil) zcela libovolné vybrany délici

body xo, x1, X2, ..., X, tzv. uzly nepravidelné sité tak, ze a =xp <x; <...<x,<b, kde m je
kladné cel¢ ¢islo. Rekneme, Ze siti uzli je dano déleni D ={xo, xi, ..., x,,} intervalu [a, b] na dil¢i
intervaly, stru¢né na podintervaly [x;_1,x;], i=1,2, ..., m. OznaCme Ax;=x;—x;_1 nebo jen A,

délku i-tého podintervalu. Cislo
D= max {Aux;
Pl g o)
se nazyva norma déleni D.

45.3 DEFINICE (Integralni soucet funkce) Necht' je dano déleni D intervalu [a, b]
na podintervaly [x;_ 1, x;], a necht’ funkce f(x) je ohraniena funkce v [a, b]. Zvolme zcela
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nahodné v kazdém podintervalu bod »; € [x;_1, x;], i =1, ..., m, nazvéme jej i-ty reprezentant
ajejich mnozinu V= {ry, ..., r,} nazvéme vybér reprezentanti. Cislo

S(faD,V) = Zf(rz)A‘xl
i=1

pak nazveme Riemanniiv integrdlni soucet funkce f pii déleni D intervalu [a, b] a vybéru
V' reprezentantl (7; v podintervalech délky Ax;).

45.4 DEFINICE (Normalni posloupnost déleni intervali) Necht je ddna (nekonecnd)
posloupnost {D,, }c::l = {Dl,Dz,...,Dn,...}, struénéji {D,,}, déleni intervalu [a, b] na podintervaly.

Tato posloupnost se nazyva normdlni posloupnost, kdyz prislusna ciselna posloupnost norem,

lim a, =0] neboli lim|D,|=0, strungji |D,|— 0+ nebo jen |D]|—0.

n—>+oo n
Geometricky to znamena, ze pro kazdé k > ky (tj. poCinaje jistym indexem k¢) ma nasledujici
déleni Dy oproti prfedeslému Dy v posloupnosti déleni {Dn} vEtsi pocet délicich bodd, tj. déleni

se neustale zjemnuji ¢i zhust'uji, tedy norma || D || déleni D davé informaci, jak ,,jemné* je déleni.

45.5 PRIKLAD Necht D, je specidlni déleni intervalu [a, b] na n stejnych dilkd (stejnych zcela

vyjimecné, jen kvili jednoduchosti) délky 4, =;a=const., tedy ekvidistantnimi délicimi
n
body pravidelné sité pii déleni D, jsou ekvidistantni uzly sit¢ "x;=a+i-h, i=0,1,..., n
Posloupnost déleni D, je normalni posloupnost, nebot’ ||Dn ||=hn a plati
lim D, = lim 2=%=(b—a) lim L =(6—a)-0=0.
n—>+0 n—+o N n—+o n =

45.6 DEFINICE urcitého integralu Riemannova ¢i kratce R-integralu

[Némec Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866)]

a) Necht' funkce f(x) je ohranicend na intervalu [a, b] a pro libovolnou normalni posloupnost
deleni {D,} intervalu [a, b] (tj. kdy ||Dn '''''

odpovidajicich déleni D, ma za limitu 0) a kazdou posloupnost {V,} odpovidajicich vybeéru

reprezentantu (tj. nahodnych Cisel r; obrazku na str. 77 ) je posloupnost Riemannovych
mn

integralnich souctit {s(f, Dy, V,)} konvergentni ( kde velmi podrobné: s(f,D,,V,) = > f(r.)-Ax,),
i=1

coz znamend, ze existuje konecna limita posloupnosti Riemannovych integralnich souctt

lim S( f ,Dn,Vn). Potom fekneme, ze funkce f je na intervalu [a, b] integrovatelnd ¢i integrace
n—>

schopna (integrabilni) nebo podrobnéji: integrovatelna v Riemannové smyslu.
b) Je-li f integrovatelna v [a, b], pak zminénou (spolecnou) limitu posloupnosti Riemannovych
integralnich soucti nazveme Riemanniiv_integral, nebo castéji jen urcCity integrdl funkce f

. W r . w7 . . b S r 14 J w . 4
na integranim intervalu [a, b] a znalime jej Ia f (X)dx . Rikdme téz, ze integral funkce f na

limitnim pfechodem dvéma ¢asto pouzivanymi stru¢nymi zapisy R-integral takto

Jo f(x)dx:= lim s(f, D, V)= lim Y £(r)Ax, |

>0
(o] —0)

Toto vSe ekvivalentné stroze shrne (Cauchy-)Weierstrassova € —0 definice R-integralu:
Jof(x)dx existuje < Ve>038>0VD VV:|D|<8=|s(f,D.¥)-[! f(x)dx|<e
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y
Y =f(r;)
AP,
X
| X Xi1 AX; X

Pfitom a nebo b se nazyva dolni ¢i horni mez integrace (integralu) z integra¢niho intervalu [a, b].

45.7 POZNAMKA Intuitivné oc¢ekavame, Ze kvalita aproximace obsahu AP; kiivocarého i-t€ho
lichobeznika obdélnikem o stejném obsahu AP; = f(r;) - Ax; roste pfi zmenSovani normy ||Dn ||
Proto jsme zavedli pojem normdlni posloupnosti déleni, a dale pak uzili limitni pfechod. Pozadavek
nezavislosti R-integralu na volb€ normalni posloupnosti déleni a vybéru V reprezentantu

v podintervalech_m4 totiz redIlné pozadi — nelze pripustit, aby geometrickd nebo fyzikalni veli¢ina
zévisela na subjektivnim vlivu (na tom, jak délime a jak volime reprezentanty).

45.8 PRIKLAD Specialné necht f je konstantni funkce na [a, b], d R
tj. napt. f(x) =k, k>0prox € [a, b]. Pro kazdé déleni D intervalu
[a, b] akazdy vybér reprezentantli 7; je integralni soucet

S(f.DV)=k-Ax +k-Ay +...+k-Ax, = k Y Ax; = k-(b—a),

i=1
takze f je integrovatelna v [a, b] a j: f(x)dx = Ij kdx=k-(b—a),
coz pro k>0 odpovida geometrické i fyzikalni predstavé (interpretaci).

45.9 PRIKLAD **'"° Uvazujme modifikovanou Dirichletovu (neelementarni) funkci
1 pro a<x<b, x racionalni
1(x)=

a b

—1 pro a<x<b, x iraciondlni.
Ukéazeme, Ze takto definovana, 1 kdyz ohranicena funkce, neni integrovatelna na zddném intervalu
[a, b]. Uvazujme ne¢kterou normalni posloupnost déleni D,, n=1,2, ..., intervalu [a, b].
Pii d€éleni D, a vybéru V, racionalnich, resp. vybéru V, iracionalnich bodl (reprezentantti) r;
v podintervalech mame integralni soucet s(y,D,,V,)=b—a, resp. s(y,D,,V,)=(-1)-(b—-a).

Posloupnost integralnich souctt {s(x, D,,V,), s(x,D,,V,),...} nema vzhledem k pfedeslé definici

limitu, takze j:x(x)dx neexistuje. Tedy pouhd ohranifenost funkce nezarucuje jeji

integrovatelnost na [a, b].
Avsak | x(x)| =1 je konstantni funkce, takze plati f: | x(x)| dx=b-a, tedy x(x) je pouze

integrovatelna v absolutni hodnoté.

45.10 \DEFINICE mnoZiny spocetné, nejvysSe spocetné a nespoéetné| Mnozina (bodi) se nazyva
spocetna a fikdme o ni také, ze ma spocetné mnoho prvkl, kdyz vSechny jeji prvky lze vzajemné
jednoznaéné (tj. bijektivn€) piifadit kladnym celym ¢&islam 1,2, 3, ..., tedy uspofadat je

téz fikdme, ze ma nejvySe spocetné mnoho prvkl, kdyz je to mnozina konec¢nd (v€. prazdné
mnoziny () nebo spoCetnd. Mnoziny, které nejsou nejvySe spoetné, nazyvame nespocetné
osy E; s racionadlnimi soufadnicemi (tj. mnozina Q vSech raciondlnich ¢isel) je jesté spocetnd].

45.11 VETA (o invariantnosti (neménnosti) Riemannova integrilu vzhledem ke zméné
hodnot na mnoziné nejvySe spofetné) Necht funkce f je integrovatelnd na [a, b] a funkce g se
lisi od f v koneéné mnoha (nebo v nejvyse spocetné mnoha bodech) z intervalu [a, b] (poptipadé
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v nékterych z téchto bodii dokonce neni ani definovdna). Potom je v [a, b] integrovatelnd i funkce

g aplati: j:f(x)dx:f:g(x)dx.
45.12 VETA *Necht funkce f je ohraniéend na [a, b] a existuji takové délici body
a=ap<a<ay<..<as=b, ze f je nakazdém podintervalu (a;_,, a;), i =1, 2, ..., s, spojita.

Potom je funkce f integrovatelnd na intervalu [a, b].

45.13 PRIKLAD
a) Funkce f(x)=arctanx je integrovatelna v libovolném
intervalu [a, b], protoZe je spojitd v intervalu (—oo, c0) =R.

T . . 7 v 7 .
b tan x dx neexistuje, nebot’ tan x neni ohrani¢end v intervalu
0 9

[0, =].
45.14 POZNAMKA * Vétu 45.12 lze vyrazné zobecnit. Je-li f ohrani¢ena v [a, b], pak k jeji
integrovatelnosti v tomto intervalu staci, aby v kazdém podintervalu (a;-1, @), i =1, 2, ..., s,

kde s je kladné celé &islo, byla funkce monoténni (tj. rostouci ¢i klesajici nebo nerostouci nebo
neklesajici) nebo spojita.

Vétu lze jeste zobecnit a ukézat, Ze pro funkci ohrani¢enou na [a, b] a na kazdém jeho podintervalu
(ai-1, a;) monotoénni ¢i spojitou mize byt délicich bodi s nespojitostmi 1. druhu (konkrétné
délicich boda aj, ..., as) dokonce i spocetné mnoho [tj. mohou tvofit (nekonecnou) posloupnost].
45.15 POZNAMKA V aplikované matematice se dnes vyuZiva tzv. Lebesguetiv (urity) integral
[Francouz Lebesgue, Henri Léon (1875 - 1941)], objeveny v roce 1902 a zobeciiujici R-integral.
Teorie L-integralu je vSak dost obsahld. Pfipomeiime, Ze uz v diferencidlnim poctu v piikladu 1.9
anyni v prikladu 45.9 zminéna modifikovana Dirichletova funkce y(x) nema Riemanntv integral

(pouze |y(x)| ma R-integral j j | x(x)| dx=b-a, t. x(x) je pouze integrovatelna (ve smyslu

Riemanna) v absolutni hodnot¢), zatimco L-integral je j : x(x) dx= (— 1)- (b - a) =a-b, tj. existuje

[konverguje neboli je konecny, nebot’ mnozina Q vsech racionélnich ¢isel ma jako kazda spocetna
mnozina (Lebesgueovu) miru rovnu 0].

45.16 AKTUALNI POZNAMKA Klasickou sou¢tovou definici R-integralu zobecnil v r. 1957
¢esky matematik Jaroslav Kurzweil (1926 -), takze se ve svétové literatufe tento jeho ,,renovovany
R-integral® cituje jako K-integral, popt. Kurzweil-Henstockiiv integral. Tento integral je vyrazné
jednodussi nez L-integral a odstrafiuje nckteré jeho nedostatky (nevyzaduje tzv. ,,absolutni*
integrovatelnost funkce).

46 VETA NEWTON - LEIBNIZOVA — ZAKLADNI VETA
INTEGRALNIHO POCTU

46.1 VETA NEWTON — LEIBNIZOVA Necht' funkce f(x) je integrovatelna na intervalu
|a, b], anecht

a) primitivni funkce F(x) k funkci f(x) je spojita na [a, b], (j. F(x) € Cla, b)),
b) rovnost F'(x)=f(x) plati ve viech bodech [a, b] aZ na kone&ny pocet [Slo by jisté

zobecnit ve smyslu poznamky 45.14]. Potom plati Newtonova-Leibnizova formule (vzorec)
81

[ f(x)dx = F(b) - F(a) = [F)]"|, (46.1)

kde uspotadana dvojice [ ] " se nazyva Newtonovy-Leibnizovy zavorky.
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46.2 POZNAMKA Rovnici (46.1) je definovan tzv. Newtontiv
uréity integral, kdy Newtonova definice ptfedpokladd jen
existenci primitivni funkce F(x) k funkci f{x) pro libovolna
Cisla a,b eJ, kde J je otevieny interval. Pfesto lze ukézat, 0 *
ze zminény N-integral neexistuje ani pro funkce s body _%

nespojitosti 1. druhu, na jejichz okoli je f(x) ohraniend. Napft.

n 1
3 arctan x

funkci F(x) najit metodou per partes (ovéite si)], jenz je vSude (viz obrazek) i na okoli bodu

x=0 ohrani¢en a ma v tomto bod& nespojitost 1. druhu, nebot f(0+)= i% . Existuje pfislusna

primitivni funkce F(x) = x- arctan - + %ln(l + xz) pro x#0, kterd viak nema derivaci F'(0),
X

nebot’ 1 kdyz nulou dodefinujeme F(0)=0, jednostranné derivace F (Oi): ig jsou rizné.

Pfitom Riemannuv integral jll arctanL dx existuje , nebot’ integrand f je na intervalu [—1,1]
- X
funkei po ¢astech spojitou a pro x=0 klademe F(0)= lirr}) F(x)=0. Dosazenim do vzorce
X —>

(46.1) se presvédcte, ze R-integral je roven 0 (Integrand £ je licha funkce).
Avsak pro funkce f'e Cla, b], tj. pro ,,dostatecné* mnoho funkci, integraly Newtoniv 1 Riemannav
splyvaji. V seminatich pfi pocitani piikladi v podstaté vystacime s Newtonovym integralem.

46.3 UMLUVA Nebude-li uvedeno jinak, vidy budeme slovy ur¢ity integral minit Riemanniv
integral, stru¢n¢ R-integral.

46.4 VYZNAM NEWTON-LEIBNIZOVY FORMULE spodiva vtom, Ze spojuje probrany
neurcity integral s urCitym integralem, takze zname-li primitivni funkci F(x) kintegrandu fx),
pak neni nutné tvofit Riemannovy integralni soucty s(f, D, V) a hledat jejich limitu, nybrz staci
ur¢it F(b) — F(a), tj. rozdil funkénich hodnot primitivni funkce v horni a dolni mezi.

46.5 TRI PRIKLADY **

PRIKLAD 1 Uréeme obsah P plochy parabolické Gisede na obrazku.
Vime, Ze parabola je ttemi body A, B, C urcena jednoznacné. Plati

y=ax’+bx+c [popt. y—y, :k(x—xo)z, kde C=(x,, y,)=(0,1)]
A:0=a-b+c
B:0=a+b+c

}(—) = 0:—2b,tj.b:0.Paka:b—c:—l}
C:1= c

Tedy y=-x"+1.

1 2 Al 2 _ x? 1_ 1 4
P=[,(=x*+1)dx=2[, (-x*+1)dx=2 —g X =2 —§+1+O—O =3

0
PRIKLAD 2 j: sin x dx = [~ cos x|} = —[cosm—cos0]=2 (j2)= P.
Jde o obsah plochy pod ptlperiodou sinusoidy.

dx

J1-x? B
1

PRIKLAD 3 Formalni vypocet || larcsin x]; =7 ... jechybny, i kdyz dé spravny

vysledek, nebot integrand  f(x)= neni v [0,1] ohrani¢enou funkci, tudiz ani

1-x?
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integrovatelnou. Pfi tomto vypoctu je tfeba pouzit tzv. nevlastni integral, ktery pozd¢€ji probereme,
a jenZ definici R-integralu vyrazné zobecni.

47 4 CVICENI Q +

387 | Nacrtnéte si pravouhly trojuhelnik uréeny body (—2a,0), (0,0), (0,—a), kde a >0, ajeho obsah P

najdéte uréitym (Riemannovym) integralem. H P=- Ii)za (- %— a)dc=...=d’ }}

B Rozhodnéte, zda existuji nasledujici Riemannovy integraly

B8] [ -5 Inelt B30 ] (37
E ano}) [BL] ! sin g, fano})

-3 |x+2|

B Na kterych intervalech jsou nasledujici funkce integrovatelné

—sin 2x

3
f(x) = f i [ na kazdém [a,b], jenz neobsahuje 7adny z bodii 0, -2, 2 }}
x> — 4x
f(x) =2ta%. ﬂna [a,b], a>0, které neobsahuji zddny z bodd x =0,01, x= (2k+1)§, kel }}
+Inx

Vyuzijte nerovnost m(b—a) < I: f(x)dx £ M(b—a) platnou pro funkci f, ktera je na intervalu [a, b]

spojita (tj. i ohranicend), m < f(x) < M , je-li mozné, téZ pro dolni a horni odhad integralu I = f ; % dx .
X

Pak I vypoditejte. (0447<(' 4 <L, ;_ 1n‘/§+1 = 0,481 J}
o [2 2 2
X"+ 4
B Vypocitejte nasledujici integraly
i
flev s ) 6] (7 ot =)
7] [, 72 | =) ] 1= =)
0 Ja-x* 6 ‘+ 4 4

m Vypocitejte ,,formalné* Newton-Leibnizovym vzorcem j'33 #2 dx , apak zdtvodnéte, proc je vypocet
-3 x4+

nespravny. Jde o tzv. nevilastni integrdl, s nimz se sezndmime pozdé&ji. | nespravng ,,In5 **; Riemanniiv

integral neexistuje, nebot integrand ma v bodé¢ x = -2 nespojitost 2. druhu }}‘

. o e, , mM e - L . . PRI
S vyuzitim Newtonova gravitacniho zdkona F = vypocitejte praci W vzajemné pritazlivé sily F,

jejimz u¢inkem je hmotny bod A o hmotnosti m pfitahovan jinym hmotnym bodem B o hmotnosti M
a premistén po spojnici bodi do poloviny jeho pocateéni vzdélenosti d od bodu B, vime-li, Ze velikost

prace W je dana integralem W = I:z Fdr, kde r,resp. r, jepocatecni, resp. vysledna poloha hmotného
1

bodu A méfend pro jednoduchost od bodu B (tzv. gravitacniho centra Q). ﬂ W=-sxmM|d }}
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48 VLASTNOSTI A VYPOCET URCITEHO INTEGRALU

48.1 ZOBECNENI DEFINICE RIEMANNOVA INTEGRALU Yk y
a) Pro kazdé ¢islo a € (-0, +0) a libovolnou funkci f polozime

j:f(x)dx:O. /—><—

b) Je-li f integrovatelna v [a, b], definujeme pii zdmeéné mezi

J-abf(x)dx:—J:f(x)dx. 0 a=b 3
48.2 VETA (0o metodé per partes) Necht funkce u, v e C'[a,b] (. maji spojité derivace).
Potom plati J'j u' (x)v(x)dx = [u(x)v(x)]l; —I: u(x)v'(x)dx .

48.3 POZNAMKA Jsou-li funkce wu(x), v(x), u'(x), v/(x) na [a,b] spojité jen po &astech
(definice 9.16) a jsou-li ¢, (k=1,2,...,n) body nespojitosti (1. druhu) funkei u(x), v(x),

.....

b b

[T= "+ [P+.+ ],

a a 1 Cy
pficemz na kazdy integral pouzijeme metodu per partes a dbame pfitom na limity primitivnich
funkci. Napf.

rz u'vdx = [uv]s, —_[cz w' dx  atd.
Cl Cl
48.4 PRIKLAD Je déana funkce

xsin x pro 0<x<m/2
f(x)= .
4xsin x pro m/2<x<m .
Pak [o f(x)dXZJS/zxsinxdx + j:/z4xsinxdx:

—[xcosx]OE_ + jz/z cosxdx — 4[xcosx]; + 4 cosxdx = 0+l+4n—4=4n-3.
T+ n/2
48.5 VETA (o integraci substituci pro Riemanniv integral) Necht funkce ¢ e C'[a,b]
ainterval [a, b] zobrazuje do intervalu J. Necht funkce fe C(J).
b , o(?)

Potom [, /(olx)o'(x)dv = "1 (s)ds.

48.6 POZNAMKA A UPOZORNENI Tento vzorec pouzivame dvéma zpisoby:

a) Chceme vypocitat integral vlevo (mlze mit ovSem i jiné oznaCeni argumentu nez s, coz také
pouzijeme u nasledujicich dvou pftikladd, kdy vyjdeme pii zadani integrali z integracni
proménné x pii 1.1 2. typu substituce, nebot’ Ctenaf se jisté se substituéni metodou sezndmil
u neurcitého integralu) a jeho vypocCet pirevedeme na vypocet integralu vpravo, je-li
jednodussi, nebo

b) chceme vypocitat integral vpravo a jeho vypocet pievedeme na vypocet integralu vlevo, je-li
jednodussi. AvSak zde u urcitého integralu a tohoto (,,druhého®) typu substituce je oproti
neur¢itému integralu (viz 37.4 a priklad 37.6) podstatny rozdil, nebot’ pouzijeme-li nyni opét
substituci x=@(¢f) v integralu j : f(x)dx, pfiniz je zpravidla funkce ¢ ryze monoténni
v uvazovaném intervalu [/ =[a,b], zde jiZ v obecném pripadé funkce ¢ nemusi byt ryze
monoténni (coZ je postatujici podminka k existenci inverzni funkce ¢ '). U uréitého integralu
mame totiz casto i nékolik moznosti, jak rovnice a=¢(a), b= @(B) pro nové integracni meze
o, B (nemusibyt o <) vintegrani proménné ¢ splnit, jak doklada ptiklad 48.9.
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sinx=s

48.7 PRIKLAD Vypoditejme I:ﬂ sirf x cos x dx = cos x dx = ds = J? stds=
X |2 | ¢
s 1 0
|interval [1,0] je tzv. ZAPORNY interval integrace| = —1/5 [ss]é = —1/5. Pfitom jsme

polozili [a,b]=[n/2,0], s=@(x)=sinx, f(s)= st J=(—o,+x), tj. predpoklady véty byly
splnény . Déle je ¢(n/2) =sin(n/2) =1, ¢(0)=sin0=0, jak uz naznacila tabulka.
48.8 PRIKLAD Vypo¢itejme integral .f(f 25— x* dx.

Tento integral si pfedstavime na pravé strané vzorce s integraéni proménnou oznacenou x misto

s. Naintervalu I =[a,b]=[0,5] je integrand v25—x> spojitou funkci, tedy integral existuje.

Pro substituci vezmeme funkci ¢@: x=35sinf. Odtud pro argument ¢ vypocitame noveé
integrani meze o, P tak, aby 0 =@(a) =5sina, 5=¢(B)=5sinf. Z moznych feseni zvolime
a=0, B=mn/2.Funkce @(f)=5sint (¢eC*[0,n/2]) zobrazuje interval [0, /2] na interval
[0,5] a je rostouci funkci na [0, 7/2]. VSimnéme si, Ze ve vzorci véty 48.5 dosazujeme do

integralu za dx diferencial ¢'(r)dz, podobné jak tomu bylo u neuréitého integralu. Tedy
dx =5cost dt. Pfedpoklady véty [vCetné téch, které obsahuje za ni nasledujici upozornéni — ¢ast b)]
jsou pro tento postup splnény, takze zminény vzorec (pouzity zprava doleva) dava

Lf V25-x2 dx = I(;[/z J 25— 25sin?¢t Scost dt= 25 J‘J/z cos?t dt =
(25/2) | :’ (L4 cos2x)dr = (25/2)[x+(1/2)sin2x]¥? = (25/2) - (n/2) = 25n/4 .

Geometrickou interpretaci vysledku pfikladu je vypocitany obsah 257‘C/ 4 (j*) &tvrtkruhu

M: x*+y? <57 z 1.kvadrantu (se stiedem v po¢atku O a polomérem 5).

48.9 PRIKLAD “*°Na zikladé substituce x=7> (uvadéné jen pro ndzornost ) miizeme integrovat
[fxdv=2[Fdi=2["Fdr=2]"Fdr=2["¢ drt,

1
jak Ize ovéfit vypodtem. Za nové integraéni meze Ize volit oba kofeny rovnice #*=1, resp. ¢*= 4.

48.10 VETA (o invariantnosti integrilu periodické integrovatelné funkce vzhledem k posunuti
integra¢niho intervalu s délkou (zakladni) periody) Necht f je funkce periodicka s (kladnou)
periodou 7 a integrovatelnd na intervalu [0, 7]. Potom f je integrovatelnd na [a,a+ T]
pro libovolné a € (—oo, +00) a plati

() de= [ f (x)dx.

48.11 POZNAMKA Uvedené obrazky navozuji situaci k nasledujici vété.
Graf liché funkce Graf sudé funkce

48.12 VETA (o integraci liché ¢&i sudé funkce na symetrickém intervalu) Necht funkce [ je
integrovatelna na intervalu [0, a] a je licha, resp. suda v intervalu [—a, a] (symetrickém podle
pocatku). Potom je f integrovatelnd na intervalu [—a, a] a plati



II INTEGRALN{ POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE 85

[© fx)de=0, resp. [ f(x)dr=2[; f(x)dx.

.., n lichy integrand
48.13 PRIKLAD Je .[_n sin® x dx = 0 (bez vypoctu).

48.14 VETA (o vlastnostech Riemannova integralu vzhledem k integrandu) Necht f, g jsou
integrovatelné funkce na [a, b]. Potom plati

a) LINEARITA R-integralu: pro libovolna ci, c; € R je funkce ¢, f + c,g integrovatelna
na [a,b] aplati .[: (clf(x)+ czg(x))dx = clj: f(x)dx + cz.[: g(x)dx;

b) monoténie integrali: kdyz fix)>g(x) na [a,b], pak [’ f(x)dx > [”g(x)dx;

¢) (specialné) monotonnost integralu vzhledem k nule: je-li f{x) >0 pro vSechna x na [a, b],
pak _[:f(x)deO;

d) integrovatelnost soucinu funkci: funkce fg je integrovatelnd na [a, b];

e) integrovatelnost absolutni hodnoty funkce: funkce | f | je integrovatelna na [a, b], a navic

plati nasledujici nerovnost
f) absolutni hodnota integralu funkce je nejvySe rovna integralu absolutni hodnoty funkce:
muze odeCist  podle 2. obr.

ﬁw X
48.15 VETA *%*

a) (o aditivité R-integralu vzhledem k intervalu) (tzv. aditivnost) g
Necht' a<c<b. Je-li funkce f integrovatelna na intervalu [a, c] i
a na intervalu [c, b], pak je integrovatelna na [a, b] a plati:
b c b

ja flx)dx = ja flx)dx + jc flx)dx.
(Véta se Casto vyuziva zvl. u tzv. ,,nevlastniho” integralu) _ X
b) (o integrovatelnosti na podintervalu) Necht f je integrovatelna 0l a ¢ b
funkce na [a, b], a necht’ je [c, d] < [a, b]. Potom [ je integrovatelnd na [c, d].

48.16 VETA (1. véta o vlastnostech integralu jako funkce F(x) horni (resp. dolni) meze)
Necht funkce f je integrovatelna na [a, b]. Oznatme F(x)= f; f(e)de &

[* fx)dx|< ] /()] dx.

| —
néco se zdeuz NE

pro x € [a, b]. Potom plati:

a) funkce F je spojitd na [a, b],

b) je-li integrand f* (dokonce) spojita funkce v bodé x¢ € (a, b), pak

v xo existuje derivace funkce F aplati: F'(x,) = f(x,).
[GEOMETRICKY: V bod¢ (x,, F(xy)) a jeho okoli existuje te¢na

ke grafu funkce F se smérmici F'(x,)].

48.17 VETA (2. véta o vlastnosti integralu jako funkce F(x) horni meze) Necht f je spojita
funkce v otevieném intervalu J (mutze byt 1 neohranieny) a bod «a €J. Potom funkce

F(x)=[" f(t)dt pro x € J je primitivni funkci k funkci f na intervalu J, tj. plati
F'(x) = f(x) na J.
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48.18 PRIKLAD Funkce F (x): jg 51Tnt dt v (-, 0) U (0, +) dodefinovana takto: f0)=1

. sin ) s (. ,
(nebot’ hm—le), je spojitd v celém intervalu (—oo, +o0). Takto v. R definovana funkce F
x>0 X

a nazyvana integralsinus ovSem neni elementarni, je to tzv. vyssi transcendentni funkce, kterou
lze vyjadiit nekone¢nym polynomickym rozvojem (tj. mocninnou fadou), pficemz k jeji tabelaci je

nutné vyuzit nékterou z numerickych metod pro vypocet R-integralu (napf. X1 X2
lichobéznikové pravidlo nebo Simpsonovo pravidlo). F(x1) | F(x2)
48.19 VETA O STREDNI HODNOTE INTEGRALNIHO ¥

POCTU Necht funkce f je spojita na [a, b] neboli
f € Cla, b]. Potom existuje (asponi jeden) bod &
na [a, b] takovy, ze J©)

J fl)dx=f(2)-(b-a) neboli f(&)=(f)=7"=[" f(x)dx.

Cislo f{€), popt. oznatené (f), se nazyva stiedni hodnota funkce
f vintervalu [a, b]. 0

48.20 POZNAMKA Je-li f{x) > 0 na [a, b], vyjadiuje 1. vzorec GEOMETRICKY rovnost
obsahi, a to (vlevo) obsahu na obrazku znazornéného k7ivocarého lichobéznika ohrani¢eného
grafem funkce s (vpravo) obsahem obdélnika o téze zadkladné a vysce f(E), ktera je stfedni
hodnotou vysky.

V nadsazce feceno, véta nam (dodatecn¢) ospravedliiuje myslenku vytvoreni Riemannovych
integralnich souc¢ta s(f, D, V).

48.21 NUMERICKY VYPOCET URCITEHO INTEGRALU “*"“je nezbytny v piipadech,
kdy integrovana funkce f(x) je dana grafem ¢i tabulkou, popf. i v pfipadech kdy je pracné

nalezeni jeji primitivni funkce apod. Provadi se tzv. kvadraturnim vzorcem, coz je aproximace
(nahrazeni) urcCitého integralu I(f)= j' : f (x) dx hodnotou K(f) danou vzorcem

K(f)=> H, f(x,), vnémz¢isla x, €[a,b] jsou uzly kvadraturniho vzorce a &isla H, jeho

k=0

koeficienty & vahy. Chyba E(f) kvadraturniho vzorce je pak E(f)=1(f)-K(f). Ridem r
kvadraturniho vzorce rozumime takové celé &islo, pro néz je chyba vzorce E(x’)=0, je-li
j=0,1,...,r, aviak E(x"*")#0, tj. kvadraturni vzorec fadu r integruje piesn& vSechny
polynomy az do stupn¢ r vcetné. Uvedeme dva typy ze znamé skupiny tzv. Newton-Cotesovych
kvadraturnich vzorcii ®, tj.vzorch, jez mj. maji ekvidistantni uzly, tedy dané predpisem
x,=a+k-h, k=0,...,n, kde h=(b-a)/n je jejich vzdalenost.

1a) Zakladni lichobéznikové pravidlo se odvozuje za predpokladu, Zze v sousednich uzlech
X,, X, ., [presnéjifeCeno: v jim odpovidajicich bodech (x,, f(x;)), (x,,,, f(x,,,))] nahradime
funkci f linearnim (interpola¢nim) polynomem p, (x), tj. tim, ktery v nich ma tytéz hodnoty.

Pro chybu & aproximace integralu se vyZaduje, aby f € C’[a,b]. Pak plati
J2 @ de=2 170+ )T+, (48.1)

3
kde zteorie plyne &=-— {l—zf"(ék) a &el[x,x,,,] je blize neurCeny bod, tj. pro praktické
vypocty bereme odhad chyby

® Angli¢an Roger Cotes (1682 —1716)
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|a(h)| Mzk, kde Mi= max £'@)]. (48.2)

1b) Slozené lichobéZnikové prav1dlo (slozeny vzorec) pro cely interval [a,b] pak ziskame
souctem zakladnich vzorcti ve tvaru

JLrWdr = 3 [ d = A7)+ £+ 2T )]+ EG), @83)
b0,

kde velikost chyby aproximace je | E(f )| ———=hW’M,, akde M, = m[a>%]| f "(x)| . (48.4)

Ob¢ lichobéznikova pravidla maji rad r :1, tj. integruji pfesn¢ pouze polynomy 1. stupné
(pronéz vzdy f"=0), ptitemz h=(b—a) /n se obvykle nazyva integracnim krokem.

2a) Zakladni Simpsonovo parabolické pravidlo ? se za predpokladu, ze f e C*[a,b], odvodi
tak, Ze na intervalu [x,,x,,,] délky 2k nahradime funkci f kvadratickym interpola¢nim
polynomem p,(x), tj. polynomem 2. stupn¢ — parabolou ve tfech sousednich uzlech x,, x, .,

X,,, vzdalenycho #h. Plati

I;k+zf(x)dx=%[f(xk)+4f(xk+l)+f(xk+2)]+g, (48.5)

kde pro praktické vypocty bereme odhad velikosti | e(h) | chyby aproximace ¢ integralu ve tvaru

|s(h)|£%Mf, kde Mf= max |f@(x)]. (48.6)

x€lxk, x42]
2b) SloZené Simpsonovo pravidlo ziskame nyni tak, ze interval [a,b] rozdélime na sudy pocet
m podintervalii (polozme m =2n) ekvidistantnimi délicimi body (uzly) (kdy kazdy podinterval

obsahuje treti d¢lici bod ve svém stfedu) a na kazdy interval [x,,,x,,,], i=0, ,% -1 délky
2h se pouzije Simpsontv vzorec. Vysledkem je pak
n n-1
o /() dx =5 L1 (r) + fxs,) + 4% f ) + 25 S () 1+ £, (48.7)
_b-a_b-a b-a) . @
kde h=P=@-020 | E(f)| s M,, akde M, _xglsxb]|f ()] (48.8)

Integracni krok je 2h. Obé Simpsonova pravidla maji Fad » =3, tj. integruji pfesné paraboly
2. ale i 3. stupné (pro néz vzdy [ =

V soucasné dobé se z Newton-Cotesovych kvadraturnich  vzorcu vyuZiva ptredevSim
tzv. Rombergova integrace zalozena na lichobéznikovém pravidle, ktera je zakladem adaptivnich
programi pro integraci, tj. programu, které hustotu uzlli v jednotlivych Ccastech intervalu
automaticky ptizptisobuji charakteru dané funkce podle stanovené chyby, kterou pocitaji Rungeho
metodou polovicniho kroku. Uvedené vzorce se jevi jako nejefektivnéjsi tam, kde pocitame jen
jeden nebo nékolik integralt bez né¢jaké vnitini souvislosti. V opa¢ném piipadé se pouzije nektery
vzorec ze skupiny tzv. Gaussovych kvadraturnich vzorcii.

% Angli¢an Thomas Simpson (1710 — 1761)

49 4+ CVICENI R +

sinx—1 pro O<ux.

Vypositejte [' /(x)dx, kde _f(x):{ 2x pro x<0 [ ~1—cos1=—154 )

Zjistéte, proc je chybny vypocet nasledujiciho integralu
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I=[7 J(1+cos2x)/2 dx =[] Jeos?x dv = | cosx dr=0 { 1=2, nebot vcos’x =|cosx]| ||

B Urcete obsah P obrazce mezi grafem funkce f aosou x, je-li

f(x)=cosxsinx, 0<x<m/2 2O ) [A04] f=xe!, wel1.2) e}
- f(x)=2a x/(x +at ), 0<x< ‘/_ a>0 {{ az}}
f(x)=Inx, xele, 2e] (ema () 1) f(x)=x21x,
[408 | f(x)=4T+cosx, xe[0,2n] 42 () }}
f(x)=‘/a2— x*, 0<x<a, aeR". Co je obrazem? {{ na2/4;étvrtkruh x*+ yr=a? Vl.kvadrantu}}

B Urcete stfedni hodnotu funkce f na zadaném intervalu pfi oznaceni < f > , resp. f

f@=2 v iabl g+ ab+ )] f@)=sinax VI0.2], a20 =

412 | jde-li o stiedni hodnotu < TC > funkce TC(1)=5(3t* + 1) celkovych nékladd pro vyrobu nové

bezpecnostni technologie v ¢ase ¢ probihajicim vyrobni obdobi [1, 6] a zjistéte, v jakém case (Ci Casech) 7,

uvedeného obdobi funkce 7C(#) stiedni hodnotu nabyva {{ < TC > =TC(t, ,) =220,

tr , =+4[43/3, vyhovuje [43/3 =38}

jde-li o RLC - obvod, v némz vlivem harmonického napéti u vznika harmonicky sinusovy proud
i=1,sinwt, kde I, jeamplituda stfidavého proudu. Urcete stfedni hodnotu < 1, > = %f(ﬂ i | dt
(kde perioda 7 =2n/w) tohoto periodicky proménného proudu, kterd je ekvivalenci hodnoty stejnosmérného
proudu, jimz se prenese tyz elektricky naboj. [{ <I av > :% I, }}

Stanovte velikost F  tlakové sily, kterou plisobi kapalina o mérné tize y na polokruh o poloméru R, jenz je

do ni ponofen tak, ze jeho prumér se dotyka vodni hladiny. Situaci nacrtnéte a zkuste si pfed vypoctem odvodit,
pro¢ je element (diferencial) dF proménlivé sily F plisobici na element dP plochy polokruhu, ponoiené

do hloubky #, dén vztahem dF = pdP =2yhJR>—h> dh. (F= % vR* )
Vypocitejte praci W potiebnou pro vycerpani kapaliny o mérné tize y z valcové nadoby o obsahu podstavy

P avysce v (do vyse jeho horni podstavy). Zkuste si pred vypoctem odvodit, pro¢ je element (diferencial)

dW prace W nutné pro vycerpani vertikdlni vrstvy kapaliny o vySce y ode dna, kterd ma elementarni

tloustku dy, roven dW =y(v—y)Pdy. W =(xn/2)y(Rv)* }}
Zjistéte elektrostaticky potencial @ vbodé A, jenzje ve vzdalenosti d od nabitého disku o poloméru R

a lezi na ose symetrie disku, ma-li plosna hustota & naboje na disku konstantni hodnotu a vime, Ze plati

1 naboj | R ©-2mrdr

(p:47'l',80 vzdalenost  4me, IO [ 7

integralu (integrandu) si pied vypoctem zdivodnéte. Potom vypoctem ovéite, zda je dlim ¢ ve shodé
— +o©

kde ¢, je permitivita vakua. Situaci nalrtnéte a spravnost

s fyzikalni praxi [ Potencial ¢ vbodé A je prace elektrostatického pole pti vzdaleni jednotkového naboje

(o 1 coulombu ) zbodu A do nekoneénal. i %(sz +d> —d), ¢(+0)=0 |}
0

Vypogitejte praci W = | ZOI pdV nutnou k adiabatické kompresi jednoho molu idealniho plynu z objemu ¥,

(o teploté 7,)naobjem V; (oteplot¢ 7)), vyuzijete-li Poissonova zakona pl'*=C a stavové rovnice,



II INTEGRALN{ POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE 89

kde 52, C jsou konstanty. Hzi_]{ﬂ]—ﬂ] }}

Zjistéte Joulovo teplo O = R _[ OT i? dt stiidavého sinového proudu i= I,sin(wt), kde I, je efektivni

proud. {222 }}
B Vypocitejte s vyuzitim ¢lanku 48.21 nize uvedené integraly numericky pomoci upraveného zakladniho Simpsonova
kvadraturniho vzorce ) ” f(x)dx ~ % [fx)+4f(x)+f(x)] = K(f). ** (49.1)

Odhadnéte velikost chyby aproximace |E( f )| integralu podle vzorce (48.8) a vysledky porovnejte s presnymi

hodnotami integralu, je-li

[} dx ( e(h)=0; PROC 7}
_"Ozx“dx, {{numerickyje K(f):%; presné je I(f):%; |s(h)|£%; zajimavé je, ze rovnez

| I(/-K(f) | = % , tj. odhad chyby = velikost skute¢né chyby, ta byva vétSinou i vyrazné mensi }}

50 GEOMETRICKE APLIKACE URCITEHO INTEGRALU
ukézeme nekolika vzorci a predpokladame, Ze pouzité funkce (v€. potfebnych derivaci) jsou spojité.

50.1 OBSAH P OBRAZCE pfedstavovaného zadanym kiivocarym lichobéznikem, ohranicenym
grafem kladné (spojité) funkce f(x), osou x a vertikdlnimi pfimkami x =a, x =b, zndzornéného
napf. pfedeSlym obrazkem, lze ziskat nasledovné. S vyuzitim dale uvedeného obrazku zavedeme
jako mnemotechnickou pomicku mensi dilci krivocary lichobéznik, jenz bude ohranicen tymz
grafem i osou x, avSak vertikdlami (C je pismeno dzéta) x=C, x=C+dx, kde ( € (a,b).
Pro jeho obsah zavedeme nézev element dP (obsahu) rovinné plochy zminéného dilciho
krivocarého lichobéznika o obsahu dP, jimz mizeme podle véty o stiedni hodnoté integralniho
poctu rozumét stejny obsah dP jistého obdélnika, jehoz vysSkou je y a délka zékladny je déna
diferencidlem dx kdekoli na [a, b]. Pak

a) V kartézskych souradnicich plati YA
P=[dP=[! ) s = ! f(x)ar. )
kde /> 0.
V kartézské soustavé souradnic je zaklad vSech dalSich vzorci!! <t
Me¢éni-li funkce f(x) znaménko, ,,meli” bychom psat dp

P=["|f(x)|dv pti a<b, resp. P=["|f(x)dx| pii a=b, : 7 b ®

AL S
0 g dx

™

ale absolutni hodnotu vétSinou nepiSeme a znaménko pred integralem dx G+
ur¢ime z dané situace.
b) Obsah plochy obrazce mezi dvéma grafy funkei f, g Y P
Necht' f5, fi € Cla, b], ,>f1 (20) [Predpoklad nezapornosti :
znazornénych funkci neni nutny]. Pak obsah P plochy mezi
grafy je (viz obrazky pod sebou) dan integralnimi vzorci 4
b
fH+e
fite b

X

P=|, f(x)dx =[] f(x)dx = [7[f:(x)- £i(x)]dx.

0! a

|2

ol «

¥y f

Ujasnéte si z predeslého obrazku, ze obecné
nemusi byt /1 >0, £, >0, aptesto bude P >0,
je-li stale f,>fi.

X
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4

P=[lgly)dy.

ol X
d) Pro parametrické rovnice x = ¢(?), y = y(¢), kde uvazujeme parametr ¢ € [a, B], je

P=[7 () ¢'()ar|.

e) Pro polarni souradnice — Viz nasledujici obrazek. Je-li polarni rovnici p =f{p), jednoduseji
rovnici p =p(p), kde p(p) je spojitd funkce, urcena kiivka K, pak lze odvodit vzorec pro obsah
P rovinného obrazce ohranic¢eného kiivkou K a polopiimkami pj, p» o polérnich rovnicich ¢ = a,
¢ = B. Nasledujici rovnice

y=p(Q)-sinQ;pe [OL,B] c [(po, @y + 275] a kartézskymi soutfadnicemi x, y.

Aby pfifazeni bodi (x, y) vroviné k dvojicim ¢isel — bodim (p, @), uréené piedesSlymi dvéma
rovnicemi, bylo jednozna¢né (s vyjimkou pdlu P, ktery vyhovuje nekone¢né mnoha bodim roviny,
pronézje p =0, ¢ € R), musime volit p >0, @y <@ <@y + 2m, kde ¢y je libovolné Cislo.

Nejcastéji volime maximalni rozsah pro ¢ tak, Ze bud’ 0 < ¢ <27 nebo -t <o <m.
”) X=(@,p)

x=p(p)-cose } definuji vztah mezi polarnimi soufadnicemi p, ¢

0 <p ... polarni vzdalenost bodu X od polu
neboli privodi¢ bodu X
¢ ... polarni uhel (je orientovany)
o ... polarni poloosa

de ... element polarniho dhlu ¢

Ptedesly komplikovany obrazec nahradime kruhovou vyseci téze velikosti
obsahu s elementem obsahu dP = % -p* -de, jak lze odvodit. Pak

P=[ldP=[! 1p(0)do=1 [ p*(0)do.

50.2 VYPOCET DELKY L ROVINNE KRIVKY K DANE FUNKCEMI TRIiDY C!

a) Kartézské souradnice
y K

ds ; ds — element oblouku kiivky, téz diferencial
/ Ay=dy oblouku,
: As — délka tétivy, As~=ds
& Ax=dx A= (a,fla)), B=(b,f(b))

ol 4 b
Je sice dszAs=\/(Ax)2+(Ay)2 z\/dx2+dy2 , alepro dx — 0 je Ay — dy, As — ds.

O P ol O S N e oS
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b) Parametrické rovnice kiivky K urcené grafem funkce dané parametricky, o které pojednava
v diferencidlnim poctu véta 28.4 o derivaci funkce dané parametricky.

Pro Ax—0 je Ay—dy, atedy As—ds. Casto pieme ds= \/dx2 +dy? , kde definujeme
(oznaujeme) dx? =(dx)?. Je-li kiivka K zaddna parametrickymi rovnicemi x = ¢(z), y = y(?),
t € o, B] pak délka rovinné kiivky od bodu a = ¢(a) do bodu b=0o(p) je déna Vzorci

= [Pds =" Jax +dy? = [P o) de? + [l de]? = [F ¢ )dr.

(Nepouzijeme tedy vzorec s jedni¢kou pod odmocninou)

¢) Vypocet délky (= rektifikace) kiivky v polarnich souiadnicich
Vztah mezi kartézskymi soufadnicemi (x, y) a poldrnimi soufadnicemi bodu (¢, p), kde
¢ je polarni tihel, p je polarni vzdalenost bodu od pélu P, je potom dan dvéma rovnicemi

do

x=p(@)-cos ¢ Jde o parametrické rovnice kiivky o rovnici p = p(¢)
v polarnich soufadnicich.

di y=p(p)-sing, pefa,B]<[0,2n].| Derivujme kazdou stranu rovnic podle .
¢

Protoze je x(¢)=p(@)-cos@—p(p)-sing, 7(¢)=p(¢p) sing+p(p)-cose, po umocnéni a sedteni
dostaneme x° + 7y’ =p” +p>. Proto

L=[?p*(9)+p*(o)d

50.3 OBJEMY (KUBATURY) ROTACNICH TELES

a) Kartézské souriadnice

a) Rotace kolem osy x:
Element objemu dV tvoii vélec, zdkladna ma polomér y,
jeho vyska je diferencial dx, takze

zzjjdef:nyz dx:n-j: fi(x)dx.

B) Rotace kolem osy y:

V=n-['g"(»dy.

b) Parametrické rovnice

v=m[ov(0)-¢l0)dr.

bivL0
¢) Polarni souradnice P=pP(®)
=l-ﬂ3-J‘B p’-sinpdo. I
3 o —
. . p vr v v . ., P= 0 I 0
V' — je v jednoduchém piipad¢ napt. objem materidlu I .222?.
~ 14+A 4 g T ’ 4 0
kuZelovité naddoby s vnitinim vrcholovym uhlem 2o, [[;Olarnlch 'Z?

vnéjSim 2P s vrcholem v polu P. souradnic
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50.4 POZNAMKA Podobné jako byl obsah P, také objem V  ~ f2)
rotac¢niho télesa vzniklého rotaci obrazce leziciho mezi dvéma grafy
funkei fo(x), fi(x) naintervalu [a, b] a rotujiciho kolem osy x je

(Viz obrazek) dan vztahem

b B
Vzn'.“a [fzz(x)_flz(x)]dx x\\w
(Vzorec se téz vyskytuje v ptikladech). l\\ \
50.5 URCENI OBSAHU (neboli komplanace) PLASTE ROTACNIHO TELESA

a) Kartézské souriadnice
Necht’ fix) € C '[a, b], tj. je tzv. hladka funkce na [a, b] (je spojita i se svou 1. derivaci na [a, b]).
Obsah plasté rotacniho télesa (bez obou podstav, existuji-li),

a) které vznikne rotaci kolem osy x rovinného obrazce
ohrani¢en¢ho kiivkami y=f(x), x=a, x=5b aosou x, se urci
pomoci elementu obsahu dS rotacni plochy. Vyjdeme-li
z obsahu Q plasté komolého kuzele s poloméry podstav y;, y»
a stranou délky (ds), kteryje Q= m-(ds)-(v1 +y2), lze odvodit, (]
ze muzeme piejit k elementu obsahu dS plasté valce
o poloméru y avysce ds, jenzje dS=2n -y-ds, takze

E:J': dS:J':2n|y|ds: 2 J.:|y|ds . Pro y=f(x) je pak S=2nI: |f(x)|\/1+f'2(x)dx,

ds >0 (pro dx>0)

al Ay
1 T =
1

ds

=¥ <

) Pfi rotaci grafu x =g(y) kolemosy y jepak §=2=n I:’ | g(y)| -1+ g'z(y) dy.

b) Parametrické rovnice S =2n If| \|/(t)| /02 +y? df. (Vétsinou se uvazuje rostouci 1)

¢) Polarni souiadnice S=2x _[5 p-|sing|yp?+p? do.

51 PRIKLADY NA GEOMETRICKE APLIKACE URCITEHO INTEGRALU
51.1 PRIKLAD Uréeme obsah S plasté télesa (zde celého jeho povrchu) vzniklého rotaci
Bernoulliho lemniskaty (fecky lemniskos = smy€ka) o polarni rovnici p? = a? cos2¢ ,
pe[-n/4,n/41U[3n/4,57/4], a>0, kolem osy o.

y ds yf =3
Plati §=2x[] p(g)-sing yp*(0)+p*()do.
V kartézskych soutfadnicich ma lemniskata rovnici {\
(x2 +y2)2 :az(x2 —yz), takze U™ X=o
(pz)2 =a’p’ -(cos2 ¢ —sin’ (p). Odtud p? =a’cos29,
takze p=a m . Pak pro derivaci plati

X=(¢,p)

p=a % (cos 2¢) > (= sin 2¢)-2 = a(cos 2¢) /> (- sin 2¢) .

VyuZijeme-li symetrie télesa a vezmeme co nejmensi rozsah mezi, vypocet se usnadni, a navic tim
zabranime zmén¢ znamének funkci a diferencialt:

)
§=28 = 2-2njg/4a,/cos2(p sin(p-‘/a2 0032@+a2% do=
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2 . 2
i 0o g [ 202 gt [singdy - leosal -
cos2¢

- 4na{g - 1} = 2(2 -2 )n -a* ,kde & uz vyjadiuje plosné méfici jednotky, nebot a je délka.

51.2 PRIKLAD Uréeme objem ¥ télesa vzniklého rotaci asteroidy

3
xX=acost
K: 3 ,te[0,2n], a>0, kolem osy ux.
y=asm" ¢
2
(K ma v kartézskych soufadnicich rovnici  x° + y

y? dx<0

2
3

w o

=a

V= nf; (asin’ t)* 3acos’ t(—sint) d¢.

ProtoZe na 1. Ctvrtiné asteroidy je x-ovd soufadnice bodu A vétsi nez x-ovd soufadnice bodu B,
tj. je tam dx <0, vezmeme zaporné znaménko a s vyuzitim symetrie dostaneme

dx<0 d(cost)
—

V=2,=-2-n J'g/zaz sin®7-3a cos® t(~sin¢)d¢ = —6na’ j:/z (l—cos2 t)3 cos” t(—sinz)ds =

cost=z 0 3 1
Csintdi=de =—67ta3fl (1—22) zzdz:—6na3jo (28—326+3z4—22)dz:
t 0| /2
z{ 1] O
1
_6mz[529_%z7+%25_%23}0=_6m3[%_%+%_ﬂ=_6mg 35—1395.+71§9—105:
—6ngd—16_ _32 3
975105

51.3 PRIKLAD Proved’me rektifikaci (= uréeni délky kiivky) kardioidy, tj. srdcovky o polarni
rovnici p =a(l+cos@), kde ¢ [0,2n], a>0.

Pro zajimavost si v pravouhlych soufadnicich vynesme
zévislost privodi¢e p bodu X = (¢, p) na polarnim
(orientovaném) uhlu .

Opcét vyuzijeme symetrie podle polarni osy o. Plati

L=["p(@)+p*(9) do,kde b(cp)Zg—g = a(-sing).

L=2L, :ZIJ\/az(l+coscp)2+a2sin2(pd(p: nA
p=a(l + cos )
n 2 2 : 2 ko 2a¢
ZIOJa {1+2003(p+cos (p-ll-sm (p}d(pzZafo ,/2i1+cosq>id(p:

—1+020$(p :coszg =4a j;

@ |
2

cos%‘ do = 4a-2[sin%} =8a.

0 prm—

1+coscp=2cos2

COoSs %
pro ¢ € [0, 7] 0,0)
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Tedy délka kardioidy je stejna jako délka cykloidy x = a(t - sint), y= a(l - cost), t € [0, 2n],
kde a oznacuje jistou délku, tj. obsahuje uz méfici jednotku délky (cm, mm atd.).

51.4 PRIKLAD Uréeme obsah P rovinného obrazce ohrani¢eného grafem funkce o rovnici
y>=2y+4x-3=0 aosou y.

Plati (y> =2y +1)+4x—4=0= (y-1)’ :—4(x—1):>x—1=—%(y—1)2,

tj. jde o graf kvadratické funkce (jak tikaji studenti ,,lezaté*) — paraboly
oteviené proti orientaci osy x s vrcholem V =[1, 1]. Ur¢ime pruseciky
grafu s osou y (tamje x=0)

2 2+V4+12 3 A=[0,-1]
-2y-3=0= = =1+£2= =
Y Y 1,2 2 {_1} B=[0,3]
P=['s0av=" Lo a=[y-L 1o ] <[5 L2
8 8 _8(n
7130
51.5 PRIKLAD Uréeme délku L cykloidy o parametrickych rovnicich
=alt—sint y
x=al Sm), elo, 2n], a>o0. 24
y= a(l—cost) -
(Trajektorie ndjezdu skokana pted skokem na x
skokanském mustku je ¢asti 1. oblouku cykloidy) 0 mra
(t=27)
L={"Jarr +dy> = [* Yo () + v (c) de = [y [a(1-cost)]* + [asine]* d
1 —cost 5t
. - —gin*— . 21
a _[2 1 cost dt 2 2 1=2q4 _[OZ sin%‘ dt=—2a-2[cos%} =
1—cost =2sin2 L <! 0
2 sin% >0 pro te[0,27]

—4al-1-1]=8a.
51.6 PRIKLAD Uréeme obsah S povrchu rotaéniho télesa vzniklého rotaci kruznice

K: x* +(y—R)2 =r%, kde 0<r<R, kolemosy x. Povrch
rotacniho télesa je tzv. anuloid (prstenec, torus, ,,pneumatika*).
Uzijeme parametrickych rovnic kruznice, kde jeji stted O; neni
v pocatku, ale je v bod¢ O; = (xo, y0) = (0, R), takze

X—X, =r-cost X =r-cost

K: ) ,te[O,Zn] = ) ,te[O,Zn].

Y=y, =r-sint y=R+r-sint

Obsah anuloidu je pak

ds = Jdx?rdy?

Y
S=2n I()zn (R+rsint)- \/(—rsint)2 +(rcost)’ dr =
2nr j()zn (R+rsint) df = 2nr[Rt —rcost]" = 4n’Rr, co je ve shodé s tim, co Fika

1. GULDINOVA VETA [(Svycar G. Paul Habakkuk Guldin (1577 - 1643) ji znovu objevil,
pfi¢emz obé& véty znal uz Rek Pappos z Alexandrie (+ 320 n. 1.)], podle niz:
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Obsah S rotacni plochy vytvorené pri rotaci rovinné krivky (zde K) kolem osy (zde osa x), ktera
lezi v téze roviné a kiivku neprotina, se rovnd soucinu délky této krivky (zde [=2nr) a délky

Vvoew

Pro T=0, lezici uvniti K a y-ovou soufadnici tézist¢ yt mame S=/2nyt=2nr2n R, cozje
téz obsah plasté valce vzniklého napiimenim anuloidu na vélec o vySce v=2n R a o poloméru r.
51.7 PRIKLAD Uréeme objem V télesa, jehoz povrch je anuloid (prstenec) vznikly (jako
v prede§lém prikladg) rotaci kruhu 2 o obvodové kruznici K : x* + (y - R)2 =r?, kde 0<r<R,
kolem osy x. Pokud vyjde V<0, ur¢eme toho pficinu.

Na zakladé€ ptipravnych uvah a obrazku z minulého ptikladu si v§imneme, Ze ve vzorci
p - %
V=n ja v (¢) ¢(¢)dt je pro ¢ € [0, ] stale dx =—rsinz df < 0. Musime proto psét

<0 >0 | Vlastnost Riemannova
~ -
V=-m Jg ylpdt —m Lfn vy’ df =| integralu vzhledemk |=-= Iozn (R + rsin t)2 -(— rsin t) dt =
4 v, intervalu

nr f(fn[stint+2Rr sint  +r> (1-cos’t)sint ]dt=
—— N

Td=cos2t)  (cos2r —1)-(~sin1)

r[ R2(—cost)+Rr(t—lsin2t )+r2(lcos3 t—cost) ](2)” = 7tr[Rr~t]éTE =
T 2 3

H_/
0 0
nrRr-2n=2n"Rr? ,coZje ve shods s tim, co ¥ika

2. GULDINOVA VETA, podle niz:
Objem V rotacniho télesa vytvoreného pri rotaci rovinného obrazce (zde kruhu €2') kolem osy
(zde osy x), ktera lezi v roviné obrazce a nejde jeho vnitikem, se rovnd soucinu obsahu P tohoto
obrazce (zde P = %) a délky kruznice o poloméru Yt opsané pii rotaci téZistém T uvaZovaného
obrazce L.

Pro T=0; a y-ovou soufadnici t&Zi§t¢ Yr=R mame V =P-2nY, =’ 2nR =2n°Rr’,
coz je objem valce vzniklého napifimenim anuloidu na valec o vySce v =2nR a o poloméru r.

51.8 PRIKLAD Uréeme objem V télesa vzniklého rotaci kardioidy o polarni rovnici
p=a(l+cosp)>0, @el0,2n], kolem své osy.

Rotujici (tvotici) kiivka je 1. polovinou srdcovky, tj. ¢ € [O, n].
Plati

v :%n jS p*(¢)-sin o d@z%njga3(l+coscp)3 sing do =

l+cosp=z
—sin@dp=dz| _2 370 3(_ 4. =23 L1247 =848
0 |0 x]|| 3 2 de)=3ma’ gl = e
z 210

52 4+ CVICENI S +

52.1 VYPOCET INTEGRALU predstavujicich v této kapitole uréeni dilezitych charakteristik (obsaht, délek
a objemt1) nekomplikovanych geometrickych utvart (vypocet jejich ,,miry*) provadéjte, je-li mozné, s co nejveétsim
vyuzitim symetrie t€chto utvard, vlastnosti integralu i nacrtu situace.

B Pomoci integralu zjistéte obsah P obrazce M ohrani¢eného kiivkami (vétSinou grafy funkci), které jsou urceny
danymi rovnicemi, popf. je poloha obrazce upfesnéna dal$imi vztahy
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421

423

424

426

428

429

430

431

433

435

y=aclt, y=ac™l, x=a, a>0 [[L(c-17d’ ) yr=2x, x={18 &G}
yr=dax, x*+ y?=54%, x20, a>0 ([ [5n/2+2/3-5arcsin(1/45) 14 |}
xy=4, x+y=5=0 [15/2-8n2 (%) }} | 425 | y=—x2+ 2x, y=—x (27/6 (i) })
yr=2x+1, y=—x-1 (16/3 (*) |} | 427 | x=acost, y=asint, a>0, te[0,2x] {222}
M jeasteroida x=acos3t, y=asin’t, a>0, te[0,2n] [ (3/8)ma? }}

M je znamé Bernoulliova lemniskata (smycka pfipominajici o) o rovnici (v polarnich soufadnicich)
p=ayfcos2¢p (a>0), ¢pe[-n/4 n/4]U[3n/4,5n/4] Il a*}}
M je vysec€ ohrani¢ena logaritmickou spiralou o (polarni) rovnici p = ae”® (a>0, b=0)apolopfimkami

¢=0, o=, kde o e(0,2mr). Situaci nacrtnéte ﬂ L(ez}’Ot - l)a2 }}

4b
y=Inx, y=0, x=¢ (1™ y=arcsinx, y=0, x=1 (222}
y=1/(x+x), y=0, x=1, x=2 ([ nc4/3) (i*)
M ohranicuje Fetézovka yZaMZacosh(ﬁj, a>0, x=—a, x=a, y=0 H(e—%)az i
M ohraniGuje jeden oblouk cykloidy x=a(z—sinz), y=a(l—cost) aosa x [l 3na® |}
x2[a* +y? [b* = 1, véetné parametrického vyjadreni této kfivky. “* {2221}

436

B Nejprve vypocitejte integralem objemy V(7T') rotacnich téles 7, které vzniknou rotaci obrazct uvedenych

ve stejném potadi jako v pfedeslych Sesti cvicenich, rotuji-li kolem osy x. Potom objemy dalSich t€les otacejicich
se kolem osy x (neni-li uvedeno jinak)

437

440

442

443

444

(ne-2 G 438 | | (> - ®)n/4 (i)} 439 | [ =[2/3+19/16)1 (i*) }}
[[m(c®— e+ 4)/4d>, kde T je katenoid J} 441 | [ 572 d° |}

[l 4/3)nab®, kde T je rotaéni elipsoid |}

nyni nechte kiivku z ptikladu rotovat kolem osy y {222}

obrazec M rotuje kolem osy y , pfi¢emz M je ohranien obloukem hyperboly x> / a’ - y2/ b* =1, osou

y apimkou y=—-b, y=b. [ 8/3)na®b |}

Simpsonovym parabolickym vzorcem (49.1) ze strany 89 najdéte v litrech objem sudu, ktery ma vysku

(délku) 50 cm, primér kazdého dna (Cela) je 20 cm a primér stiedniho fezu je 30 cm.
(|28,8 ¢ ; Moravané takovému sudu feknou piilvédro }}

B Integralem ,,zméfte* délku oblouku rovinné kiivky

x/a —x/u
446 | Fetézovky y=a%=acosh(§j, a>0, x=-a, x=a [l 2a sinh1 = 2354 }}
447 | asteroidy (x2/3+ y2/3: a?l3, a>0), x=acos’t, y=asin’t, te[0,2n] ﬂ 6a }}
448 | prvniho zavitu Archimédovy spiraly p=ap, a>0, ¢<[0,2x]
([ (2m4f4n® + 1+1n| 2m + 4> + 1‘ )aj2 }}
449 | logaritmické spiraly p=ae’®, a>0, b#0, ¢c[0,a] [ ({p*+ l/b)(eb“— al}
450 | y=In(1-x?), x=-1/2, x=1/2 {[2In3-1}} | 451 | y=Insinx, x=n/3, x=2n/3. {3}
B Integralem najdéte obsah S plasté rotaéniho télesa 7, rotuje-li kolem osy x (neni-li rotace uréena jinak)
zadany oblouk kiivky
452 | sinusoidového vietena y=sinx, x<[0, n] fnr2 J2+ ln(Z\/E +3)] (j%) }}
453 | pasu sféry (kulové plochy) o poloméru R a vySce pasu v H 2nRv }}
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454 | 3y-x3 =0, xe[0,1] l@/9nd2 (41

x/a 7x/a
455 | Fetézovky y:ae +2e :acosh(lj, x=-a, x=a (a>0) {{ n(sinh2 + 2)a’ }}
a
456 | jeden oblouk cykloidy x=a(s—sint), y=a(l-cost) (a>0) Il (64/3)na® }}
457 | kardioidy p=a(l+cosg), 9e[0,m] Il 32/5)na* }}
458 | x? - 2y=0 vyfaty pfimkou 3x—2y=0 rotujici kolem osy . {{ 14n/3 (i*) }}

53 NEVLASTNI INTEGRAL
Riemanntv integral j: f(x)dx jsme definovali mimo jiné za ptedpokladu, ze

1) krajni body [a, b] jsou vlastni (maji kone¢né souradnice),

2) funkce je ohranicena na [a, b].
V ptipad¢, Ze néktery z téchto predpokladli neni splnén, mluvime o tzv. nevlastnim integrlu.
Nevlastni integraly s nevlastni horni nebo dolni mezi ¢i nevlastni integraly funkci neohrani¢enych
v okoli krajnich, resp. vnitinich bodu intervalu, po¢itdime pomoci limit.

A) NEVLASTNI INTEGRALY S NEVLASTNI HORNI NEBO DOLNI MEZI

a) Horni mez b je +oo d
[7 flx)dx= lim [’ f(x)dx= lim [F(x)]} = f(x)
t—>+oo t—>+oo
lim [F(¢)- F(a)]= lim F()-F(a).
t—+o t—+00 X
0 a b=+
b) Dolni mez a je —oo A 763
X
[* f(x)dv=tlim [* f(x)dr= lim [F(x)]! =
t—>-o I—> -

Nim [F(b)-F(1)]= F(b)- lim F(r).

¢) Obé meze jsou nevlastni

P2 f)de=]°, pl)ans [ /) dr =

hmj fx)dx+ hmj £(x) dx

t—>—© t—>+©

tgr_nwmc)—F<r>]+tgglw[F(r)—F<c>]=

protoZze plati

lim F(c)— hm F( )=F(c) |=

o lim F(t) — lim F(t).
t—>+ow t—>—

V ptipad¢, Ze existuji vlastni limity (kone¢né), fikdme, zZe uvazované nevlastni integraly konverguji
¢i existuji (maji smysl), a integral je tedy roven vlastni limité. V opacném piipad¢ tikame, ze
nevlastni integraly diverguji — nekonverguji — neexistuji (nemaji smysl).

53.1 PRIKLAD Vypotitejme I . x2+ 1 dx—tl_l)mwjt x2+ d>c+t1_1)r£10O S dx =

c

hm [arctan x|+ l1m [arctan x]! = hm [arctanc arctan?|+ lim [arctan? —arctanc|=

t—>+w©
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arctanc — (— %) + % —arctanc=m; P=m ( j?), tedy nevlastni integral konverguje.

Obsah P plochy neohrani¢eného rovinného utvaru z piedeslého obrazku je tedy konecny.

B) NEVLASTNI INTEGRALY FUNKCi NEOHRANICENYCH V OKOLI NEKTERYCH
BODU

J?
a) f(x) je neohranicena na levém okoli horni meze b, 1
pak x=b je asymptota bez smérnice a
[ Gy dr=tim [! f£(x)dr;
a t—b-"49
/A X
o' 4 x=b

b) f(x) je neohranicena na pravém okoli dolni meze a,
pak x =a je asymptota bez smérnice a

Ju S de= lim [ f(x) des

¢) f{x) je neohranicena na okoli jediného (vlastniho)
vnitiniho bodu u € [a, b],
pak x =u je asymptota bez smérnice a

12 f@yde= " f) det [? () dr=
lim [0 () de+ lim ][] f()dr=...

53.2 POZNAMKA V piipadé dalsich bodéi nespojitosti musime integral napsat jako soudet
odpovidajicich integrali. Konvergentni a divergentni integral se definuje stejné jako v piedchazejicich
definicich. Nekone¢né meze a (vlastni) body, v nichz f{x) je neohrani¢end, jsou tzv. singularni body
nevlastniho integralu.
53.3 PRIKLAD Z piikladu3 v &lanku 46.5 str. 81 vime, Ze Riemanniv integral f |_dx
01— 2
neexistuje, nebot’ integrand je funkce neohrani¢end na redukovaném levém okoli bodu 1. AvSak
nevlastni integrél konverguje (existuje) nebot’

J.l e _tlg?j J— _,ll)m,[arcsmx] _tlimarcsmt—0=£,P:%(jz).

Nevlastni integral konverguje, takze odpovidajici neohraniCeny utvar (pfipominajici kfivocary

lichobéznik) ma kone¢ny obsah % ( J? )
53.4 PRIKLAD Vypoditejme

0 l—x t—>1- t—>1- t—>1

jl dx limj't & _ im [1n|1 x|] =—lim {ln|l—t|—ln1]——11m1n|1—t|—+oo
o 1—x t—>1- — ——

0
Nevlastni integral diverguje (nekonverguje, neexistuje), Gtvar (nacrtnéte si) nema konecny obsah!

53.5 PRIKLAD Pomoci nevlastniho integralu (pfi jehoZ vypoétu se pouzije Bernoulli-1"'Hospitalovo
pravidlo) ur¢eme obsah P plochy ohrani¢ené osou x, osou y a grafem funkce
=Inx, kde y <0. Nacrtnéte situaci.
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1 PRESNEJI ! ¥ y=Inx
P:—I Inx dx=— lim lnxdx——hm 1 lnxdx— lim [xlnx x] i I ————
0 t—0+ t—0+ wer vl 0% :
V= 1 B
V. 2 p
, (0(-)) In x Bt N et v
1+ lim¢In¢ = 1+ lim =2 =2] = 1+ lim :1—0:1(12).
t—>0+ x>0+ + o0 x~>0+_L = |
X x?
54 4 CVICENI T +
B Zjistéte, zda nasledujici nevlastni integraly diverguji nebo konverguji
I=["e"dx (| 1=1, tj. konverguje |}

1 :I(; “ cosx dx [l lim sinz neexistuje, tj. 1 diverguje}}

t—>+®©

( lim (-24-1+2) =2, . konverguje |}
t—>0-

szglz cotx dx [l 1==c0, . diverguje ||
o | dvergue)

o 1
I={""—dx . (7=
J.l X" l 1
Podle kinetické teorie plynti je stiedni rychlost molekul v déna nevlastnim integralem

3/2 __m_ 2
—_ + oo
v=4n( n J e 26T 34y,

T pro r>1; diverguje pro r<1 }}
r—

2nkT 0
kde v jerychlost molekuly a m jeji hmotnost, & je Boltzmannova konstanta, 7 termodynamicka teplota.
Cioite T S_ [k T
Vypocitejte v . {I V= ~ m }}

466 | Najdéte obsah neohranic¢eného rovinného oboru ohrani¢eného grafem funkce f(x)= xe_xz/ 2 a jeji

asymptotou (x=0) {] 2 (%) }}
Vypocitejte objem trojrozmérného oboru, ktery vznikne rotaci kolem osy x rovinného oboru urc¢eného
relacemi Inx<y<0, 0<x<I. l2n () )

—-X

pro x>0 kolemosy x.

[nlf2+m2+ D] ()}

468 | Zjistéte obsah neohranicené rotacni plochy vytvofené otdcenim kiivky y=e
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III UKAZKY SYSTEMU MAPLE

Pocitacové prostredi Maple bylo vyvinuto na univerzit€¢ ve Waterloo v Kanad¢. Patfi mezi systémy
pocitacové algebry (anglicky Computer algebraic systems), coz jsou interaktivni programy, které
provadi numerické, symbolické a grafick¢é vypocty. M4 moznost vstupu a vystupu textl
a automatického pievodu do programovacich jazykt C, Fortran 77 a do LaTeXu, coz je popularni
nekomer¢ni programovy systém sazby publikaci nejvyssi kvality, véetné matematickych textu.
Maple pouziva piikazovy jazyk kombinovany s ufinnym programovacim jazykem s mnoha
pfeddefinovanymi matematickymi funkcemi zoblasti diferencidlniho a integralniho poctu,
diferencialnich rovnic, linearni algebry, geometrie a logiky.

Tato ¢ast ucebniho textu je urcena Ctenafiim, ktefi jiz ovladaji zaklady prace v systému Maple.
Proto jsou zde uvedené ptiklady zaméfeny na praktickou realizaci vybranych problému bez
podrobnéjsiho popisu jednotlivych ptikaz a parametri. Zacatecnikiim doporucujeme prostudovat
napf. http://www.fi.muni.cz/~hrebicek/maple/index.html, kde naleznou wuzite¢né informace
pro praci se systémem. Pfesto si nyni aspol velmi struéné zopakujme zékladni pravidla prace
s mapleovskymi zapisniky (worksheets).

Zapisniky jsou hlavnim uZivatelskym pracovnim prostiedim pro ovladdni Maple. UmoZziuji
uzivateli pohodIné zadavani provadécich ptikazi a zaroven slouzi k okamzité prezentaci vystupti
systému Maple. Po spusténi Maple se na jeho pracovni ploSe automaticky otevie novy prazdny
zapisnik. Prace v novém zapisniku spociva v zapisovani vstupnich piikazti do mapleovské vstupni
oblasti. Pfed témito piikazy je vZdy uveden znak , > (neznaci vSak relaci ,,vét$i nez*) a ptikazy
jsou zobrazeny cervené. Ukoncuji se bud’ stfednikem ,, ; “ nebo dvojteckou ,, : “. Muze jich byt
zapsano na jeden fadek i1 vice. Chceme-li je zapsat do samostatnych fadkd, musime po jejich
ukonceni stisknout sou¢asné klavesy [Shift + Enter].

Po stisknuti kldvesy [Enter] se vSechny piikazy z mapleovské vstupni oblasti provedou. Pokud je
ptikaz ukoncen stfednikem, jsou jeho vysledky zobrazeny modie v ,standardni matematické
notaci®. Je-1i v§ak ukoncen dvojteCkou, nejsou jeho vysledky zobrazeny.

Mnozina vstupnich oblasti s jejich odpovidajicimi vystupy se v zapisniku Maple nazyva
provadéci skupina (execution group). Zéapisnik mize rovnéz obsahovat samostatné textové oblasti
v matematické notaci (paragraphs), hypertextové odkazy (hyperlinks) a tabulkové kalkulatory
(spreadsheets). Pro zptehlednéni 1ze zapisnik rozdélit do sekci (sections) a podsekei (subsections).
Provadéci skupiny usnadiiuji praci s matematickym jadrem systému Maple. Umoznuji piehledné
zadavani a provadeéni jednotlivych ptikazi i nasledné zobrazovani vysledkd.

Provadéci skupiny tvofi zékladni vypocetni bloky v zapisniku. Jejich primarnim ucelem je
kombinovéani jednoho ¢i vice piikazli a jejich numerickych, symbolickych nebo grafickych
vysledkll do samostatné znovupouzitelné jednotky. Pied prvnim vstupnim piikazem je uveden jiz
zminény znak ,>*“. Pokud mame umistén kurzor v provadéci skupiné, pak se po stisknuti klavesy
[Enter] provedou vSechny piikazy ve skuping.

Zpusob prace a prohlizeni jiz vytvofenych zépisnikii je zavisly na zplisobu jejich sestaveni,
tj. na usporddani jejich provadécich skupin. Je-li kurzor umistén na libovolny fadek v provadéci
skupin€ a stiskneme klavesu [Enter], znamena to, Ze vSechny piikazy v dané provadéci skupiné
budou provedeny, a to v poradi, v jakém jsou ve skupin€ uvedeny za sebou.Vysledky vypoctu jsou
zobrazeny na konci provadéci skupiny. Kurzor se poté automaticky pifesune na prvni fadek
nasledujici provadéci skupiny.

Dulezitym pomocnikem ve vyuzivani Maple je jeho ndpovéda slouzici ke snadné orientaci
v mnoha mapleovskych piikazech, funkcich, knihovnach a balicich. V soufasné verzi systému
Maple je napovéda feSena jako systém textovych dokumentl propojenych hypertextovymi odkazy.
Kazda standardni funkce ma zpracovanu vlastni stranku s napoveédou. Ikonou [Help], kterad je
soucasti panelu nastrojii, vyvoldme napovédu. Potfebujeme-li ziskat napt. napovédu pro urcity
prikaz, mizeme vyuzit moznost napsat na fadek zapisniku otaznik, za n¢j dany ptikaz a stisknout
klavesu [Enter]. Tim vyvolame zobrazeni pozadované stranky napovédy v novém okné.
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55 UKAZKY Z UVODU DO MATEMATICKE ANALYZY A ALGEBRY

55.1 GRAFICKE ZOBRAZENI 2D FUNKCI Systém Maple umozituje vizualizovat grafy 2D
funkei (mysleno takovych funkci, jejichz grafy lze zndzornit v roving€, nikoliv tedy funkci dvou
proménnych) ve form¢ statickych i animovanych obrazka. Pii vytvareni graft funkci si nejdiive
vyvolame grafickou knihovnu piikazem > with(plots):
Poté pouzijeme pro vykresleni explicitnich 2D funkci piikaz plot. Piikaz implicitplot
zvolime pro zobrazeni implicitné zadanych funkci (viz poznamka 28.8 na strané¢ 53). Pro
znazornéni nesouvislé mnoziny dat pouzijeme ptikaz pointplot. Pro tvorbu animovanych 2D
obrazku existuje v Maple ptikaz animate ¢i animatecurve.
Poznamenejme jeSté, Ze nékteré prikazy lze zapsat nékolika variantami, je moZno pri nich
vyuzit inabidku z panelu nastroji a aktuidlni verze Maple miiZe v nékterych pripadech
uZivatelem provadény zapis jesté ponékud upravit.
Konkrétni zapisy jednotlivych ptikazti pak mohou vypadat nasledovné
Funkce dana explicitné
>plot(tan(2*x)/(3*x) ,x=-0.1..0.1);
Funkce dana implicitné
> amplicitplot(y=tan(2*x)/(3*x) ,x=-0.1..0.1,y=0..0.676);
Funkce dana parametricky
>plot([2*(cos())3, (sin())N3,t=0..2*Pi]);
Funkce dana v polarnich soufadnicich
>polarplot(1+cos(phi),phi=0..2*Pi);
Funkce dana diskrétni mnozinou bod (ziskanych napft. experimentaln¢)
>pointplot([[1.,1].[2.4].[3,9]1],style=point,symbol=circle);
Animované 2D funkce
>animate( plot, [A*(X"2-1),x=-4..4], A=-2..2 );
>animatecurve( sin(2*x),x=-4..4);

Kromé vyse uvedenych piikladii obsahuje Maple mnoho dalSich ptikazi a uzite¢nych parametri
pro vytvareni 2D objektl. Podrobné informace o nastrojich pouzivanych ke grafickému zobrazeni
funkci naleznete v napovéde systému Maple.
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&

55.2 POZNAMKA [E PE—

Na obrazku vpravo

|restart;

uvadime ukazku I
praCOVnihO prostfedi |Warning, the name changecoords has been redefined
Systému Maple’ > plot(tan(2+x)/(3*x) ,x=-0.1..0.1, thickness=5) ;

v némz jsme
znazornili funkci

tan 2x
f(x)= :
3x
Pozorny Ctenaf si
vSimne, Ze pro
x=0 neni funkce
definovana, ale méa

zde limitu % jak

uvadime v 56.1.

LU B0 #0 0 [ e Mrensa. (§lme—i

55.3 ZJEDNODUSENI MATEMATICKYCH VYRAZU miizeme ukazat nasledujicimi piiklady

> simplify(x;l-(x_lxz—xiljj; -1
> simplify(sin(x3))2+In(4-x)—(cos(x3))2+1,trig); 2~ 2c0s(x3)” + In(4x)

55.4 NEKTERE MATICOVE A VEKTOROVE OPERACE V systému Maple existuje nékolik
piistupl pro praci s maticemi a vektory (Viz napovéda systému Maple). My si zde ukazeme nckteré
z téchto mozZnosti.
Maticové a vektorové operace mizeme provadét v prostiedi vyvolaném piikazem
>with(linalg): nebo >with(LinearAlgebra):
Pro ptehlednost operaci je vhodné nejdiive si definovat pfislusnou matici ¢i vektor, a teprve poté
s nimi dale pracovat. Nasleduje n¢kolik ukazek.

Sestaveni matice 4 (po sloupcich), sloupcového vektoru u a transponované matice A' k A

> A = <<1,0,-1>]<0,1,2>]<2,-2,0>>;
> u = <1,e?,Pi>; 4=

> AT := <<1,0,-1>]<0,1,2>]|<2,-2,0>>"%T;

1
10 2 |
01 -2| u=|"7% AT:=
e
-12 0

T

Definice fadkového vektoru v

>v:=<3/-2]0>; v::[(_2)1/3 0]
Vypocet determinantu (regularni) matice A

> det(A); y
Vypocet hodnosti matice A4

> rank(A); ;

Vypocet inverzni matice k (reguldrni) matici 4
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2 2 _1
> inverse(A); i ? f
3 3 3
111
6 3 6
Umocnovani matice 4
-3 8 -10
>evalm(A"3); 4 -7 10
5-10 -6
S¢itani, od¢itani, nasobeni matic (sestavenych nyni po fadcich)
631
>B:=array([[6,3,1],[2,8,1].[1.4.,31D): =231
143
8 4
>C:=array([[8,4,5],[4,3.6]1.[5.4.71]); c=|43
4
14 7 6
>evalm(B+C); 611 7
6 8 10
-2 -1 -4
>Dl1l:=evalm(B-C); DI =| -2 5 -5
-4 0 -4
65 37 55
> evalm(B&*C); 53 36 65
39 28 50

55.5 POZNAMKA Rozsifenou matici A, dané soustavy linearnich rovnic je mozné vygenerovat
z této soustavy a naopak lze prevést prisluSnou rozsifenou matici soustavy na soustavu linearnich

rovnic. Pro uplnost uvadime nize 1 ptisluSnou matici 4 uvazovaného systému linearnich rovnic
>with(Student[LinearAlgebra]):

>sys = [x[1] + 3*x[2] = e,

x[2] - 2*x[3] =0,

x[3] - x[4] = O,

x[4] = sqrt(2)]:
> neznama := [ x[1]1, x[2], x[31, x[4] 1: 1300 o 130 0
> Ar := GenerateMatrix( sys, neznama ); 0120 0 012 0
Ar = A=

001 -1 0 001 -1
Nasleduje podobny ptiklad 000 1 2 000 1
> C := <<a,c>|<b,d>|<1,1>>; Jab1
cdl

> GenerateEquations( C, [X,y]l ):; [ax+by=1l,cx+dy=1]
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55.6 UKAZKA RESENI SOUSTAVY CTYR LINEARNICH ROVNIC z piedeslého odstavcee,
jiz mtizeme zapsat i maticovou rovnici AX = B, kde matice A soustavy rovnic je horni polopasova,
X je hledana neznama matice (zde sloupcovy vektor o Ctyfech slozkach xi, xz, x3, x4), a kde B je
matice (Ctyfslozkovy sloupcovy vektor) pravych stran rovnic, je uvedena v nasledujicim textu

> solve(sys); oy =V2,x=V2,x,= -2J2,x, =62 +e}
Jiny postup ziskdme fesenim zminéné maticové rovnice, zniz X = A'B, tedy v Maple mame
> A t=array([[1,3,0,0],[0,1,2,0], 130 0 e
[010111_1]![010,0,1]]); 4 = 012 0 B = 0
> B :=Vector([[e,0,0,sqrt(2)D; (o0 -1 0
000 1 J2
> Xz=evalm(A™(-1)&*B); X=|e+6y2 242 V2 V7 |

55.7 RESENI NELINEARNICH ROVNIC Systém pomaha najit realné i komplexni koteny
(nulové body) nelinedrni rovnice ¢i soustavy takovych rovnic. Nasleduje nékolik ukazek.
Reseni nelinearni (transcendentni) rovnice,
kdy pti nezadaném intervalu pro hledané koteny je vycislen koten nejblizsi pocatku
> solve(x-tan(2*x)=0.1); —0.09749090356

Hledani kotent algebraické rovnice vzhledem k neznamé x
> solve(X"6-2*x"M-4*x"2-1,{x});
{(x=1}, {x=-1}, {x:—% 6+2JF}, {x:% 6+213 }
[x=—%1 —6+2m],[x=%1 —6+2m}

Hledani realnych kotent

> fsolve (x"6-2*x"M-4*x"2-1,{x}) ; {x = —1.817354021), {x = 1.817354021)
Hledani vSech jejich kotenti
> fsolve(XN6-2*x"M-4*x"2-1,{x},complex);
{x=—1.817354021, {x = - 1. T}, {x = —=0.5502505227}, {x =0.55025052271}, {x = 1.1}, {x = 1.817354021
Hledani kotfenii soustavy nelinearnich rovnic
> Fsolve ({XN6-2*XN-4*xN2-1=y , 2% XN3-4*XN2-4*x"2+1=y} ,{X,Y});
{y=—8.960735371x = 1.378280411
Numericka aproximace vyrazu
(Ptesnost vypoctu mizeme ovlivnit parametrem digits, udavajicim pocet Cislic, ktery Maple
pouzije k vypoctu)
> Digits:=6; Digits =6
> solve({y+3=x,x™M=y},{X,y});
{y=RootOf(_Z*+12_Z*+54 7> +107_Z+81, label=_L4),

x=RootOf( Z*+12 Z>+54 7> +107 Z+81,label= L4)+3}
Pro vy¢isleni vysledku pouzijeme piikaz evalf

>eval (%) ; {y = -2.06391+ 0.7805071, x = 0.93609 + 0.7805071}
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(Symbol ,, % “ umoznuje pfimo se odkazovat na hodnotu jiZ vyhodnocenych piikazl)

55.8 URCENI DEFINICNiHO OBORU, OBORU HODNOT, NULOVYCH BODU FUNKCE
provedeme nasledovné

X

X —x+8

>yi=xX/(X"2-1*x+8); y =
> kladna:=solve(y>0); zaporna:=solve(y<0); nulove_body:=solve(y=0);

kladna :=RealRange (Open (0), o)

zaporna = RealRange (- o, Open (0))

nulove_body :=0

56 UKAZKY Z DIFERENCIALNIHO POCTU FUNKCI JEDNE PROMENNE

56.1 VYPOCET LIMITY FUNKCE ' v limitnim bod& provedeme pomoci piikazu limit, do
n¢jz zapiSeme prisluSnou funkci a bod, pro n€jz ma byt vypocet proveden

> limit(tan(2*x)/(3*x), x=0); 2
3
> limit(1/sqrt(x), x=0,right); ©
56.2 VYPOCET DERIVACE FUNKCE JEDNE PROMENNE uskute¢nime nasledovné
1
_ " In(> 1
> dIFFOA(L/X) . X) ; (-

56.3 VYPOCET DERIVACE FUNKCE VYSSIiHO RADU pak vypada takto
>diff(sin(2*x),x$3); -8 cos(2x)

(Xx$3 znamena, ze se ma Maple provést vypocet derivace 3. fadu)

56.4 TAYLORUV POLYNOMICKY ROZVOJ FUNKCE provede piikaz taylor

- Lt s 1 s 1 7 8
> taylor( sin(x), x=0, 8 ); Y e oY T 5040 F +0(x")

(Parametr 8 zde udava rad, do néhoz chceme ptislusnou funkei aproximovat)

56.5 EXTREMY FUNKCE obdrzime, pouzijeme-li ptikazy minimize pro nalezeni minima
a maximize pro nalezeni maxima
>minimize(cos(x"2)+x"2+3,x=0..4); 4

>maximize(cos(x"2)+x"2+3,x=0. .4, location); 19+ cos(16), {[{x =4}, 19 + cos(16)]}

(Parametr location pouzijeme v ptipadé, chceme-li zobrazit kromé extrémni hodnoty funkce
1 bod, ve kterém extrém nastal)

57 UKAZKY Z INTEGRALNIHO POCTU FUNKCIi JEDNE PROMENNE

57.1 VYPOCET NEURCITEHO INTEGRALU, pfesngji primitivni funkce, umozni piikaz
Int, do n¢jz vlozime integrand a integra¢ni proménnou

> INt(XN2+x"3-sin(X) ,X) ; % X+ % x* + cos(x)
57.2 VYPOCET URCITEHO INTEGRALU uskuteénime stejné jako v predchozim piipads

ptikazem Int s tim rozdilem, ze jej doplnime o pfislu§né integracni meze
> INt(XN2+x"3-sin(x) ,x=0. .2*Pi); 4n4+%n
57.3 NUMERICKA APROXIMACE INTEGRALU Maple provadi numericky vypocet

integralu napf. na zakladé¢ Simpsonova ¢i Newton-Cotesova vzorce, o nichZ jsme se zminili
v odstavci 48.21 na stran¢ 86. Pislusny ptikaz pak muze vypadat nasledovné

3
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>with(Student[Calculusl]):

> Approximatelnt(x™4, x=0..2, method = 240001
simpson); 37500
> Approximatelnt(sin(2*x), x=0.0..5.0,
method = newtoncotes[6]); 0.919536
(Hodnotou 6 uvedenou v piedeslém An Approximaion of fhe Integral of
ptikladé¢, ovliviiujeme piesnost vypoctu) (Fu the Interval [Q, 2]

zaduj i & vypod : ; Approximate Value: 6400000000
Pozadujeme-li kromé vypoctu také graficky pproximate Value

vystup, pouzijeme parametr
output=plot

15

> Approximatelnt(x™4, x=0..2, 10
method = simpson,

output=plot); >

=5 Area: 6400026667

01 02 04 06 08 1 1.2 14 1.6 18
X

2

57.4 MAPLET je grafick¢é uzivatelské prostfedi poskytujici pohodlny interaktivni pfistup
k mapleovskym aplikacim pomoci tlacitek, textovych poli, oken apod. Pomoci mapletti 1ze vytvaret
komunikac¢ni rozhrani, které nacitd uzivateliiv vstup, zpracovava jej a prezentuje vysledky. Tento
cyklus Ize libovolné opakovat, pripadné provést vypocet, jenz vytvari dal§i navazujici vysledky.
Maplety Ize spoustét bud’ ptimo v Maple nebo nezavisle na ném pomoci programu Maplet Viewer.

Zakladnim krokem pro vytvareni maplett je inicializace baliku Maplets a jeho ptikazu Elements :

with(Maplets), with(Maplets[Elements]).

Vlastni objekt mapletu je tvofen popisem vlastnosti mapletu a viceurovilovym seznamem

jednotlivych vnofenych elementti, jak dokumentuje nase zavérecna ukéazka:

> restart;

> with(Maplets): with(Maplets[Elements]):

> mapletl := Maplet( Window("title™= "Vypocet limity funkce jedne
promenne', [["Zadejte funkci: ", TextField ["TF1"] (“font" =
Font(*'times'",14),20) ],["Pro x ->:

", TextField ["TF2"](14) ], E+2 ¥ypocet limity funkce jedne promié x|
TextBox ["TB1"](enabled=false,

"font” = Font('times", 18)), Zadeite funkeit |sortlx"2+4 %)%

[Button ('Vypocti'™, Evaluate S foiory
CTBL*="1imit(TF1, x=TF2)")),

Button ("'Vymaz', SetOption b

CTF1® =" ) 11 ) ):
> Display ( mapletl );

Wymaz |
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Zivot znamend snit
(Friedrich Schiller)
[ ]
Cim je clovék rozumnéjsi a lepsi, tim vice dobra v lidech pozoruje
(Blaise Pascal)

OMNIA VINCIT AMOR ET NOS CEDAMUS AMORI
(Vergilius, Zpévy pastyiské 10, 69)
Ldska vitézi nad vsim, i my tedy ustupme ldsce
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