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Prfedmluva

Tento ucebni text, kratce jej ozna¢me DIP, vznikl spojenim skripta [9] o diferencidlnim poctu (v textu
je oznaceno DP a obsahovalo kapitoly 1 az 5) a navazujiciho skripta [10] o integralnim poctu (v textu je
oznaceno IP a obsahovalo kapitoly 6 az 8). Jde o ucebni text pro studenty 2. semestru bakaléiského studia
Fakulty technologické a Fakulty aplikované informatiky Univerzity Tomase Bati ve Zliné. Zcela pokryva ucivo
uvedené ve svém nazvu a prednasené v predmétu Matematika II. O ¢tenafi se pfedpoklada znalost zakladniho
kurzu diferencialniho a integralniho poc¢tu funkce jedné realné proménné a pokud mozno i linearni algebry a
geometrie. Prubézna prace s textem by méla umoznit studenttim omezit na minimum zapis svych prednasek,
vice se zamérit na vyklad prednasejiciho a snad také prispét k jejich kvalitnéjsi pripravé do cviceni, k lepsi
orientaci pfi studiu pribuzné nebo navazujici literatury i k ptipravé ke zkousce.

Ucebni text DIP vznikl na zakladé mych prednasek na Fakulté technologické, konanych po fadu let jak
pro prezencni, tak pro kombinovanou formu studia. Je psan se snahou o co nejvétsi prehlednost textu, vizualni
bude mit na webovskych strankach autora animovanou barevnou podobu. Ctenaii vyrazné pomtze pro lepsi
orientaci v textu podrobny seznam oznaceni, obsazny rejstiik, jakoz i zduraznéni nékterych ¢éasti textu jeho
oramovanim. Klicové terminy jsou ¢asto odliseny italikou, popt. tucnou italikou, coz mé ¢tenaii v mnoha
pripadech signalizovat moznost nalézt tento termin také v rejstiiku. Mensi velikost pisma pak dovoluje mj.
zachovat kompaktnéjsi formu obsahlejsich vzorct. Zapis textu respektuje platnou normu [5] veli¢in a jednotek
CSN ISO 31-11.

DIP je ¢lenén na predéislované kapitoly, ¢lanky a odstavce (oddily) — coZ jsou jiz jednotlivé poznamky,
amluvy, definice, véty, priklady atd. Napt. 1.2.6 Modely vektorovych prostort je nazev 6. odstavce
2. ¢lanku 1. kapitoly. Véty ukoncuje % a dikazy vét &. Obrazky, schémata a tabulky jsou éislovany zvlast
v kazdé kapitole a zacinaji jejim ¢islem. Kazda kapitola mé v zéavéru ¢lanek nazvany Cvic¢eni, jenz obsahuje
priklady s jejich vysledky k samostatnému propocitani, popi. obsahuje i navod k feSeni. Zcela vyjimecéné
u nékterych jednodussich cviceni neuvadim vysledek.

Po obsahové strance je tento ucebni text syntézou ¢asti uciva z linearni algebry, geometrie, vektorového
poctu, zékladd teorie mnozin, z tvodu k funkciondlni analyze (pojem metrického prostoru v 2. kapitole),
z Casti matematické analyzy tykajici se diferencidlniho a integralniho poc¢tu funkei vice proménnych i ¢asti
ucdiva z fyziky. Zahrnuje pomérné rozmanité spektrum zejména fesenych prikladi z geometrickych, fyzikalnich
i dalsich aplikaci.

Vzhledem k omezenému rozsahu textu je jeho cilem uvést v logicky navazujicim celku zakladni myslenky
a metody zkoumani uciva, které ma ve svém nazvu. To je jeden z divodd, proc¢ jsou diikazy vét podany
opravdu jen tam, kde pii své stru¢nosti obsahuji podle autorova tsudku i dtilezité sdéleni. Zatazeni 1. kapitoly
o vektorové algebte a afinnich prostorech je netradi¢ni. Tato kapitola méla ptivodné jen rozvinout znalosti
z kurzu algebry a geometrie z prvniho semestru. Protoze vSak tento kurz neni zafazen jak v kombinované
formé studia, tak i v nékterych studijnich programech prezenéniho studia, méla by tato kapitola studenttim
pomoci jeho absenci zmirnit. Prvni kapitolu lze studovat samostatné. Kromé novych informaci pfipomene i
znamé vlastnosti vektora v ucelené formé, zvlasté ve formé axidémi, a je mozné se k ni vracet napr. pii studiu
informativni 2. kapitoly, uvadéjici priklady nékterych metrickych prostori, pii vypoctu operatoru teorie pole
v 5. kapitole i pfi studiu integralniho poc¢tu v kapitole o kiivkovém integralu nebo o plosném integralu. Prvni
kapitola tak jisté pomtze pti studiu obort, které se opiraji o zadklady mechaniky kontinua nebo vektorové
analyzy, napf. v inzenyrské reologii,”) studujici v technologickych procesech reologicky komplexni materialy
jako jsou polymerni taveniny, koloidni suspenze a emulze (napf. v potravinafstvi) nebo pii studiu jevii
v elektrostatickém ¢i elektromagnetickém poli. Komentovat dal napln kapitol je zbytecné, staci nahlédnout
do obsahu ucebniho textu DIP.

Misty podrobnéjsi vyklad mé pfic¢inu ve snaze autora (snad ne marné) udrzet dopliiujicimi poznamkami
pozornost jak méné pohotového ¢tenare, tak na druhé strané i absolventa stfedni Skoly velmi dobte vy-
baveného, pro néhoz jsou urceny rozsifujici poznamky, obsahujici vice abstrakce. Uznavam, ze zavdécit se
tegralniho poctu ¢ast uciva o vektorovém operatoru divergence a rotace vektorového pole spolu s otazkami
zkoumaéani konzervativnosti vektorovych poli. To umozni brzy resit ¢etné praktické tlohy. Jisté neni zadouci
dlouho se zabyvat formalnim vypoctem parcialnich derivaci, ale co nejdfive umét urcit napt. smér a velikost
nejrychlejsiho rustu teploty apod. Celkovy pocet stran DIP pritom zistava témeér tyz, jako ma skriptum
[28] pro pfedmét Matematika I v 1. semestru studia.

V integralnim poctu se v navaznosti na jednorozmérny Riemanniiv integral z prvniho semestru ¢tenar v za-
vérecnych trech kapitolach nejprve seznami s Riemannovym integralem dvojrozmérnym a trojrozmérnym,

DSlovo reologie vzniklo z feckého slovesa pewr = téci. Oznaceni reologie s vymezenim pusobnosti na studium deformace a
toku materidlid bylo zavedeno v r. 1920 Ameri¢anem Eugene C. Binghamem, profesorem v oboru koloidni chemie, a obecné
prijato pfi zalozeni americké Spolec¢nosti pro reologii v r. 1925. Prudky rozvoj reologie ve 2. poloviné 20. stoleti souvisi zejména
s hromadnym pouzitim pevnych i kapalnych polymernich systému.
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poté s kiivkovym a nakonec s plosnym integralem vcéetné integralnich vét — véty Gaussovy—Ostrogradského
a vety Stokesovy, jez jsou soucasti tzv. vektorové analyzy a jednoduse jsou formulovany pomoci vektorovych
operatort, které jsme zavedli v DP. U¢ivo o integralnim pocétu je pomérné obtizné, nebot vyzaduje Siroké
znalosti, dovednosti i geometrickou pfedstavivost, zato vsak poskytuje znacny potencial moznosti pouzit
znalosti z néj ziskanych v mnoha aplikovanych oborech. Obsah DIP také naplnuje pozadavky ze zakladnich
osnov (,Core curriculum®) z matematiky pro evropského inzenyra, jez vypracovala Evropskd spole¢nost
pro vychovu inZenyri SEFI (Société européenne pour la formation des ingénieurs), zabyvajici se vychovou
a vzdélavanim inzenyra v evropskych zemich. Vznikla v roce 1973. I v tomto ucebnim textu je k jeho osvé-
zeni misty vyuzivan geometricky, popt. fyzikalné motivujici neformalni pristup k vyuce podpofeny cetnymi
obrazky a fyzikdlnimi interpretacemi, jenz se mi osvédcil i na prednaskach. Zietelna je zde snaha nezdrzovat
se napf. formalnim vypoctem trojnych integrali, nybrz prejit véas, dejme tomu, k vypoctu kinetické energie
rotujiciho télesa, kdy vysledek, pokud mozno, vychazi v prislusné fyzikalni méfici jednotce.

Je zde mou milou povinnosti podékovat vazenym recenzentim prof. RNDr. Miroslavu Laitochovi, CSc. a
doc. RNDr. Josefu Hoskovi, CSc. z Univerzity Palackého v Olomouci za odbornou recenzi DP i IP a vcasné
upozornéni na nedostatky. Za peclivé precteni rukopisu, odhaleni chyb a podnétné pfipominky k nému rovnéz
dékuji prof. RNDr. Igoru Bockovi, CSc. ze Slovenské technické univerzity v Bratislave.

Mimotadné podékovani a obdiv za trpélivé a tvirci psani matematického textu v B TEX — systému pro jeho
pocitacovou sazbu i za vkladani ¢etnych obrazki a ¢astecné i jejich popis patri Be. Ivanu Pomykaczovi, mému
byvalému studentovi. Zv1ast srdeéné dékuji za nesmirnou obétavost taktéz mé byvalé studentce Ing. Hané
Charvatové, kterd v systému Maple peclivé vypracovala velkou vétSinu obrazkd a vyrazné pomohla pri
obsahové i jazykové korekci textu. Dékuji byvalému kolegovi tistavu matematiky — geometru Mgr. Lukéasi
Rachiinkovi, Ph.D., ktery celkem Sest obrazkd precizné realizoval ve vektorové podobé systémem META-
FONT. Pomohl v pocatcich rovnéz radami pfi pocitacové sazbé, podobné jako vazeny doc. Ing. Jifi Rybicka,
Dr., autor publikace [36], jemuz cely realiza¢ni tym predklddaného ucebniho textu na tomto misté dékuje.
Na mensi ¢asti pouze skripta DP se téZ podilel Bc. Roman Slavik.

Pokud pozorny ¢tenai v ucebnim textu DIP objevi dalsi nedostatky, jejichz odstranéni pfispéje ke sro-
zumitelnosti a matematické korektnosti textu, jdou uz zcela na mij vrub a predem mu dékuji, jestlize mne
na né upozorni, napt. na e-mailovou adresu fialka@fai.utb.cz.

Vydani obou skript DP a IP pro predmét Matematika II finanéné podpotily MORAVSKE TEPLARNY,
a.s. a PSG, a.s., za coZ jim jménem realizacniho tymu skript autor dékuje.

Leden 2008
Miloslav Fialka

- ..., Je nejlépe, prednasi-li v matematickych kurzech pro inZenyry matematici®. . .
- ... ,Matematika md provdzet studenta od zacdtku do konce studia“. ..

- ..., Technologicka stranka inZenyrskeho vzdélavdni rychle stdrne a prochdzi Tadou technologickych zvrati.
... Matematika predstavuje jazyk pro vytvoreni modelu inZengyrského problému pro pocitacovou ana-
lgzu“. ..

SEFI, Zakladni kurikulum z matematiky pro evropského inZenyra

. ,Je treba, abychom ndrod seznamovali s déjinami predeslych dob, s velikymi ciny svych
predki. At slysi s viZasem, Ze nasi predkové s velkymi tspéchy péstovali védy, Ze u nich vseobecnd
moudrost byla domovem, Ze u nich vzeslo svétlo osvéty drive neZ jinde a odtud se rozlévalo po

celé Evropé. Nedostatek svétla, nevedomost a blud jsou hlavnimi pricinams lidského zla.“. ..
. wInZengrské obory jsou obory, které lze matematizovat.“. ..

Bernard Bolzano (x 5.10.1781, { 18.12.1848), esky matematik a filozof

»Je pravdépodobné, Ze jevy, které nazyvdme zdzraky, nebyly zpusobeny poprenim nebo vypus-
tenim béznych prirodnich zdkoni, ale vzbuzenim té cdasti prirodniho zdkona, kterd je v béznych
podminkdch vypnuta.“

George Gabriel Stokes (x 13.8.1819, { 1.2.1903), irsky matematik a fyzik
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Seznam oznaceni

Seznam oznadeni

neobsahuje oznaceni vSeobecné znama, je vétsSinou fazen v potfadi prvniho vyskytu oznaceni v kapitole.

Oznaceni Vyznam, popt. nazev Odstavec

1 Poznamky k afinnim prostorum a vektorové algebie

——— =

F,u,AB vektor F', i, resp. orientovana tusecka AB s pocatecnim 1.2.1
bodem A a koncovym bodem B

E bodovy prostor 1.2.1

o(A,B), o(u,v) euklidovskéd metrika (vzdalenost) bodi A, B, resp. vek- | 1.2.1, 2.2.1
tora , U

A i), d(A) vektor @ v bodé A 1.2.1

v, uflv @ je souhlasné, nesouhlasné rovnobézny (téz koline- 1.2.2
arni) s ¥

N, Z,Q, mnozina vSech ¢isel pfirozenych {0, 1, ...}, celych, ra- 1.2.5;
cionélnich,

R,C;N* R* realnych, komplexnich; kladnjch celych, kladngych re- 2.1.2,3.2.1
alnych

ol AU skalarni o ndsobek vektoru u, ndsobeni vektoru u ska- 1.2.5,2.2.4
larem a;, A

V,L vektorovy prostor, linearni prostor (lineal) 1.2.5

TxV kartézsky souc¢in mnozin 1.2.5,2.1.2

0, —a nulovy, resp. opac¢ny vektor 1.2.5

= mnebo = definitorické rovnosti, kterymi definujeme symbol ¢i 1.2.6, 2.2.1
vyraz na strané dvojtecky. Napf. A := B nebo C =: D
¢teme: A se z definice rovnd B nebo D se z definice
rovnd C

(aty...,an),la1,...,an) uspofadand n-tice redlnych ¢isel predstavujici vektor, | 1.2.6, 2.2.1
resp. bod

R™; piicemz R' =R realny n-rozmérny aritmeticky vektorovy (téz linedrni) 1.2.6, 2.2.1
prostor nebo jen mmnozina vSech usporadanych n-tic
realnych ésel; R (je) totozné, téz identické s R

- U, (d,0), (u,v) skalarni soucin vektoru i, ¢’ ¢i prvka u, v prostoru uni- | 1.2.6, 2.2.2
tarniho nebo Hilbertova

0 prazdnd mnozina 1.2.8

frx—yx L> Y; y je obrazem prvku (vzoru) x v zobrazeni f; 1.2.8, 2.1.2

f: My — My, M,y i> Mo zobrazeni f mnoziny M; do mnoziny Mo

AE,V,+) (redlny) afinni neboli (redlny) bodové vektorovy pro- 1.2.8
stor (vétsinou t¥irozmérny) s nosiéem E a zaméfenim
A%

VE)=V vektorovy prostor ziskany z bodového prostoru E (vek- 1.2.8
torové zaméieni bodové vektorového neboli afinniho
prostoru)

{0;€é1,é3,¢é3} linearni soustava souradnic, soustava primocarych sou- 1.2.14
fadnic

- = ~ s 1.

7, 7y 2, OX radiusvektor bodu X = [z, y, 2] 1.2.14

(@,b) tihel vektori @, b 1.3.3

[a, b], resp. (a,b) uzavieny, resp. otevieny interval v R od a do b 1.3.3,2.3.13
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{0, i7, E}, Oxyz kartézska soustava soufadnic 1.4.1
(||| délka, velikost, téz norma vektoru 1.4.4,2.3.5
a° jednotkovy vektor ve sméru a 1.4.5
pg(ﬁ), bq pravouhly primét vektoru b do vektoru @ 1.5.1
ij Kroneckerovo delta 1.8
I jednotkova matice 1.8
AL AT matice inverzni, transponované 1.9.3
£..3 oddélovace vysledkt piikladii ve cvicenich 1.12, 24
2 Poznamky k metrickym prostorim
d(z,y) metrika (vzdalenost) prvki (bodw) z,y 2.1.2
My CM,MyCM M je podmnozinou (je ¢asti) M, je vlastni podmno- 2.14
zinou (vlastni éasti) M (tj. My # M)
d|n, @ zzeni (restrikce) zobrazeni d, resp. ® na mnozinu M | 2.1.5,4.2.12
E.:= (R", o) (redlny) n-rozmérny (aritmeticky) euklidovsky prostor | 1.3.1, 2.2.1
E,
X=[z1,...,2n] bod z E,, 2.2.1
U= (ur,...,up) vektor (aritmeticky) 2.2.3
V(E,) =V, (vektorové) zaméfeni prostoru E,, 2.2.3
E, redlnd osa (osa realnych ¢isel) 2.3.2
|- norma vektoru, téz prvku (normovaného prostoru) 2.3.5,2.3.15
Ep, Rigun Roke, Ry, Py la, B priklady nékterych metrickych prostortu 2.3.1 -2.3.15
B(M), Cla,b], Cs[a,b], La(a, b)
3 Bodové mnoziny predevsim v euklidovskych prostorech
Os5(A), O(A) d-okoli bodu A (vétsinou sférické) 3.2.1
O3(A),0*(A) redukované (vétsinou sférické) d-okoli bodu A 3.2.1
Os(A) \ {A} rozdil dvou mnozin 3.2.1, 3.3.7
B (A, 1), By (A1) oteviend, resp. uzaviend n-rozmérnd koule 3.2.2
20 (A1) n-rozmérnd kulové plocha 3.2.2
{Xe 12y, {Xi} posloupnost (bodu) v E,, 3.2.7
kl:nolo Xg =A, X — A limita posloupnosti {X;} je rovna A 3.2.18
Qn,Qn otevfeny, resp. uzavieny n-rozmérny kvadr (téz inter- 3.2.36
val)
Cn(A,25),C(A,26) oteviend, resp. uzaviend n-rozmérnd krychle s délkou 3.2.36
hrany 26
CO5(A),7 O5(A) kubické (téz krychlové) d-okoli bodu A 3.2.36
<A_B> pfimka prochazejici body A,B 3.2.39
AB (uzaviend) usecka s krajnimi body A,B 3.2.39
M®° vnitfek mnoziny M 3.3.8
Me vnéjsek mnoziny M 3.3.8
OM, hr M hranice mnoziny M 3.3.8
Mg, , M uzavér mnoziny M (podrobnéji: v E, ), resp. mnozina 3.3.8
uzaviena, resp. kompaktni




Seznam oznaceni

diam M pramér mnoziny v metrickém prostoru 3.3.9
dist(A, M) vzdalenost bodu A od mnoziny M v metrickém pro- 3.3.9
storu
dist(My, Ms) vzdalenost mnozin My, Ms v metrickém prostoru 3.3.9
M =U, M, systém (t¥ida) mnozin 3.4.8
L=AA... A, polygon (lomend ¢ara) spojujici body A; az A,, 3.4.13
®(t), (1) bodové zobrazeni (funkce), resp. vektorovd funkce 3.4.16
nebo zaroven jejich hodnoty v bodé ¢
4 Uvod k diferencialnimu poétu funkci vice proménnych
A=(a1,...,a,) €E, bod v matematické analyze, kde lze casto E, = 4.1.2
V(E,) =R"
flz, ... xn), f(X) redlnd funkce n redlnych argumentt 4.1.3
Dy, D(f),dom f defini¢ni obor funkce f 4.1.3
Hy, H(f), f(Dy) obor hodnot funkce f 4.1.3
graf f, G(f) (kartézsky) graf funkce f 4.1.3
V. C Eq, resp. H. C Eg vrstevnice, resp. konstantni c-hladina funkce f o kété 4.1.5
c
=, = (je) po zaokrouhleni rovno, pfiblizné rovno 4.1.9,5.2.3
M* MY mnozina elementarni vzhledem k ose z, k ose y 4.1.10
(n.m) @ zobrazeni typu (n,m) (jisté mnoziny M) z E,, do E,, 4.2.2
®(M), @~ L1(N) obraz, resp. vzor mnoziny M, resp. N pii zobrazeni ® 4.2.3
ot zobrazeni (funkce) inverzni k ® 4.2.3,4.4.14
B(X), (), f(X) bodové funkce (Gi zobrazeni) ® bodu X, vektorova | 4.2.5,4.2.6
funkce ® vektoru &, vektorové pole f v bodé X
(), Po T sloZené zobrazeni (nejprve zobrazuje ¥ a pak @) 4.2.10
L operator 4.3.2
C*la,b],C*(J),C* tfida funkei se spojitymi derivacemi do fadu k véetné 4.3.4
na prislusné mnoziné
Oum(A), O3 (A) Oum(A) = Os(A) N M, O3, (A) = Oup(A)\ {A} okoli, 4.4.5
redukované okoli bodu A vzhledem k mnoziné M
lim ®(X) =B limita zobrazeni (funkce) v bodé A vzhledem k mno- 4.4.6
Xt #iné M je rovna B
sgnx funkce signum (znaménko redlného ¢isla x) 4.64
fecM), fec® (spojitd) funkce t¥idy C' (téz C°) na (oteviené) mno- 4.6.5
ziné M
S jednoduché plocha 4.6.6
El =R"E; =E, U{oo} rozsitend realna osa, resp. rozsifeny n-rozmérny eukli- 4.7.3
dovsky prostor obsahujici nevlastni bod nekone¢no oo
QO(B) kvadrové okoli (,nekoneéného“) bodu B, ktery je 4.7.5
konkrétni variantou nevlastniho bodu co z E;,
f(z,y) = F(x) f(z,y) stejnomérné konverguje na mnoziné M, (vSech 4.7.8
Y=o x) v bodé yo vzhledem k proménné y k limitni funkci
F(x)
ent x funkce charakteristika (starsi ndzev: celd cdst) pro- 4.9

meénné x
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Seznam oznaceni

5 Diferencialni pocet funkci vice proménnych

SR 11 (A), 2, A Oa f(A) | parcialni derivace (1. fadu) funkce z = f(z1, ..., 2,) = 5.1.3
f(X) podle proménné zj v bodé A € E,,

Af(A), Az(A), Aza prirustek, téz diference funkce f, resp. zavisle pro- 5.2.2
ménné z, v bodé A

df(A),df (A, k) (totalni) diferenciél 1. fadu funkce v bodé A (s pFirtst- 5.2.2
kovym vektorem h)

fecy (M), Ck(M) funkce t¥idy C!, resp. C* na (oteviené) mnoziné M, tj. | 5.2.11, 5.3.9
funkce spojité na M se svymi parcidlnimi derivacemi
1. fadu, resp. do fadu k vcetné

T, t_;!; 7 smérové vektory tecen v daném bodé grafu funkce z = 5.2.15
f(z,y); smérovy vektor ptrislusné normaly grafu

%, o 3. derivace funkce f podle x5, pak podle x; a podle 1 5.3.7

TE(A), ‘g—’;(A) derivace funkce f(X) podle vektoru ¥ (ne nutné jed- 5.4.4
notkového), resp. smérova derivace f(X) ve sméru §
daného jednotkovym vektorem §

\Y Hamiltontv operédtor (hamiltonian, nabla operétor) 5.4.7

Vf(A),grad f(A),Vf|a gradient skaldarniho pole f(X) (skalarni funkce f) 5.4.7
v bodé A

7(T), fit normélovy vektor v bodé T hladké (nad)plochy, resp. 5.4.19
kiivky urcené v jeho okoli c-hladinou skalarniho pole
U(X) € CYG)

\Y% f, div f operator divergence vektorového pole (funkce) f 5.4.28

int JZ; ext J¢ int .7, ext . vnitfek, vnéjsek uzaviené kiivky v Eq, ¢ uzaviené 5.4.25
plochy . v E3

Af Laplaceiv operator (laplacian) skaldrniho pole 5.4.33
(funkce) f

V x f, rot f, curlf operator rotace vektorového pole (funkce) f 5.4.38

d*f(A, h) (totalni) diferencidl k-tého Fadu funkce f v bodé A 5.6.5
(s pfirtstkovym vektorem h)

8% operator smérové derivace (dané jednotkovym vekto- 5.6.10
rem )

g;{ k-t4 smérova derivace funkee f(X) ve sméru § (jednot- 5.6.10
kového vektoru)

GMAX, VLMAX bod globalniho maxima, vadzaného lokalniho maxima 5.7.1,5.8.4
f(X) atd.

H(P),H,(P) Hessova matice H funkce f(X) v bodé P, jeji determi- 5.7.12
nant hessian

diag(A1, ..., An) diagonalni matice z prvkia (éisel) \; 5.7.17

det(A — A1) charakteristicky polynom matice A 5.7.17

J, DD((gi’mfg”)) determinant Jacobiovy matice J (jacobidn) 5.8.3

g(@) =0 soustava nelinedrnich rovnic s nezndmou & € V,, 5.8.3

L(X) Lagrangeova funkce 5.8.7

T tecny prostor vSech tec¢nych vektori k vazbé M v da- 5.8.10
ném bodé

51> 8 Sy je mnohem vétsi nez S 5.9 10

a d’Alemberttv operator (dalembertin) 5.9/40a |




Seznam oznaceni

6 Riemannuv dvojny integral a trojny integral na méritelné mnoziné

| D] norma déleni D 6.1.5

wn (L), p(1) n-rozmérny objem n-rozmérného intervalu 7 6.1.10, 6.1.15

JL, ”M dvojny integral na obdélniku I, mnoziné M 6.1.10, 6.1.15

w(M) mira mnoziny M (Jordan-Peanova) 6.1.17

S vicerozmérny integral na mnoziné M 6.2.1

(f stfedni hodnota funkce na mnoziné 6.2.6

HfM trojny integral na mnoziné M 6.7.1

7 Krivkovy integral

D(t), 7(t); £(7§)7 (1) parametrizace, radiusvektor kiivky; jejich derivace 7.1.1,7.1.2

H krivka ¢i orientovana kiivka — tu nékdy oznacime H 7.1.2,7.1.5

ox okraj ktivky 2 7.1.4

7° pole jednotkovych te¢nych vektort na kfivce 7.1.5

ds element oblouku, diferencial oblouku (kiivky) 7.1.8

s(A), [ délka kiivky #; symbol kiivkového integralu na ¢ 7.1.8,7.4.3

A/JB, ATIVS oblouk kiivky s krajnimi body A, B (resp. orientovany | 7.1.8, 7.4.3
oblouk s pocétecnim bodem A a koncovym bodem B)

p.b. K, kb pocatecni, koncovy bod kiivky J#° 7.1.10

- kfivka orientovana opacné, nesouhlasné s kiivkou 2 7.1.10

H =0+ ...+ K cesta orientovana k hladkymi (orientovanymi) ¢stmi 7.1.10

S fds, f%,f ds; ¢, kiivkovy integral funkce skalarni f, resp. vektorové f | 7.2.2,7.4.2
na kiivce J#; na uzaviené kiivce %

S(¥) obsah tseku plochy . 7.2.5

ds orientovany element (délky) oblouku 7.4

C cirkulace (popf. prace) vektorového pole (sily) f 7.4.6
po uzaviené kiivce

T tok dvojrozmérného pole (P, Q) uzavienou kiivkou 7.4.6

int 7, ext 2 vnitfek, vnéjsek uzaviené kiivky v Eq 7.5.3

/, f f -d§ kiivkovy integral (konzervativniho) pole f po kiivce 7.6.2

s pocatecnim bodem A a koncovym bodem B

8 Plosny integral

L@ (u,v), 7(u, v) usek .# plochy jako obraz pii zobrazeni bodovém @, 8.1.2
vektorovém 7
S(<) obsah (ploSnd mira) tseku hladké plochy . grafu 8.14

funkce spojité diferencovatelné na jednodusSe souvis-
lém obrazci

— —

7, || 7| normalovy vektor plochy, jeho norma (délka) 8.1.4

dH,dS element hmotnosti skofepiny .7, resp. element (ob- 8.1.8
sahu) plochy . grafu funkce ¢i plosny element plochy
. grafu funkce

E.(Y) kineticka energie rotujici skotepiny .# kolem osy z 8.1.8

S = @(M),é;,q;;,ﬁ,ﬂ,ﬁ list . v E3 definovany na oboru parametru M z E, | 8.2.1, 8.2.2
parametrizaci ®(u,v), resp 7(u, v) t¥idy C! s vyjimkou
kone¢né mnoha bodii na M, jeho tecné vektory @/ , @/

resp. 7., 7, a jeho normalovy vektor 7
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Seznam oznaceni

Jp Jacobiova matice parametrizace ®, téz derivace ® 8.2.2
0., S° okraj listu .¥, vnitiek listu .7 8.2.2
n° jednotkovy normaéalovy vektor neboli jednotkovy vek- | 8.2.3, 8.2.14
tor normaly listu, resp. plochy (vicelisté = jednoduché
po ¢astech hladké), jehoz pole je orientace listu, resp.
plochy
—F, (S, —ii°), = opa¢né orientovany list (plocha) k listu (plose) .7 8.2.7, 8.2.14
7 orientace listu indukovand (tj. souhlasnd s) jeho para- 8.2.7
metrizaci
85”, 0.7 orientovany okraj listu, resp. plochy (vicelisté) 8.2.8,8.2.14
S() obsah (plo$na mira) listu, resp. plochy . 8.2.9
d(#;), diam .7 prumér plochy (listu) .7 8.2.10, 8.5.2
ds element obsahu parametrizované plochy, (skalarni) ele- | 8.2.11, 8.3.2
ment neorientované plochy
E F.G Gaussovy koeficienty plochy 8.2.11
S(P),S(A) obsah podlistu & listu, resp. (plo$né) méritelné mno- | 8.2.12, 8.2.14
ziny .# plochy (vicelisté)
S =S+ S soucet (popf. orientovany) pfilehlych neboli piilepe- 8.2.13
nych listh .7, S (popf. orientovanych) ve dvojlistou
plochu (popf. orientovanou) .
=S4 .+ Iy [vicelista jednoduchd po ¢astech hladkd] plocha (popf. 8.2.14
orientovand) slozend z m listl (popf. orientovanych),
tj. soucet (popf. orientovany soucet) m listi
int.7, ext.” vnitfek, vnéjsek uzaviené plochy . v E; 8.2.27
T,0T,—0T téleso T, resp. jeho kladné ¢i zaporné orientovand hra- 8.2.29
nice
I, fF(X)ds, ﬂyf(X) -dS; §f., | plosny integral funkce f skaldrni, resp. f vektorové | 8.3.2,8.5.3
na plose .¥; na uzaviené plose
T, To(f) tok vektorového pole f orientovanou plochou . 8.5.2,85.3
ds (vektorovy) element orientované plochy 8.5.3
dz A dy vnéjsi soucin diferencialu dz, dy 8.5.5
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Cast 1
Pojem afinniho a metrického prostoru.
Bodové mnoziny

1 Poznamky k afinnim prostoriim a vektorové algebre

1.1 Uvod

Vyznam pouziti vektort v mnoha oblastech teoretické i praktické ¢innosti lidstva je dnes naprosto ziejmy.
Objev vektoru je vsak datovan teprve na pocatek 17. stoleti. Tehdy si kolem roku 1600 vlamsky inzenyr
Simon Stevin (1548 - 1620) znazortioval sily pomoci orientovanych tsecek a objevil pfitom pravidlo o skladani
(s¢itani) dvou sil pomoci rovnobézniku. Kupodivu se jeho idea vektort dockala systematického rozvijeni az
v 19. stoleti, kdy pouziti vektorti podstatné prispélo k rozvoji geometrie a fyziky. Vektorova algebra je
vyuzivana v analytické geometrii teprve od tficatych let dvacatého stoleti.

Prvni vyhodou pfi zvladnuti pravidel pro pocitani s vektory je zjednoduseni zapisu vztahti, bez néhoz by
nemalo vét i vzorci mnoho ztratilo na své jednoduchosti a eleganci.

Druhou a zavaznéjsi vyhodou je moznost matematicky formulovat rtizné zakony ve tvaru nezavisejicim na
zvolené soustavé soufadnic.

Prvni kapitola volné navazuje na vektorové prostory probrané v algebie a geometrii podle skripta [42].
Pf"i geometrické deﬁnici vektoru vyjdeme z pfedstavy, ze fyzikélni veli¢inu vektorového charakteru lze Zobrazit
s uzitecnou Elnstelnovou souctovou konvenci pro sc¢itani viceindexovych veli¢in mechaniky kontinua.

Poznatky z prvni kapitoly jsou vychozi zdkladnou nejen pro snadnéjsi zvladnuti druhé kapitoly, kde se
vice zaméfime na metrické vlastnosti abstraktnich prostort, a to i nekone¢nédimenzionalnich, ale ztroc¢ime
je také v kapitolach o vektorovych funkcich, teorii pole, kiivkach a plochéach.

Uvahy v této kapitole vedou k zévéru, Ze trojrozmérny orientovany euklidovsky (bodové vekto-
rovy) prostor, jako specidlni pfipad afinnich neboli bodové vektorovych prostoru, je vhodnym
matematickym modelem fyzikalniho prostoru, ve kterém Zijeme, tj. prostoru, v némz se jesté ne-
projevuji jevy studované obecnou teorii relativity. Intuitivné jej chapeme jako trojrozmérny prostor bodi,
jejichz vzdalenosti umime méfit, a v némz také dovedeme urcit rizné sméry. Matematicky lze zminéné smeéry
urcit proto, ze euklidovsky prostor, oproti afinnimu prostoru, mé uz ve svém (vektorovém) zaméteni zave-
den skalarni soucin vektord. Déle v ném lze snadno definovat euklidovskou vzdalenost neboli euklidovskou
metriku a pomoci ni matematicky urcit vzdalenosti bod (popt. vektort). Diky metrice ziské euklidovsky
prostor bohatost struktury metrickych prostori.

Metricky prostor je jednim z nejduleZit&jsich pojmt moderni matematiky.")

1.2 Afinni prostor neboli bodové vektorovy prostor

o}
A+d
<z > i
Erlz
AEyr = u 7
A
Obr. 1.1 Obr. 1.2 Obr. 1.3

1.2.1 Poznamka — Fyzikalni a geometrickd motivace Pfedstavme si vodorovnou ty¢ ¢ s krajnimi
body A,B, jejimz stifedem O prochézi k ni svisld pevna osa o, kolem které se ty¢ mize volné otacet. Jde tedy
o otacejici se k¥iz, viz obr. 1.1. Je zfejmé, ze stejné velka nenulova sila F pusobici kolmo na rovinu kfize ma
opacné otacivé ucinky, pusobi-li v krajnim bodé A nebo v krajnim bodé B. Pusobi-li F na ty¢ v bodé O,
pak se ty¢ vibec neotaci. Podstatné je tedy umisténi sily jakozto vektoru. Poprvé se s vektorem setkaji zaci
zékladnich skol ve fyzice a byva jim praveé sila. Také v analytické geometrii, nap¥. pfi feSeni uloh polohy, je

D Pro inzenyra je dilezity z praktického hlediska pfinejmensim proto, ze jeho vlastnosti mj. vyuziva rostouci poéet pfibliznych
metod aplikované matematiky, vhodnych pfi feSeni naro¢nych inzenyrskych tloh praxe s vyuzitim matematického softwaru na
pocitadi.
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uzite¢né mluvit o pevné daném pocate¢nim ¢i koncovém bodé vektoru, tj. uvazovat geometricko-algebraickou
strukturu, jejimiz zakladnimi objekty jsou jednak body, jednak vektory.
Bud E mnozina nazvand bodovy prostor, jejii_g)rvky nazveme body a znac¢ime zde velkymi pismeny A,B,C

atd. Rikdme, 7e nenulovd® orientovana tsecka AB, viz obr. 1.2, je umisténim, téz reprezentantem vektoru
i, kde nenulovym geometrickym vektorem  rozumime, viz obr. 1.3, mnozinu vSech orientovanych tsecek
(na pfimce, v roving, v prostoru) téhoz sméru (Viz 1.2.2) a téze délky. Abychom se piiblizili ¢tenafovu
zapisu (v pozndmkéch ¢ na tabuli), budeme vektory znadit d, g, i, U, atd. Délka nebo také norma vektoru
@ (velikost, modul) bude chdpéna jako délka jeho libovolného umisténi, tj. jako délka tise¢ky AB a toto ¢islo
budeme oznacovat ||i||. Ctenar si jisté uvédomil, Ze na$ postup znamena umét méfit vzdalenost bodit A, B €
E, tj. ze v E je zavedena nezapornd skalarni funkce, zvana metrika, zde by to byla tzv. euklidovskd (sféricka)
metrika o(A, B) > 0. Metrickymi vlastnostmi nékterych prostort se budeme zabyvat az v kapitolach 2,3.
Geometricky vektor @ chdpany jako mnozina (téz tiida) vSech orientovanych tsecek téhoz sméru a téze
délky budeme také nazyvat volng vektor, viz obr. 1.3, a umisténi vektoru @ s po¢atenim bodem® A a

koncovym bodem B, viz obr. 1.2, se nazjva vdzang vektor® . Ten miZeme oznaovat

(A, @) nebo @(A),

takze pak mluvime o vektoru v bodé A. Tim zduraznime, ze vektor @ vychazi z bodu A. Druhé oznaceni
se vyuziva v teorii pole. V analytické geometrii, a zvlasté ve fyzice se lze jesté setkat s klouzavymi vektory.
Klouzavy vektor, téz vektor pohyblivy po primce, je vektor, jehoZz pocéateéni bod lze na pevné primce
libovolné posouvat. Ve fyzice se ukazuje, Ze takovym vektorem je osaméld sila pusobici na tuhé téleso, jejiz
ucinek se nezméni, posouvame-li jeji pocatecni bod po piimce urcené timto poc¢atecnim bodem a smérem
sily. (Kterym ze tif typi vektort je sila F z 1.2.17)

1.2.2 Upozornéni
(1) Kazdé umisténi vektoru i jej urcuje jednoznacneé.

(2) Smeér je mnozina (téZ trida) vsech souhlasné rovnobézinich polopiimek (Viz publikaci [29], str.7).
Smér tedy v sobé, v souladu s béznou mluvou, jiz zahrnuje pojem orientace® . Napiiklad chceme-
li ukdzat, kterym smérem odjel vlak, naznacime tento smér nejen primkou, ale také jeji orientact.
Pro piipomenuti tohoto faktu presto nékdy pouZijeme termin (orientovany) smér, a to zejména pri
fyzikdlnich dvahdch spojengch s krivkami a plochami.

(3) Aspon dva vektory, které leZi (tj. jejichZ umisténi leZ) na rovnobéinych piimkdch (tj. i na jedné
primce), se nazyvaji kolinedrni vektory. Ddle tikime, Ze (dva nebo vice kolinedrnich vektord)
jsou souhlasné kolinearni nebo také souhlasné rovnobézZné vektory, maji-li stejnou orientaci
- na obr. 1.2 jsou to vektory u, v, coz zapiSeme u 1 U. V opacném pripadé, tj. maji-li dva koline-
arni vektory vzdajemné opacné orientace, jde o nesouhlasné rovnobéiné nebo také nesouhlasné
kolinearni vektory — ve stejném obrézku to nastava pro vektory u, W, coz zapiSeme u | 0.

(4) Aspon tri vektory, které lezi v rovnobéznych rovinach (tj. i v téZe roviné), se nazgvaji komplandarni.

(5) Rovnost vektori d, b zapisujeme a = I_;, a nastavd tehdy, kdyz tyto vektory
a) maji stejnou délku (velikost, normu, modul), tj. ||d|| = ||b||.

/6)

b) jsou souhlasné rovnobézné® (souhlasné kolinedrni) mneboli stejného sméru, tj. a 17 b.

(6) UMLUVA. Operace s vdzanymi i klouzavymi vektory spocivaji na axiomech vektorového prostoru
(Viz 1.2.5), tj. na pravidlech s volngmi vektory. Proto, pokud to vyslovné neuvedeme, budeme v celém
dalsim vikladu v geometrickijch vvah slovem VEKTOR (bez privlastku) minit VOLNY VEKTOR,
(ktery je urcen, jak vime, velikosti a smérem).

1.2.3 Poznamka k fyzikalni a geometrické interpretaci Fyzikilné mizeme vazany vektor oznaceny
jako (A, F') nebo F'(A) interpretovat jako silu, kde bod A je pak pusobisté sily, viz obr. 1.2. Vektor (volny)
4 muzeme geometricky také interpretovat jako vektor posunuti. Posuneme-li bod A o vektor u, ziskame

2) Uvazujeme nenulovou tsecku AB, tj. A # B, a nenulovy vektor @. Nulovy vektor je mnozina vech nulovijch orientovangch
usecek, tj. téch, jez maji tyz pocatecni a koncovy bod. Jeho délka (délka nulové usecky) je nula.

3)Pocateéni bod A sily F se nazyva pusobisté sily.

YV nasem pojeti znaci :ﬁ pravé jednu orientovanou usecku (vazany vektor).

5)Na rozdil od starsich uéebnic.

6)O tomto terminu se znovu zminime v souvislosti se skaldrnim soucinem vektort v euklidovském prostoru, viz 1.3.3
na str. 20.
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bod B, coz zapiseme
B=A+u neboli i=B—-A

a fikdme, ze jsme k bodu A pricetli vektor . Na posunuti bodi bodového prostoru [E demonstrujeme nazorné,
ze volny vektor u reprezentuje posunuti vech bodt z E, a jde proto o translact prostoru E, kdezto vazany
vektor (A, @) = B — A = @(A) pfedstavuje translaci jediného bodu A do bodu B.

Na stfednich skolach se ve fyzice a geometrii v mnoha situacich pracuje s vektory jako s veli¢inami, které
znézornujeme orientovanymi tseckami (urcitych délek). Neni obtizné ukézat, Ze tyto ,geometrické vektory*
jsou jen zvlastnim pripadem aritmetickych vektort n-clennych, kde n = 3, jde-li o vektory v trojrozmérném
prostoru, popt. n = 2, jde-li o vektory v roviné. V nékolika nésledujicich odstavcich pfeneseme znama
pravidla pro po¢itani s geometrickymi (neboli volnymi) vektory do axiémi tzv. vektorovych prostort.

1.2.4 Poznamka 7 fyziky, geometrie a algebry vime, Ze vektory lze s¢itat a nasobit ¢isly z mnoZiny
(télesa) R vsech redlnych disel, které pro odlisnost nazyvame skaldry. Je-li a € R, pak «ai se nazyva
a-nasobek vektoru . Vlastnosti téchto operaci znazornuji obrazky 1.4 a 1.5.

D a atl, « >0
4 (ol > 1)
b ac
. atl, a <0
a g (o < 1)
Obr. 1.4 Obr. 1.5

Obrazek 1.4 je rovnobéznikové pravidlo, zndmé uz svému objeviteli — Simonu Stevinovi, pro urceni souctu

_>
dvou vektoru. Napi. soucet AC dvou vazanych vektori AB a AD zapiSeme

-,

(A, @) + (A,b) = (A,@+Db).
Zaroven je z tohoto pravidla zfejmé, ze pro séitdni dvou vektoru plati zakon komutativni
i+b=b+a

neboli

-, -

(A, d) + (A,b) = (Ab) + (A, Q).

Zhruba feceno, kazda mnozina prvka uzaviend vzhledem k operacim séitani vektori a jejich nasobeni
skalarem tvori linearni prostor téz lineal L, ktery se v nasem piipadé, kdy jeho prvky jsou vektory, ¢asto
nazyvé vektorovy prostor, ozna¢ime jej V. V takovém prostoru plati osm axiému linedrniho prostoru
nad télesem R vsech realnych ¢isel. Nyni si je uvedeme.

1.2.5 Axiématicka definice vektorového prostoru V a linedrniho prostoru L [U axiému line-
arntho prostoru IL, strucnéji linedlu, jen vynechavame, je-li to vhodné, vektorovou symboliku a misto o
vektorech, je-li to vhodné, hovorime o prvcich. Vychozi mnozinu prvki pak misto V' oznaéime L.

M¢éjme neprazdnou mnozinu V prvki, které nazveme wvektory a oznacime je @, 7, W,..., a necht T je
oznaceni pro ¢iselné komutativni téleso, konkrétné uvazujme téleso redlngch é&isel R (nékdy byva vhodné
uvazovat téleso komplexnich ¢isel C). Prvky télesa T, tj. zde redlna ¢isla, nazveme skaldry, oznacime je
a, 3,7, atd., T pak nazveme komutativni téleso skalarti, podrobnéji se oznacuje (T,+, . ), kde symboly
v uvozovkach ,+“, resp. ,.“ slouzi pro zépis operaci s¢itani, resp. ndsobeni skalari (pfi¢emz tecku casto
vynechévame) v télese T'.

Necht jsou splnény néasledujici podminky:

I. Mnozina V tvoii komutativni aditivni grupu, kterou ozna¢ime (V,4), tj. na V je definovdna zobrazenim

FiVXV oV L (@)~ a+T

operace nazyvand sc¢itani vektoru, kterd je opét oznacena symbolem + (ze souvislosti byvé ihned ziejmé,
o které z obou séiténi jde), pomoci niZ je kazdym dvéma vektortim @, ¥ € V jednoznacné ptifazen tieti vektor
W € V nazvany soucdet vektoru i, U a oznaceny i+ ¥, pricemz plati tyto 4 axiomy komutativni aditivni
grupy:
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(1) Vu,v7eV : U+v =0v+4 komutativnost
(2) Vu,v,eV D (U4 + T =+ (U4 o) asociativnost
(8) IeVVuieV : i+0 =14 nulovy vektor ¢
4) VueV I(—a)eV i+ (—1) =0 opaény vektor (—u) k vektoru 4.
II. Necht dalsim zobrazenim

g:TxV =V : (o, @) + .t nebo strucnéji (a, @) — aid

je definovana jista vnéjsi operace nazyvana ndsobeni vektoru (redlnym) skaldrem, kterd je i zde oznacena
symbolem nésobici tecky ,,.“, pomoci které je kazdému skalaru o € T a kazdému vektoru @ € V' jednoznac¢né
pfifazen vektor a.@ € V nebo struénéji ot € V nazvany skalérni a-ndsobek vektoru i (ze souvislosti byva
i zde ihned patrné, kdy nasobici tecka, pokud neni vynechana, oznacuje nasobeni skalard, a kdy oznacuje
skaldrni ndsobky vektort), pficemz plati

4 axiomy nasobeni vektoru skalarem:

(5) Va,BeTNVueV a.(fa) = (ap)d asociativnost (nasobeni skalary)
(6) YVieV : 1l =4 absorbce jednotky (jednicky)
(7) Va,BeTNVueV (o +p)id =ait+p.a distributivnost vzhledem ke s¢itani skalara
(8) VaeTVu,veV : a.(+7) = i+ o.¥ distributivnost vzhledem ke s€itani vektoru.

Pak mnozina V spolu s operacemi +, . spliiujicimi systém uvedenjch osmi axiémi”)se nazyvéa vektorovy
prostor nad télesem® T nebo redlny, popt. komplexni (je-li T = C) vektorovy prostor, a znacime jej
(V,+,.) nebo struénéji V. Samotnd mnozina V je tzv. nosnd mnoZina, téz nosi¢ vektorového prostoru
[popf. nosi¢ L linedrniho prostoru L]. Neutralni prvek grupy (V,+) se nazyva nulovy vektor d, ostatni
vektory se nazyvajl menulové vektory [Analogicky mluvime o linedrnim prostoru nad télesem T,
stru¢néji o linedlu, a oznacujeme jej (L, +,.) nebo L, prvek nulovy ozna¢ujeme o, prvek opa¢ny k prvku u
oznacujeme —u atd.].

1.2.6 Modely vektorovych prostoru O modelu, téz o realizaci vektorového prostoru mluvime,
kdy7Z je zaddn nosi¢ V' a obé operace, s¢itani vektort (prvkil) i ndsobeni vektori skaldrem, jsou definovény
pfimym predpisem. Z algebry je zndmo, ze modelem vektorového prostoru je napft.

(1) R, tj. mnozina (komutativni téleso) vSech redlnych ¢éisel. Tedy V=R, pfi¢emz s¢itani vektorti z V je
s¢iténi redlnych ¢éisel, ndsobenim vektoru z V (redlnym) skalarem je nasobeni redlnych ¢isel. Nulovym
vektorem je ¢islo nula, opa¢nym vektorem k vektoru v € R je ¢islo v € R opacné k u, tedy v = —u;

(2) R", tj. mnozina R"” = R x --- x R vSech uspotradanych n-tic prvkii z mnoziny R. Pro n = 1 ztotozitujeme

n-krat
R! = R. Definujeme aditivni operaci

FiR"XR" = R, (U1, -y tn), (V1,0 00)) = (U1 + 01,0y Up + V),
a vnéjsi operaci (kde a € R)
g:RxR" > R",  (a.(ur,...,up)) = (Quy,...,«uy).

Je tedy (up,...,un) + (v1,...,0n) = (ug + 01, Un + Up); @(u1,...,u,) = (aui,...,au,). Pak
(R™, +,.) je tzv. redlng n-rozmérny aritmeticky vektorovy prostor a mi dimenzi n. Casto se
oznacuje jen R™. Jeho prvky se nazyvaji n-élenné aritmetické vektory (nad télesem R). Jednu z
nekoneéné mnoha bdzi® tvoii vektory (zde fadkové)

& = (1,0,...,0),& = (0,1,0,...,0),...,& = (0,...,0,1). (1.1)

Je to tzv. standardni bdze'®, téz prirozend nebo kanonickd bdze. V prostoru R™, nazjvaném
rovnéz realny n-rozmérny aritmeticky linedarni prostor, definujeme standardni skalarni soudin
jako wnitrni operaci h takto

h:R"xR" - R, (61, yun), (V1,...,0,)) = u1v1 + ... + Upvy,. (1.2)

7)Systém axiémii je bezesporny, uplny, ale i nezéavisly.

8y algebre se studuji i tzv. obecné linedrni prostory nad libovolnym, i neciselnym komutativnim télesem, kdy nosi¢ L je
obecnd mnozina, tj. bez jakékoli specifikace a totéz plati o obou operacich. Pak v axidmu (6) nastava .u = u, kde € je jednotkovy
prvek télesa T (tj. € je neciselny skalar). Pro ¢iselna télesa je ovSem e = 1.

9) Piedpokladame, ze pojmy z linearni algebry jako linedrné nezdvislé vektory, bdze, dimenze apod., jsou ¢tenafi znamy.

10)V prostorech se (standardnim) skaldrnim soucinem se nazyva ortonormdlni bdze.
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Oznacime-li pomoci definitorické rovnosti :=, resp. =: vektor , resp. v takto
U= (UL, ey Up),y (V1,0 U,) =2 T, (1.3)

pak skaldrni soucin (definovany zobrazenim h) dvou vektort «, ¥ oznacujeme nasobici teckou -, tedy
4 - U (to u geometrickych vektorit napf. z trojrozmérného prostoru) nebo (i, ¥) (to pfi abstraktnéjsich
uvahach), takze pak hodnotou standardniho skaldrniho soudinu vektort je redlné éislo, pro néz
plati

n
G'UE(G,U):Ulvl + UgVo + ...+ UpV, = Zukvk . (1.4)
k=1

Vlastnosti (axiémy) skaldrniho sou¢inu uvedeme nize.

Poznamenejme, Ze vektorovy prostor V se skaldrnim soucinem (redlny, popt. komplexni) se ¢asto
také nazyva euklidovsky vektorovy prostor. Pokud bychom vysli z ndzvu linearni prostor (lineal) L,
pak, je-li v ném rovnéz zaveden skaldrni soucin prvki w,v € L, oznaceny nejc¢astéji (u,v), je obvyklé
takovy linedl nazvat unitdrni prostor (redlny, popt. komplexni) nebo také prehilbertovsky prostor.
Pred vSechny ¢ty¥i posledné uvedené nazvy prostortt bychom mohli vlozit pfivlastek aritmeticky.
Zduraznéme, ze prostory, ve kterych je definovan skalarni soucin, uz maji velmi bohatou strukturu. Lze
v nich zavést pojmy jako ortogonalita prvkt, norma prvku apod. To umoznuje popsat a fesit slozité
tlohy z praxe;

(3) F(R"), tj. linedrni prostor redlngych funkci n proménngch s definicnim oborem R™ (pop¥. néjakou
podmnozinou mnoziny R™) a obrazem hodnot v R. Tedy L. = F(R"). Jde tedy o unitdrni prostor
(nad R), nebot skalérni soucin lze snadno definovat pomoci vicerozmérného integralu.!*) P¥itom vektory
jsou zde funkce, které sc¢itame obvyklym zpusobem. Skalary jsou zde ¢isla z R;

1.2.7 Poznamka Po pfipomenuti nékterych abstraktnich pojmi z linearni algebry ve dvou piedchozich
odstavcich navazeme nyni na geometrické ivahy z poznamky 1.2.4, kdy jsme ukézali, Ze rovnobéznikové
pravidlo je mj. geometrickym vyjddienim axiému (1) o komutativnosti s¢itani vektorti. Podobné axiém (2)
0 asociativnosti s¢itani vektoru a, 5, C ilustruje obr. 1.6.

Obr. 1.6

Nulovy vektor ¢ z axiému (3) je vektor, jehoZ libovolné umisténi ma koncovy bod totoZny

s pocatecénim, tj. AA = 0. Pak vskutku d + 0 = d Va € V. Nulovy vektor ¢ totiz piedstavuje nulové
posunuti (pozndmka 1.2.3), tj. pro kazdy bod A z bodového prostoru E je A+ 0 = A. Libovolny bod z E tedy
nechdpeme jako geometricky objekt, ale jako umisténi nulového vektoru o, tj. volného vektoru nulové
délky. Poznamenejme jesté, ze nulovému vektoru neprirazujeme Zadny smér. V algebie se snadno
dokéaze, ze existuje jediny nulovy, ale i opaény vektor. Koneéné ovéfme platnost axiému (4) o existenci
opac¢ného vektoru k vektoru @ uré¢enému umisténim AB, budeme-li pfedpokladat, ze opacny vektor —a bude
—

urc¢en umisténim BA (obrazek je zbyteény, na tGsedéce AB nenulové délky si u vektori d =B—Aa—-d=A-B
pocateéni a koncovy bod jen vyméni misto). Pak s vyuzitim toho, ze A + d = A, dostavame

A+(@+(-a)=A+a)+(—a)=B+(—a)=A=A+3.

Z prvniho a posledniho vyrazu tedy plyne platnost axiému (4): @ + (—a) = d.

Nase dosavadni tvahy jsme zejména v prvnich tfech odstavcich opirali o geometrickou nazornost, napf.
kdyz jsme pomoci uspotadanych dvojic bodi z intuitivné chdapaného bodového prostoru E definovali volné
i vazané vektory. Pro ¢tenéfe, jenz mé zajem sezndmit se s algebraickou strukturou prostoru obsahujiciho

W Pro n =1 a spojité funkce na intervalu [a, b], viz prostor Cz[a, b] z prikladu 2.3.14.
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jak body, tak i zminéné vektory, a rovnéz poznat vychodiska, na nichz jsou zalozena znama pravidla pro po-
¢itani s nimi, nap¥. rovnobéznikové pravidlo, nyni uvedeme jednu dulezitou definici. Jde o definici bodové
vektorového neboli afinniho prostoru, ktera vyuzije axiomatickou definici vektorového prostoru V, uvedenou
v odstavci 1.2.5.

1.2.8 Definice bodové vektorového prostoru Nechf neprazdnid mnoZina E # ) je mnoZina zcela

libovolnych prvka X,Y,Z, ..., které nazveme body, E pak nazveme bodovy prostor. Méjme vektorovy
prostor V nad télesem realnych ¢isel R. Definujme zobrazeni f kartézského soucinu E x E do V, tj.
fEXE—=V,

nazyvané bodové€ vektorovd operace f, v niz je usporadané dvojici bodi ptifazen vektor predpisem
ExE> (X,Y)— f(X,Y)=1u € V,pro kazdé X,Y € E,

a necht splituje dva axiémy

(1) Pro kazdy bod X € E a kazdy vektor @ € V existuje jediny bod Y € E tak, ze

—)
= f(X,Y). Piseme téZ @ = XY nebo & =Y — X nebo Y = X + 4.

— = =3
(2) Pro kazdé tii body X,Y,Z € E plati XY + YZ = XZ.

Pak usporadanou trojici (E,V, f) nebo téz (E,V,+) [kde znaménko + oznacuje onu bodové vektorovou
operaci s¢itdni bodu a vektoru z vyse uvedeného zapisu Y = X + @] oznacujeme A(E,V,+) nebo A(E,V)
nebo jen A, a nazveme redlngy afinni prostor s nosicem E se zamérenim V, oznacovanym téz V(E),
nebo tuto trojici nazveme redlny bodové vektorovy prostor. Dimenzin afinnitho prostoru A rozumime
dimenzi jeho zaméfeni, tj.

dim A(E,V, +) = dim V.

Prvky prostoru V nazveme volné vektory a prvky mnoziny E x E vdzané vektory, kde v axiému (1) je X

pocdtecni bod a'Y koncovy bod (vizaného) vektoru XY, jenz je umisténim, téz reprezentantem (volného)
vektoru @ € V. Afinni prostor dimenze 1, resp. 2 se nazyva afinnt primka, resp. afinni rovina.

K ZAPAMATOVANTI Afinni prostor A(E,V, +) je strucné ve¢eno mnozina bodi E, do které je ,indu-
kovdana® (prenesena) struktura vektorového prostoru V.

Slovo afinita = pribuznost, vzajemny vztah. Afinni prostor tedy obsahuje a rozlisuje body i vektory, které
jsou ve vzajemném vztahu prostiednictvim bodové vektorové operace f, kterd spliuje dva axiomy (1),(2).
Zdroven, je-li trojrozmeérny, je tento prostor ve vzajemmém vztahu s fyzikdlnim prostorem, v némz Zijeme,
jak jsme se zminili v vvodu 1.1. K tomu, aby se afinni prostor jesté vice pribliZil nasim predstavdm o vek-
torech, kdy chceme urcovat i uhel nenulovych vektoriu, musime v neém, tj. v jeho zaméreni V, navic zavést
skalarni soucin vektori. Dostaneme tak specidlni pripad afinniho prostoru, prostor euklidovsky.

1.2.9 Poznamka a dva priklady afinniho prostoru Redlné afinni a euklidovské prostory jsou vycho-
diskem pro vybudovani matematického aparatu diferencialniho a integralniho poc¢tu. Z tvodu této kapitoly
vime, Ze trojrozmérny orientovany euklidovsky (bodové vektorovy) prostor jako specidlni afinni prostor se
zavedenym skalarnim soucinem je matematickym modelem fyzikalniho prostoru, v némz zijeme. Umoznuji
to napt. takové vlastnosti afinnich, popr. euklidovskych prostorti, které jsou afinné, resp. euklidovsky in-
variantni, tj. nezaviseji na volbé afinni, resp. ortonormalni soustavy soutradnic nebo na transformaci téchto
soufadnic. V linedrnim programovani se vyuziva vlastnosti konvexnich mnozin v téchto prostorech, v ma-
tematické statistice v teorii korelace se uplatiiuji nekoneéné rozmérné euklidovské prostory (pfesnéji tzv.
prostory Hilbertovy).

1) Mnozina A,, vSech FeSeni y(z) tzv. nehomogenni linearni diferencialni rovnice n-tého fadu

Y+ ana @)y Lt aa(@)y” + @)y + ao(z)y = f(a),

kde funkce ag(z),...,an—1(x), f(x) jsou spojité na otevieném intervalu .J, tvoii afinni prostor, jehoz
zaméfenim je n-rozmeérny vektorovy prostor V,, vsech feSeni prislusné homogenni linearni diferencialni
rovnice

y(") + an,l(x)y("_l) +. tax(x)y” + al(x)y/ +ap(zx)y=0.

V pripadé A, 1 V,, tedy jde o prostory funkci neboli funkciondlni prostory, kde jak body, tak i
vektory jsou funkce. Uvedené typy rovnic budou probrany v nasledujicim semestru.
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2) Elementarnim piikladem afinniho prostoru, ktery je vhodny ke studiu nikoli kvantitativnich, nybrz
kvalitativnich zakonitosti, jsou termodynamické diagramy, kdy na jednu osu nands$ime napi. tlak,
na druhou objem, na tieti teplotu apod. V tomto prostoru nema smysl uvazovat tthel dvou smért,
napi. dvou os, a pouze kvuli zjednodusSeni je zvykem, Ze v termodynamickych diagramech volime osy
vzajemné kolmé.

1.2.10 Poznamka Ozna¢me R" redlngn-rozmeérny aritmeticky vektorovy prostor (tj. nad télesem
realnych ¢isel R, tedy jeho nosnou mnozinou je mnozina vsech usporadanych n-tic realnych ¢isel oznacovana
rovnéz R"). Redlny n-rozmérny aritmeticky afinni prostor A, miZzeme definovat uspofadanou trojic
pomoci definitorické rovnosti := takto

Ay, = R",R", +),

kde prvky prvni slozky (nosi¢e) R™ nazyvame body a zna¢ime je napf. A = [ay, ..., a,], prvky druhé slozky
(zaméfeni), tj. téhoZ prostoru, vSak nazyvime vektory a zna¢ime je tuéné nebo opét napt. @ = (ay,...,ay).

1.2.11  UMLUVA Ve zbyjvajici ¢dsti kapitoly budeme pro strucnost hovorit pouze o vektorech a ctendr
st snadno sdm prevede prislusna tvrzent do terminologie volngch, resp. vdzanych vektori. Stejné tak budeme
ddle vétsinou predpokladat, Ze zaméfeni naseho afinniho prostoru md dimenzi (rozmér) rovnu trem, tj.

dimA =dimV = 3. (1.5)

1.2.12 Poznamka Podle (1.5) m4 libovolné baze vektorového prostoru V tii prvky. Necht vektory

{€1,ea,¢5} (1.6)
tvori bazi zaméteni V. Jestlize zvolime libovolny bod O afinniho prostoru A, pak kazdy bod X € A
X=0+1z, (1.7)

kde # € V, lze zapsat jako linedrni kombinaci vektorii této pevné zvolené (uspofadané) baze

=30 28 = 2'& + 226 + 2%&;. (1.8)

1.2.13 Poznamka V mechanice kontinua se hned od prvniho zapisu tzv. linedrnich soufadnic bodu nebo
vektoru (vzapéti je budeme definovat) vzhledem k vgchozi bézi (1.6) pisi indexy jejich soufadnic zdsadné
nahote, tj. 2, a nazyvaji se kontravariantni souradnice. Indexy dole maji tzv. kovariantni souradnice
x;. Poznamenejme jen, ze v kaZdé kartézské soustavé souradnic se kontravarianini a kovariantni
souradnice sobé rovnaji, tedy je tam x' = x;,i = 1,2, 3. ProtoZe ¢tenaf je zvykly psat indexy soutadnic
jako dolni (horni indexy pfipominaji mocniny), pfepiseme vztah (1.8) a dalsi podobné vztahy na dolni indexy,
tj.

F=30 ) 36 = 1161 + 2263 + 1365, (1.9)

Vztah (1.9) je geometricky vystizen na obr. 1.7.

1.2.14 Definice Na zakladé pozndmek 1.2.12,1.2.13 utvoteny systém {O; €1, €3, €3} nazveme linedrni
soustava souradnic (téZ afinni soustava souradnic) nebo také soustava primocarych souradnic (na
rozdil od kfivocarych soufadnic, jakymi jsou napf. cylindrické nebo sférické) na afinnim prostoru A se
souradnicovgmi vektory {€1,é>, €3}, a ¢isla z usporddané trojice ¢isel x1,x2,x3 v linedrni kombinaci
(1.9), tj. soufadnice tohoto vektoru & vzhledem k bézi {€}, &, €3}, nazveme (linearni) souradnice (proni,
druhad, trett) bodu X € A v dané soustavé souradnic. Piseme

X = [x1, x2, 3], resp. X[x1,x2, x3]. (1.10)

—
Bod O nazveme pocatek soustavy souradnic. Vektor OX € V se nazyva radiusvektor, polohovy
vektor nebo také pravodié bodu X (vzhledem k pocatku O) a oznacujeme jej 7x nebo jen 7, resp. T a
bod X pak oznacujeme nékdy X[7]. PiSeme
_'X = Zi": (1‘1,1‘2,$3). (111)
(Kromé obr. 1.7 je situace zndzornéna specidlné pfi tzv. ortonormdlni bdzi {Z, 7 E}, tj. v tzv. kartézské
soustavé soufadnic, téz na obr. 1.8.)
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H
1.2.15 Poznamka Radiusvektor je vlastné vazany vektor, tj. (Viz 1.2.8) OX = (0O, %) € E x E. Déle je
nutné si uvédomit, ze soufadnice bodu X[x1, xe, 3] zdviseji jak na volbé pocatku O, tak na volbé béze ze
zameéteni V.

1.2.16 Priklad Méjme tsecku AB. Oznacme 7, g radiusvektory bodu A, B. Dokazme, ze radiusvektor
7's stiedu S tsecky AB je 75 = %(FA +78). Podle obr. 1.9 plati 7a + @ = 75, s + U = 75.
Pak 4@ =175 — A =78 — 7's = 2i's = A + 78 a odtud plyne vzorec.

Obr. 1.8 Obr. 1.9 Obr. 1.10

1.2.17 Poznamka Uvazujme v systému piimocarych soufadnic {O; €7, €3, €3} body A = [a1, ag, a3],B =
[b1, ba, bs]. Podobné jako v pfedchozim ptikladé lze pomoci rddiusvektortt 7/a, g pro souradnice vektoru ,

—
ktery je urcen umisténim AB, odvodit, ze @ = (by — a1,bs — a2, b3 — as).

1.3 Skalarni soucin. Euklidovsky prostor

1.3.1 Definice Skalarni soucdin je operace realizujici zobrazeni kartézského souc¢inu V x V vekto-
rového prostoru V do mnoziny realnych ¢isel R, které kazdé dvojici vektora a,b € V priradi skalar, jenz
oznacujeme

-,

@-b nebo (@b)

vyhovujici témto vlastnostem (axiémiim)

(1) @-a>0 VaeV,piicemz d-a =0« a= 0, kde d je nulovy vektor z V pozitivni definitnost
(2) @-b=>b-a@ Va,beV komutativni zakon
(3) (w@)-b=a(@-b) YaeR Va,beV asociativni zdkon
(4) @a- b+ =a-b+a-¢ va,b,éeV. distributivni zadkon

Redlny afinni prostor A(E,V,+, ) z 1.2.8 s nosi¢em (bodovym prostorem) E, na jehoz zaméfeni V je zadan
skalarni souéin, se nazyva (realny) Euklidiv prostor'® nebo (reilny) euklidovsky prostor, v pipadé
dimV = n = 3 se oznacuje E, méné ¢asto E>, obecné E,, & &,.

1.3.2 Poznamka Podotknéme, Ze axiém (1) lze psat strucnéji jako d@-d > 0 Va # 0, a z néj pak uz
odvodit, 7e @-d =0« a = 0.
Névod: Pozorné si dosadte do axiému (4).

1.3.3 Poznamka Jsou-li d’,g € V dva geometrické nenulové vektory, pak tdhlem (a casto i jeho veli-

kosti, nehrozi-li nedorozumeéni) téchto dvou vektord oznac¢ovanym (d,b), rozumime konvexni thel ¢ (tedy
© € [0,7]) orientovanych usecéek, které jsou umisténimi téchto vektori do spolecného bodu, viz obr. 1.10.
Pripomeneme c¢tenaii znamou geometrickou definici skalarniho soucinu

@-b:=|a ||b] cose, (1.12)

kde ¢ je tihel sevieny vektory a, ba llall, HEH jsou jejich délky. Tento skaldrni soucin vyhovuje, jak se mizeme
snadno presvédcit, vsem ¢tyfem axiomum z 1.3.1 a je v geometrickém vektorovém prostoru definovan pomoci

12) Anglicky: Euclidean space. Rekové jméno Eukleides vyslovi ,Euklides®.
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vektori a jejich uhla.

V prostorech s axiématicky definovanym skalarnim soucinem je tomu naopak, kdy délka i tthel vektori se
definuji pravé pomoci skalarniho soucinu.

Dz’ile z (1.12) plyne, 7ze dva nenulové vektory d’,g jsou k sobé kolmé neboli ortogonélni, coz zapiSeme
a L b praveé tehdy, kdyz B ~
@-b=0, jinym zapisem: (@,b) =0 (1.13)
a také to, ze nulovy vektor ¢ je kolmy ke kazdému vektoru, protoze
a-0=0 VaeV.
Krajni hodnoty thlu ¢ znamenaji rovnobézZnost vektoru. Pii ¢ = 0 fikdme, ze jde o vektory souhlasné

rovnobézné ¢i souhlasné kolinedrni vektory, a piSeme @ 171 b, pfi ¢ = 7, Ze jde o vektory nesouhlasné
rovnobézné, tj. nesouhlasné kolinearni vektory, coz zapiseme d 1| b. Plati tedy ekvivalence

d’TTg, resp.(iﬂg — g:ad'proa>0, resp. pro a < 0.

1.4 Skalarni soucin v kartézskych souradnicich

1.4.1 Poznamka Zvolme soustavu soufadnic {O;f, 3, E} tak, ze vektory Z, 3, k tvori ortonormdlni
bazi') {i, ], k}, to znamena, 7e jsou navzajem kolmé a jejich norma je rovna 1, tj. il = ||7]| = ||k = 1, viz
obr. 1.8. Takovou bazi nazyvidme ortonormadalni bazi. Souradnice bodu X v této soustavé pak nazyvame
kartézské soutadnice'® bodu X a podobné u soufadnic vektoru.

Orientované primky Ox, Oy, Oz urcené pocatkem soustavy soufadnic O a smérem vektori ortonormalni
baze v pofadi 7, J, k se nazyvaji osy kartézské soustavy souradnic, kterou pak ozna¢ujeme Ozxyz. Tyto
(orientované) souradnicové osy nékdy struéné oznacujeme jen x,y, z, zejména v obrazcich, ale i ve vzorcich
(Viz vzorce (1.22)).

1.4.2 Poznamka Pro skaldrni souciny soufadnicovych vektort ortonormadlni baze {Z, 7. E}, kterym se téz
tikéa jednotkové vektory ve smérech kartézskych soutadnicovijch os plati

=k-i=0, (1.14)
0,0,1). (1.15)

1.4.3 Véta Necht ad = (al,ag,ag),l; = (b1, ba,b3) jsou vektory ab s kartézskymi souradnicemi.
Pak jejich skaldrni soucin je standardni skaldrni soudin, nebot plati

a- g: a1b1 + G,sz + agbg == Z?:l aibi . * (116)

Dtikaz: vyuzije vztahy (1.14) a vlastnosti skalarniho soucinu, takze
a-b= (ali + G,Qj +a3k) . (bl’L + b2j +b3]€) = a1b1 7- i+a2b2 j ] + agbg k-k= a1b1 +a2b2 +(13b3. &

1.4.4 Dokazte, ze pfi zachovani oznaceni z poznamky 1.3.3 plati

G-d=|all? atedy ||ld] = VE@-a, (1.17)
lall = \/a? + a3 + a3, (1.18)

a1by tagbatazbs . (119)

>\ — a-b
cos(a =cosp = —L2- —
(@0) = Tal 1e Vai+a3+a3 \/b3+b3+b3

1.4.5 Véta Ke kazdému nenulovému vektoru @ existuje jednotkovy vektor d@°, ktery je s nim souhlasné
rovnobézng'®)

|®l

C_io:

_ _(a1,a2,a3) 1.2
I va?+aZ+a3 Rl ( ’ 0)

Qy

(Byva téz oznacovan €,)

13) misto ;,; se také oznacuje 7,7

1) Nazev ,kartézsky® vznikl z latinského prepisu ,,Cartesius“ z pifjmeni slavného francouzského matematika a filozofa, kterym
byl René Descartes (1596-1650) [¢ti: dekart]. Je uvadéno, ze se na strané katolické ligy ucastnil bitvy na Bilé hote.

15)viz 1.3.3 a plati
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1.5 Pravouhly pramét vektoru

1.5.1 Definice Méjme dva vektory da, be V,d # 0. Pak skalar oznaceny jako pa(g) nebo b, se nazyva
pravothly pramét vektoru b (téz kolmy primét) do vektoru @, a je definovan skaldrnim souéinem

o~

pa(b) :=1b- @ = ||b] cos(b, @), (1.21)
1

kde a@° je jednotkovy vektor souhlasné rovnobézny s a (tj. a® = Wd'). Rikédme téz, ze @° je ve sméru d.

a

1.5.2 Poznamka Zduraznéme, Ze ¢islo pa(g) muze byt i zdporné, jak je zfejmé z obr. 1.11. Pojem pra-

vouhly pramét patii k jedném z nejdulezitéjsich ve vektorovém poctu. Jeho G¢innost prokazeme
v zavéru této kapitoly v prikladu k urceni vzdalenosti mimobézek.

e N
pa(ﬁPO

Obr. 1.11

1.5.3 Poznamka Vektory 7", = 214, 7 = a2], 73 = 23k se naz§vajl pravothlé slozky'®) nebo slozkové
vektory radiusvektoru 7, kde ¥ = (21, 2, 23).

1.6 Smérové uhly a smérové kosiny

1.6.1 Definice Uhly, které v kartézské souradnicové soustavé {O;Z, j, E} svira nenulovy vektor @ =
(a1, az2,a3) s vektory ;,j, k neboli s (orientovanymi) osami po fadé x,y, z, jez jsou tychz smérii, oznacime
«, 3,7, nazveme smérové uhly vektoru d a jejich kosiny smérové kosiny vektoru d.

(Ke znézornéni situace lze vyuzit obr. 1.8, jen misto vektoru 7 = (r1,72,7r3) uvazujeme vektor d =

(al, as, ag)).

—

1.6.2 Poznamka Smérové kosiny mizeme urcit napt. ze vzorce (1.19), kdyz za b postupné volime 7, J, k.
Pak

cosa':cos(ﬂ):cos@/z):a—‘zzﬁ cosﬂ:cos(d'/\):ﬂ cos :cos(g-\z):ﬁ
: 1) = 0088 2) = G = TaT | = Tar ! T Jal
a po umocnéni na druhou a sec¢teni téchto rovnic dostaneme vztah

‘0052a+cos2ﬁ+00527: 1‘ , (1.23)

z néhoz vyplyvé, Ze jednotkovy vektor @° ve sméru @ lze mimo vzorce (1.20) také vyjadiit ve tvaru
a°® = (cos a, cos 3, cos7y) . (1.24)

Pfipomenime, ze velikosti smérovych uhlt «, 3, lezi v intervalu [0, 7], tj. jde o konvezni uhly.

1.7 Einsteinova souc¢tova konvence

1.7.1 UMLUVA - ESK (A. Einstein (1879 - 1955) ji z diivodu zestru¢néni zépisu sumace zavedl
do matematiky v roce 1916 v jedné své préci z obecné teorie relativity.) Ve zbyvajici ¢asti 1. kapitoly,
kvili zjednoduseni zapisu, nebudeme sumaci oznacovat znakem Zle, ale budeme ji vynechévat, tj. jen si
tuto sumaci (s¢iténi) predstavime provedenou podle kazdého indexu, horniho ¢ dolniho, ktery se vyskytuje

v jednom ¢lenu dvakrat a nazyva se séitact index, viz dalsi ukazky.

16) nezamétiovat se slozkami (soufadnicemi) vektoru
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1.7.2 Poznamka ESK se nejvice vyuzivd v mechanice kontinua v tenzorovém poctu. Podle 1.2.13 mu-
Zeme vektor Z z (1.8) v 1.2.12 zapsany v kontravariantnich soufadnicich (tedy miva soufadnice indexovany
nahote) pii pouziti ESK vyjadfit takto

- . 3 - - - -
T=wxi€ =), | 4;€ = 1161 + T2 + 363 (1.25)
a skalarni soucin (1.16) pak stru¢né ve tvaru
a-b= ;- bl .

s _ _p2 12 032
Dale Je a;; = a11 + a99 + ass, bzbz = bl + b2 + b3.
Nezalezi na tom, jakym pismenem oznacime séitaci index, tj.

a;b; = a7b7 = a1by + asbs + asbs .
Nasledujici vyraz mizeme na konci zestrucnit takto
3
D jm1 GigTj = a1 + QT + 3Tz = 4ijT;

zatimco ve vyrazu aj,x, nejde o zadné s¢itani, protoze se v ném zadny index nevyskytuje dvakrat.
Scitat muzeme i pres vice dvojic s¢itacich indext, napf.

aijazbj =

3 3 o
Zi:l Zj:l aijazb] = allalbl +a12a1b2+a13a1b3+a21a2b1 +a22a2b2+a23a2b3+a31a3b1 +a32a3b2+a33a3b3 .

1.8 Kroneckerovo delta

neboli Kroneckeriv symbol je dvouhodnotova funkce dj;

0 .
0ij = pro i £ J (1.26)

1 proi=y,
kde i,j = 1,2,3. Cisla §;; z (1.25) tvoii prvky jednotkové matice I tadu 3, lze tedy psit
I=(6;), i,j=1,23. (1.27)

1.9 Transformace souradnic vektoru a bodu. Matice prfechodu

1.9.1 Poznamka Prestoze dalsi ivahy v tomto ¢lanku se tykaji tzv. kontravariantnich soutadnic, my je
budeme opét indexovat dole.

Bud @ € V libovolny vektor. Pfedstavme si @ v obr. 1.7 misto Z. Déle zvolme dvé rtizné obecné ne-
ortogonélni béze vektorového prostoru V. Ptvodni starou bazi ozna¢me B = {é1,€2,€3} a novou bazi
B’ = {e], ey, e;5}. Pak plati podle ESK

a = a1€1 + a2€s + aszf3 = a;€; (1.28)

a také

P =) = )
a=ai€] + ay€y + az€s = aj€; . (1.29)

Tedy vektor @ ma v bazi B soufadnice a; a v bazi B’ ma souradnice o/, = 1,2,3 a my chceme zjistit, jak
se zméni jeho soufadnice pfi prechodu od baze B k bazi B’. Pritom kazdy vektor &/ nové baze lze vyjadrit
pomoci vektort puvodni baze takto

—/ N — —

€1 = a11€1 + a12€2 + a13€3

N N N N — -

€5 = a1€1 + A€z + a23€3 = € = Gjj€j, (1.30)
S S .

€3 = a31€1 + a32€2 + a3ze3

kde cisla (aij)ij:17273 tvori matici A fadu 3.

1.9.2 Definice Regularni matice A = (a;;) z (1.30) (tj. det A # 0) se nazyva matice prechodu od
(pavodni) baze B k (nové) bazi B'.

1.9.3 Véta o matici pfechodu Je-li A = (a;;) matice pfechodu od baze B k bazi B', pak A~ = (b;;)
je matice pfechodu od baze B’ k bazi B. %
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Dtikaz: Pfechod od nové baze B’ ke staré bazi B definujeme vztahem
€; = bjkey, (1.31)
kde relaci mezi maticemi A = (a;5) a B = (b;;) ziskdvame dosazenim ze vztahu (1.31) do (1.30)
€ = a;;€; = a;jbjey,. (1.32)

Protoze na levé strané tohoto vztahu jsou vektory baze B’, tj. i-ty vektor baze B’ je jednoznacéné vyjadien
linedrni kombinaci vektort baze B’, vyplyvaji odtud dva ekvivalentni vztahy

ai;bjr = 0;1 & AB = I‘ (133)

znamenajici, Ze skalarni soudin i-tého fadku matice A s k-tym sloupcem matice B d4 bud 1, je-li ¢ = k, nebo
da 0, je-li i # k. Odtud
B=A""= (b;). (1.34)

&

1.9.4 Poznamka Vztahy (1.30) lze zapsat symbolicky

|B'= AB & & = ¢ (1.35)

a podle predeslé véty, tj. podle (1.34), pak podobné

B=A"'B & é& =byé | (1.36)

79

1.9.5 Vztah mezi soufadnicemi vektoru @ v bazich B a B’ Plati
- S . . —/ _ ! =/
a=aje; = ajbjre;, = aiey,

a protoze vyjadieni @ v B’ je jednoznacné, musi byt

! b X
Q. = 0jkaj.

Vsimnéme si, ze se v této rovnici s¢itd podle ESK na jeji pravé strané podle prvniho indexu j v b, tj. jde
tam o inverzni matici A™! a je§té transponovanou, tedy

(af) = (A7) (ay) |, (1.37)
kde se dohodneme, Ze zdpis napf. (a;) je zkrdcenim zapisu @ = (a1, az, as).
Podobné je
a=alé 130 alai;€; = a;é;
=aie; = 40565 = aje;
a odtud
a; = aga] < | (a;) = A% (a])|. (1.38)

1.9.6 ZAVER Pri piechodu od bdze B k nové bazi B' pomoci matice prechodu A = (a;;) podle (1.35)
se nové (édrkované) soufadnice vektoru d v bdzi B’ podle (1.37) obdrzi ze starych soutadnic pomoct proki
matice A" inverzni k matici prechodu A, tj. podle (1.36) pomoct matice prechodu od B’ k B. Dochazi
k jakémusi obrdceni sméru, k jisté "kontrazmeéné”. Proto se tyto soutadnice nazyvaji kontravariantni
souradnice vektoru a my je ve shodé s pozndmkou 1.2.13 indexujeme dole.

Uz ve zminéné pozndmce jsme sdélili, Ze existuji tzv. kovariantni souradnice vektoru. Takové sou-
radnice Zddné "kontrazmeéné” nepodléhaji, nebot pFechod mezi obéma bdzemi B 1 B’ md "stejny smér”,
presnéji, nové kovariantni soutadnice se ze starych ziskaji primo pomoct pruki matice A, (tj. ve vztahu
(1.37) by misto (A™HT figurovala matice A nebo (A)T). Kovariantni souiadnice se zaddvaji jako pravo-
whlé praméty vektoru d (definice 1.5.1) do soutadnicovych vektord, tj.

a=d € i=1,273. (1.39)

Zavérem poznamenejme, Ze délka vektoru ||d|| je invariantni velidina, tj. veli¢ina, kterd se neméni pii
libovolné zméné primocarych soutadnic definované matici prechodu A.
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1.9.7 Transformace souradnic bodu Tak, jak jsme vysetfovali zménu soufadnic vektoru pri zméné
vektorové baze ve vektorovém prostoru V, lze podobné zkoumat zménu souradnic bodt afinniho euklidov-
ského prostoru. Musime vSak uvazovat také pocatky dvou soustav soutadnic, viz obr. 1.12,

{O;é1, ez, €3} = {0; B}, (1.40)
{0%¢1,e3,e51 = {0"; B}, (1.41)

% nebot i ty se spolu s bdzemi méni. Uvazujme bod X, ktery ma
v soustavé (1.40) soufadnice |21, z2, 3], struéné [xz], a v sou-
stavé (1.41) pak [z{,x3,x4] neboli [z/]. Necht souradnice po-
¢atku O soustavy (1.40) v soustavé (1.41) jsou O = [b{, bj, bs],
strucné [b/], a obréacené, souradnice poc¢atku O’ v soustavé
(1.40) jsou [b1, ba, b3], tj. [bs]. Vyuzitim (1.36) si jako cviceni
miize ¢tendf odvodit analogicky, ze

zj, = bjrz; + b, (1.42)

Obr. 1.12

coz lze symbolicky zapsat

[wf] = (A7) ] + 7] |- (1.43)

Soutadnice bodu se transformugi jako kontravariantni soutadnice vektoru (Viz (1.37)), pribudou navic jen
absolutni cleny odpovidagici posunuti pocdtku soustavy souradnic z bodu O do bodu O'. Obrdcené, pro
transformaci soutadnic bodu pii piechodu od soustavy (1.41) k (1.40) lze analogicky odvodit

T; = aij;é + bj =4 [:L']] = AT[$;2] + [b]] (144)

1.9.8 Véta o ortogonalni matici pfechodu  Je-li matice prechodu A ortogondlni matice
(tj. A=t = AT, pak prevddi ortogondini bdzi B = {i,],k} opét na ortogondlni bdzi B’ = {i',7',k'}. %

1.10 Orientace prostoru

1.10.1 Definice Je-li determinant matice pfechodu A mezi bazemi B a B’ (obecné neortogonalnimi)
kladny, fikame, ze baze jsou souhlasné orientovany, nebo Ze urcuji stejnou orientaci vektorového
prostoru V.

Je-li det A < 0, fikdme, Ze béaze jsou opaéné orientovany neboli uréuji opacné orientace V.

1.10.2 Poznamka Je-li A; matice pfechodu od B k B’ a As je matice pfechodu od baze B’ k bazi B”,
pak AsA; je matice pfechodu od B k bazi B”, a protoze det(A; As) = det Ay det Ay, vSechny béze ve V se
rozdéli do dvou tfid tak, ze determinant matice pfechodu mezi dvéma bazemi téze tiidy, resp. rtiznych tiid,
je kladny (takové béze ve V se nazyvaji ekvivalentni), resp. zaporny.

Orientovat vektorovy prostor V pak znamena zwvolit jednu z téchto dvou tiid a jejich badze prohlasit
za kladné neboli kladné orientované bdze a baze z druhé t¥idy za zaporné neboli zdporné orien-
tované.

Afinni prostor A(E,V,+) je orientovén, je-li orientovano jeho zaméfeni V a linedrni (neboli pfimocard)
soustava soutadnic {O; €y, €2, €3} v afinnim prostoru se pak nazyva kladnég, resp. zdporné orientovand, je-li
kladné, resp. zaporné orientovand piislusnd souradnicové baze B = {€}, &, €3}.

1.10.3 Ve fyzikalnich aplikacich se vétSinou predpokladé, Ze trojrozmérny euklidovsky prostor
E; je uz orientovan. Bereme-li jej za model prostoru, v némz zijeme, pak je zde pfirozenym zptisobem
definovana kladnd orientace tak, ze kladnd neboli pravotocivé kartézska soustava souradnic {O; i, E}
je ta, jejiz ortonormalni vektory béze {;,5, E} jsou po fadé uréeny (orientovanym) smérem upazené pravé
ruky, predpazené levé ruky a smérem od paty k hlavé. Jde o tzv. personifikovany model.

1.10.4 Pravidlo pravé ruky Smérugi-li zahnuté prsty prave ruky od vektoru i _k vektoru j po krat-
sim oblouku a vztyceny palec ukazuje smeér vektoru k pak ortonormdlni baze {z ], k} se nazyvd kladné
ortentovand nebo pravotocivé orientovand baze nebo pravotociva baze.
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1.10.5 Poznamka Napf. baze {;,5, E} na obr. 1.8 zminéném v definici 1.4.1 je kladné orientovana, stejné
jako odpovidajici kartézska soustava souradnic Oxyz.

1.11 Vektorovy soucin. SmiSeny soucin vektori

1.11.1 Vektorovy soucin a X b vektort a, gje vektor @ definovany vlastnostmi

@] = ll@ll [[b]| sin, (1.45)

,b linedrné nezavislé vektory (tj. p # 0,7), je vektor & kolmy k obéma vektortim,
=0,4-b=0, viz obr. 1.13.

— —
—

(8) vektory @, b, @xb v tomto potradi tvoti kladné orientovanou bdzive V, tj. pravotocéivou, viz obr. 1.13.

1.11.2 Poznamka Podle (1.45) je norma (délka) vektorového soucinu vektort @,b, tj. [|@ x b||, ¢iselng
rovna obsahu P rovnobéznika urcéeného vektory d, b, viz obr. 1.13. Toho lze vyuzit v prikladech na vypocet
obsahu prislusného trojuhelnika, ktery je samoziejmé poloviéni.

b
Obr. 1.13 Obr. 1.14

Jsou-li vektory @, b linedrné zdvislé, tj. jejich thel © = 0 nebo ¢ = 7, pak podle (1.45) je & = @ x b=a.

1.11.3 Véta V kartézské soustavé soufadnic {O; i 7, E} 1ze vektorovy soudin vektori @ = (a1, az,as),
b = (b1, ba, b3) symbolicky vyjadtit vektorem ve tvaru determinantu'”)

) j k
-7 -| G2 as -| a1 as —| ar az
axb=|a ay az |=1 —J +k )
by b3 by b3 by bo
by by b

tj. (po upravé) vektorem v polokartézském tvaru

-

axb= (agbg — a3bg);-‘r (a3b1 — a1b3)j+ (a1b2 — agbl)];. * (1.46)

-

1.11.4 Piiklad Ureme jednotkovy vektor ii° kolmy k vektorim @ =i —j 4+ k, b =i — j a tvorici s nimi
levotoc¢ivé (tj. zaporné) orientovanou béazi.
Reseni: Je zfejmé, ze @, b jsou linedrné nezavislé vektory. Spojenim vlastnosti (2),(3) z definice 1.11.1 mame

17)3. stupnég, dale vyjadienym napf. pomoci Laplaceova rozvoje determinantu, zde konkrétné podle prvka 1. fadku. Pripo-
meifime, %e Laplacetuv rozvoj determinantu (aspori 2. stupné) podle prvka uréitého tadku (nebo sloupce) znamena, ze:
determinant je Toven souctu soucini vsech prvki vybranych z jednoho tddku (nebo sloupce) s jejich algebraickymi dopliiky.
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1.11  Vektorovy soucin. SmiSeny soucin vektortu

zaruceno, ze usporadand trojice {@,b,b x d} je levotocivé orientovanou bazi. Tedy

b PoaE 10 10 1 -1
bxa - S = o o — I,
go— 2%  Fxg=|1 -1 0|=37 _j i = 7-j=(-1,-1,0),
b x d -1 1 11 1 -1
1 -1 1
2
Ibxdl=+v(-1)2+(-1)2=Vv2=7°= % (-1,-1,0)
1.11.5 Dokazte s vyuzitim (1.46)
a) AX0=0
b) dxada=0
¢)ixb=—-bxa antikomutativni zakon
d) \axb=Aa@xb), \eR asociativni zakon
e) @x(b+d)=axb+axc distributivni zdkon
Déle bud pomoci (1.46) nebo (1.45) dokazte, ze
ixi=0, jxj=0a, kxk=0o
R (1.47)
ixj=k, jxk=1, kxi=j.
1.11.6 Véta — Lagrangeova identita Plati
@xb) @xd) =@ 6 -d)—G-3)- @ d.* (1.48)
1.11.7 Dausledek Lagrangeovy identity Plati specialné
(@x b)*> =a? — (@-b)>. (1.49)

1.11.8 SmiSeny soudin tii vektort @, b, (v tomto poradi) je ¢islo (nékde také nazyvané trivektor)

—

@- (bx @), které oznacujeme [a@, b, . (1.50)

1.11.9 Véta Jsouli @ = (a;), b= (b;), = (c;), pak

ayp a2 as
@b, =a-(bxe&)=| b by by |-k (1.51)

C1 Co C3

Dikaz: Pouzitim (1.46) postupné dostaneme

ay a2 as
R o by b3 bs b1 b1 b2
a-(bxé):a~w:a1w1+a2w2+a3w3:a1 + as + as = b1 b2 b3
C2 C3 c3 C1 C1 C2
C1 C2 C3

1.11.10 Geometricka interpretace smiseného soucinu spociva v tom, ze

a) absolutni hodnota smiSeného soucinu t¥{ vektorti |@ - (b x ¢)| je rovna objemu V; rovnobéZnosténu,
viz obr. 1.14, jehoz t¥i hrany vychézejici z téhoz vrcholu jsou uréeny danymi vektory d, b, ¢. To je ziejmé

z toho, ze
G- (5x )| = all 5 x &l |cos | =: V4, (1.52)

nebot ||b x @ se rovné obsahu zékladny rovnobgimosténu a ||@]| | cos 9| je vyska rovnobéznosténu;
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—

b) objem V; éty¥sténu urceného vektory @, b, ¢ je Sestinou objemu rovnobéZnosténu, tedy

1 1 .-
Vo==V == 1[db,; (1.53)
6 6
¢) kdyZ smiSeny soucin je kladny, resp. zaporny, pak vektorova baze je pravotocivé, resp. levotocivé
orientovana.

Ucinnost a eleganci vektorového poétu budeme demonstrovat v zavéru této kapitoly nasledujicim piikladem
z oblasti metrickych tloh v prostoru.

1.11.11 Priklad Odvodme vzorec pro vzdalenost d mimobézek p,q, kde pfimka p je uréena bodem
A = [3,-1,0] a smérovym vektorem p' = (—2,3,—1), a podobné pfimka ¢ > B = [—1,3,2] mé& smérovy
vektor ¢ = (4,—3,2), a pak vzdalenost vypoditejte.

Reseni: Situaci vystihuje obrazek 1.15. Vyjdeme z toho, Ze existuje jedina nejkratsi piicka m mimobézek p, g,
tedy takova pficka mimobézek (pticka mimobézek je pfimka spojujici libovolné body XiXs, z nichz kazdy
lezi na jiné mimobéZce, napt. zde necht X; € p, Xa € q), kterd obé pro- m
tind kolmo v bodech, které po fadé oznac¢ime P € p, Q € ¢. Vzdalenost
bodi P, Q je vzdalenosti mimobézek p,q tj. d = ||PQJ|. Nyni si staci
uvédomit, ze || %H je ddna velikosti pravouhlého primétu kazdého vek-

— —
toru X1 Xs, tj. také velikosti pravothlého primétu |ps (AB)| vektoru AB
do nejkratsi pricky mimobézek m, presnéji do vektoru % Jednotkovy
smérovy vektor m° primky m je dan vektorovym soucinem

- . Obr. 1.15
o m pXxq
m- = — == — —
Il [5x4
Dostévame vzorec
AB- 7x @) _ |I(B—A),7
— — < (px —
4 = p (AB)| = |AB -sie| = Lo PX DI _ (B —A).5dl|. (1.54)
7> gl 7> gl
Pak vzdalenost je
—4 4 2
Il -2 3 —1]|
P T2 R 7 R TR s
-2 3 -1l
4 -3 2
1.12 Cviceni
Urcete v R ¢isla z,y, z, méa-li byt a = b
a) @=(z,y,Vz+1), b= ( 234+ 22+24+1) {r=0ve=+1l,y=0vVy=—-1,2=0Vz=—-1}
b) Ei:(x—i—Q)i— yj, b=a2—yj {x=—-1Vvaz=2ylibovolné }
¢) @=(|z],0), b= (—1,0). { nema feseni }
@ Urcete uhel ¢ vektorta d’,g
a) @=(y/3:05;0), b=(0,-2,1) feosp =—3 = o= 27}
b) @=(1,-3,2), b= (—2,6,—4). {b = —2d@ = ¢ = 7, jsou nesouhlasné rovnobé&zné}

-,

fcosy = cos 8 = cos o = cos(il, i) = cos(u x) = ‘/_}}

o

Urcete smérové kosiny vektoru u = i+ j_"—l—

Vypoditejte normu (délku) vektoru &= (i — j) x (j + k). {1e)l = v3}



1.12 Cvideni 29

Urcete né&jaky vektor kolmy k vektoru @ = (1,2, 3).
{nekoneéné mnoho, dvé slozky 5volime, treti vy¢islime z a - b= 0, napt. volime by = 0,b2 = 1 = b3 = 7%’
tedy ¢=(0,3,—2)La}

@ Urcete cislo x tak, aby pravouhly prumét normalového vektoru 7 = zi + 2} do sméru § = (1,2,2) byl
roven —1. fo=-7}

- - —=

Vypoditejte praci W sily f = 10k pii premisténi hmotného bodu X po dréze XY, kde X = [0,1,2], Y =
- —>

2,3, —3]. 18 {W = f-XY =(0,0,10) - (2,2, —5) = —50 (J)')}

Zjistéte, zda vektor d@||o, tj. zda je rovnobézny s rovinou o : 2z —y + 3 = 0, kde @ = (0,5;1; 1).
{ano, nebot al7i,}

@ Méjme AABC a oznacme po radé radiusvektory vrchola A, B, C jako 771, 7, 3. Dokazte, ze radiusvektor 71

Vv

(7 + 7 + 75).

wl|

T =
Bud A, B, C, D ¢tyiuhelnik, jehoz ahlopticky se navzéjem puli. DokaZte, ze je pak rovnobéznikem.
Pomoci obrazku objasnéte geometricky vyznam vztahu
Px =@+ tb,
kde d, b jsou zadané vektory, t € R je jisty parametr, 7x je radiusvektor bodu X.

Dokazte pomoci véty 1.11.9, ze

-, — -

al(@axb), bLl(axb).
Odvodte vysledek 1.2.17.
Dokazte tvrzeni z poznamky 1.3.2 na zakladé axiému o pozitivni definitnosti.

Dokazte visledky z 1.4.4.

Odvodte posledni vysledek vpravo ve vztahu (1.21) definice 1.5.1.

Dokazte vysledky z 1.11.5.

18)Sila je konstantni velikosti i sméru, draha neni zakiivena. Neni nutno uzit kfivkovy integral v silovém vektorovém poli.
- ==
19) 3 je odpovidajici mérici jednotka, napr. joule, pokud zaroven soufadnice fyzikalnich veli¢in f, resp. XY jsou v odvozenych,
resp. zakladnich jednotkach Mezinarodni soustavy jednotek SI.
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2 Poznamky k metrickym prostorum

2.1 Metricky prostor

2.1.1 Uvodni poznamka S pojmem okoli bodu, limita, otevieny a uzavieny interval se ¢tenai setkal
jiz pri studiu funkci jedné redlné proménné. Limitni pfechod jako dilezita operace matematické analyzy tam
byl snadny, nebot na realné ose, kterd je geometrickym modelem jednorozmérného Euklidova prostoru Eq,
je definovana vzdalenost dvou bodi. Mnohé vysledky matematické analyzy, zvlasté vysledky v numerické
matematice pii priblizném feSeni naroc¢nych inzenyrskych aplikaci, se opiraji o moznost mérit vzdalenost
prvkid v mnozinach. Geometricka struktura téchto mnozin — prostord pfitom muze byt v zavislosti na objektu
zdjmu inzenyra velmi pestra.

Zobecnénim nasich pfedstav o redlnych ¢islech jako o mnoziné (algebraickém télese), v niz je zavedena
vzdalenost dvou prvki, prichdazime k pojmu metricky prostor, ktery je jednim z tstfednich pojmii mate-
matické analyzy. Tento prostor si pribliZime na prikladech. Dalsim jeho zobecnénim bychom dospéli k tzv.
topologickym prostorum. Topologie je matematickd disciplina studujici tzv. topologické vlastnosti
matematickych objektd, tj. vlastnosti, které jsou invariantni (neménné) vzhledem k libovolnému homeomorf-
nimu (topologickému) zobrazent (str. 71). Mezi topologické pojmy patii oteviend nebo uzaviend mnozina,
hranice mnoziny, kiivka, plocha, také pojem spojitost zobrazeni atd.

Ukazuje se, ze pfi studiu funkei vice proménnych je dulezité pochopit geometrii klasickych euklidovskych
n-rozmérnych prostorti E,. Vychodiskem k nim je n-rozmérng aritmeticky vektorovy prostor R", se
kterym se ¢tenar seznamil v linearni algebie. Tam byla pozornost zamérena na jeho algebraickou a geome-
trickou strukturu. My se v dalsim zamérime predevsim na topologickou strukturu prostori E,, které jsou
velmi specidlnim kone¢nédimenzionalnim pripadem metrickych prostort, a tedy také topologickych prostoru.
Bude dobre, kdyz si ¢tenar souvislosti mezi uvedenymi prostory uvédomi!

2.1.2 Definice Necht M je mnozina. Zobrazeni d kartézské mocniny této mnoziny do mnoziny vSech
redlnych ¢isel R, tj. d : M x M — R, spliiujici pro libovolné prvky x,y, z € M tfi podminky (axiémy)

(d1) d(z,y) =0 < z=y axiém totoZnosti
(d2) d(z,y) = d(y, x) axiéom symetrie
(d3) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2), trojahelnikova nerovnost

se nazyva metrika (vzdalenost, odchylka) d na mnoziné M nebo také v metrickém prostoru?, ktery pak
oznacujeme uspoiadanou dvojici (M, d) nebo pouze M (v pfipadé, kdy je zfejmé, o kterou metriku se jedna).
Prvkim z M pak fikdme body metrického prostoru. M se nazyva nosnd mnoZina daného prostoru.

2.1.3 Piiklad Dokazme, ze vzddlenost d je nezapornd (redlnd) funkce, tedy Zze mé oc¢ekdvanou vlastnost
(d1x) d(x,y) > 0, pficemz d(z,y) =0 < x = y.

Plati totiz (a3)
(@2) 1 1

(z=x)
a podle (d1) je zfejmé, ze d(x,y) > 0 pravé tehdy, kdyz x # y.

Poznamenejme, Ze ona ocekdvand vlastnost (d1x) se velmi ¢asto formuluje jako vychozi azidm pozitivni
definitnosti, a to misto axiému (d1), protoze axiém (d1x) je obsaznéjsi, i kdyZz jsme pravé ukézali jeho ¢asted-
nou zavislost, tj. Ze jeho ¢ast lze odvodit ze soustavy jednodussich axiému (d1),(d2),(d3) nadmi vybranych.
Tedy nasSe soustava ariomu je bezespornd a uplna, jak je vzdy pozadovéano, ale navic i nezavisla.

2.1.4 Definice Necht (M,d) je metricky prostor a M; jeho libovolna vlastni podmnozina (téz vlastni
Cast), tj. My € M (My # M). O metrickém prostoru (M, d) se stejnou metrikou d (o niz se predpoklada,
Ze je definovana také na My, tj. d|ay xa @ M1 x My — R) tikdme, Ze je vnoreng do (M,d), nebo ze M;
je podprostor prostoru M (neboli M je nadprostor prostoru My), nebo ze M; je bodovda mnozZina v
prostoru M.

2.1.5 Poznamka Oznacenim d|p; xp, rozumime zéZeni neboli restrikci zobrazeni d na mnozinu
M; x M. Protoze oznacujeme M; X My = M12, Ize struc¢né psat

2
d($,y)|k[12 :d($,y), (zay) € Ml'

Obréceny postup zachovévajici uvedené vlastnosti metriky se pak nazyva rozsireni zobrazeni na mnozinu

M x M z mnoziny My x M;.

1 Obsah pojmu metricky prostor zavedl Francouz M. R. Fréchet (1878-1973), jeho nazev Némec F. Hausdorff (1868-1942).
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2.2 Aritmeticky model euklidovského prostoru

2.2.1 Definice Necht n patii do mnoziny vSech kladngych celych ¢isel N*. Pak (redlny) n-rozmérng
(aritmeticky) euklidovsky prostor E, definujeme uspordadanou dvojici E, := (R", ), ve které R" je
mnozina vSech usporddanych n-tic redlnych ¢isel (zapisovanych ¢asto v hranatych zévorkach). Prvky tohoto
prostoru nazyvame body (strucné je Gasto oznacujeme velkymi pismeny). Pfitom pfedpokladdme, ze v E,
je pro kazdé dva body

X:[ml,...,l‘n]ERn, Y:[yl,...,yn]ERn

definovana jejich metrika (vzdédlenost) g : R™ x R"™ — R vztahem

2

mxw:w@—mv+uﬂ%ﬂm%{§m—mﬁ , (2.1)

kde ¢ se nazyvé euklidovska ¢i sférickd metrika. Souradnice bodu X (vlastné uz z bodového prostoru)
E,, jsou odpovidajici ¢isla v hranatych zavorkach.

2.2.2 Poznamka Definovali jsme tedy pouze

aritmeticky model n-rozmérného euklidovského prostoru (jako prostoru metrického), ktery je viak
pro potifeby matematické analyzy v mnoha smérech dostac¢ujici. Nékdy byva struéné oznacovan
jako R".

V matematické analyze totiz nebyva vzdy tcelné tzkostlivé rozliSovat, zda usporddand n-tice (redlnych)
¢isel je bod ¢i vektor, jak je tomu u afinnich (tj. bodové vektorovych) prostori (Viz nasledujici pozndmku
o izometrii). Pfesto budeme v tomto textu, kde to bude tcelné, téz nami pouzitou symbolikou tomuto
rozliSeni napomahat.?) V matematické analyze, napf. v diferencialnim poétu, budeme ¢asto pracovat v pevné
zvolené kartézské (tj. pravouhlé) soustavé soufadnic, nebot vétsinu funkci a zobrazeni budeme definovat
pomoci souradnic. Pak nékteré pojmy budou zaviset na zvolené kartézské soustavé souradnic v E,,, napft.
tzv. n-rozmérny interval nebo parcialni derivace funkce, a jiné, tzv. euklidovské invarianty, napr. euklidovska
metrika, nebudou na zméné této soustavy zaviset.

Dospéli jsme tak jinym zptusobem k pojmu, ktery zna ¢tenar uz z predmétu Algebra a geometrie, kde eukli-
dovsky prostor byl specidlnim redlnym aritmetickym afinnim neboli bodové vektorovym n-rozmérnym
prostorem vybavenym totiz navic standardnim skalarnim soucinem vektoru o, ¢

S

n
V=01 + o Uy = Y U |-
i=1

Pro tplnost vyslovme jesté abstraktni definici (aritmetického) vektoru, ktery patii do zaméfeni afinniho, a
tedy i do zaméreni euklidovského prostoru, jak vime z linearni algebry i z definice 1.2.8.

2.2.3 Vektorem (aritmetickym) ¢ rozumime zobrazeni, které kazdému bodu X z euklidovského bo-
dového prostoru E,, := (R", o) pfitazuje jediny bod z E,,, jenz znacime X + @ tak, ze pro kazdé dva body
X, Y € E, plati

o(X, X + 1) = oY, Y + )

oX,Y) = o(X+ 4, Y + ).

Mnozinu oznac¢enou V(E,,), struénéji V,,, nékdy jen V, vSech takovych vektori pak nazveme zamérenim
prostoru E,,.

2.2.4 Poznamky Jsou-li X,Y € E,, pak lze psat
X=Y= (21 —y1,.es@n —Yn) = (U1,...,u,) =4, kde 4 € V.

Takové a dalsi vztahy jsou pak podrobnéji zkoumany v tzv. afinnich prostorech. Presto zcela forméalné
miizeme i pro libovolné vektory @, ¢ z aritmetického vektorového prostoru R" (tj. mnoziny vSech uspo-
radanych n-tic redlnych ¢isel nazyvanych aritmetické vektory a zapisovanych v kulatych zavorkach, pro které
je zndmym zpusobem definovan soucet @ + ¥ dvou vektorti a souéin A, kde skalar A € R) definovat metriku
pro vektory vztahem

0" (@,7) = /(v1 —u1)2 4+ ... + (vn — upn)?.

2)j kdyz od kapitoly 4.1 budou soufadnice bodti davany do kulatych zavorek, jak je v matematické analyze obvyklejsi (Viz
amluvu 3.1.1).
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Odtud porovnénim s (2.1), vzhledem k tomu, Ze o = p*, je zfejmé, Ze aritmeticky vektorovy prostor R"
m4 z hlediska v ném takto definované metriky stejnou strukturu jako euklidovsky (bodovy) prostor E,,.
Proto v ném lze stejné jako v E,, formalné shodné zavést pojmy, se kterymi se podrobnéji sezndmime v pristi
kapitole. V piipadé R™ by S§lo o pojmy jako okoli vektoru, oteviend a uzaviend mnozina vektort, limita
posloupnosti vektori atd. Tyto pojmy jsou vyznamné ve vektorové analyze, zvlasté u vektorovych funkci
vice proménnych.

Podrobnéji, prostory E,, = (R", 0) a (R", 0*) jsou z hlediska teorie metrickych prostort identické, nebot
jde o tzv. prostory izometrické, kdy povaha prvki v prostorech muze byt odlisna, ale vzddlenost prvki se v
obou metrikich zachovavi, tj. je invariantni. Pritom fikdme, Ze bijekce f mezi metrickymi prostory (M, d)
a (M*,d*) je izometrickym zobrazenim, strucné izometrii, kdyz

d(z1,22) = d*(f(21), f(22)) (2.2)

pro vSechny prvky z1,x9 € M. Dva metrické prostory se nazyvaji izometrické, kdyz jeden z nich lze
izometricky zobrazit na druhjy.

Euklidovska metrika je zakladni euklidovsky invariant. Z geometrického hlediska to znamend tu mi-
moradné dulezitou vlastnost, ze vSechny vlastnosti i vztahy odvozené z této metriky budou invariantni
vzhledem ke kartézské soustavé souradnic, tj. nebudou zaviset na jeji volbé.

2.3 Priiklady metrickych prostoru

2.3.1 Piiklad - Prostor izolovanych bodu (Diskrétni metricky prostor) Necht M je mnozina.
Zobrazeni d : M? — R definujme takto

0, kdyzz =1y

d(z,y) =
1, kdyz x #y.

Ovéfenim axiéomu se snadno presvédcite, ze jde o metricky prostor.

2.3.2 Priiklad - Realna osa E;, rovina E,, prostor E3 Na mnoziné vSech realnych éisel R = R!
definujeme vzdélenost d predpisem pomoci euklidovské metriky o z (2.1)

d(X,Y) = o(X,Y) = /(y —2)* = |y — x|, kde X = [z], Y = [y] € Ex

a ziskdme jednorozmérny euklidovsky prostor Ei = (R, p), jehoZ geometrickym modelem je pfimka -
realnd osa. Podobné geometrickym modelem euklidovskych prostori pii n = 2, resp. n = 3, tj. prostoru
Ey, = (R? o), resp. B3 = (R® p) miize byt rovina, resp. trojrozmérny prostor se zavedenym kartézskym
systémem soufadnic. Jde o podprostory prostoru E,,, tj. plati ostra inkluze E; C Eo C E3 C E,, (n > 4).

V Es3 by byla metrika podle (2.1) ddna vztahem

o(X.Y) = /(1 — 1)? + (2 — 22)* + (ys — 73)2,

ktery po umocnéni da
(1 — 1) + (y2 — 22)* + (y3 — w3)° = 0%,

Divédme-li se na posledni vztah jako na rovnici, kde ¢ = const., X = [x1,x2,23] je pevny bod, pak jde o
rovnici, které vyhovuji pravé ty body Y = [y1,y2,ys], které tvoii sféru — povrch koule o poloméru o se
stfedem v X = [x1, 22, x3]. Odtud nézev sféricka metrika.

2.3.3 Priiklad - Kubickd a oktaedrickd metrika na R" V matematické analyze je nékdy ucelné
zavést na téze mnoziné, zde tedy na (nosné) mnoziné vSech uspofadanych n-tic redlnych ¢isel R™ riizné
metriky (tedy ji rizné metrizovat) a ziskat tim dalsi metrické prostory. Tak napf¥. definujeme vztahy na R"

dkub(xa y) = ma‘X{|y1 - :Cllv ) |yn - .Z’n|} = lrg?g{nﬂyl - $i|}7 (23)
dokt(xvy) = |y1 - $1| +.o+ |yn - $n| = Z?:l |yz - $z| (2-4)

metriku kubickou, resp. oktaedrickou, jak se lze presvédcit ovéfenim axiomt metriky. Prislusné metrické
prostory bychom pak mohli oznaéit jako Ry, = (R", diup), resp. Ry, = (R”, dokt ). Lze také ukazat, ze

i (X, Y) < 0(X,Y) < doie (X, Y) < - dieun (X, Y), (2.5)

coz znamena, ze ,nejvétsi® (nejhrubsi) z téchto metrik je nejvyse n-krat vétsi nez ,nejmensi* (nejjemnéjsi)
z nich, pficemz pron = 1 je dixup = 0 = dokt- V tvahéach nasledujici kapitoly tykajicich se limity posloupnosti
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bodt v E,,, limity i spojitosti funkci vice proménnych je pak jedno, kterou z téchto metrik uzijeme, nebot
kazdé z nezapornych ¢isel v této nerovnosti mizeme ucinit ,libovolné malym*.

Rikame, Ze se jedna o ekvivalentni metriky v R". Pouzitim libovolné z uvedenych ti{ metrik ndm tam
pak ekvivalentné (rovnocenné) vychdzi pojmy - mnoZina oteviend, uzaviend, ohrani¢end, kompaktni, bod
vnitini, vnéjsi, hrani¢ni oblast atd.

Presnéji, mame-li dany v mnoziné M dvé metriky d, d takové, ze plati

r< A&V (2.6)
d(X,Y)
pro kazdé dva ruzné body X,Y € M, kde r, 7 jsou kladné ¢isla, nazyvame metriky d, d (metricky) ekviva-
lentni. V E; jsou metriky o, diup, doky dokonce totozné. V Es je znédzornime obr. 2.1, 2.2, 2.3.

Y Y
o(X,Y)
» dn(XY) » doi (XY)

Obr. 2.1 Obr. 2.2 Obr. 2.3

Prostor s kubickou metrikou oznadeny Ry, je v mnoha otédzkich matematické analyzy stejné uziteény
jako euklidovsky prostor E,,.

2.3.4 Poznamka s priklady dokonalych platénskych téles Slovo oktaedr znamena osmistén. Pravi-
delny osmistén pat¥i mezi pét tzv. dokonalych platénskgch téles. Jsou to: pravidelny ctyrstén (tetraedr),
pravidelny Sestistén - krychle (hexaedr), pravidelny osmistén (oktaedr), pravidelny dvandctistén
(dodekaedr) a konetné pravidelny dvacetistén (ikosaedr), které jsou znidzornény v obr. 2.4.

A ¥ ¢ & ©

Obr. 2.4

Roli platénskych téles priblizime néasledovné. Kruznici mizeme reprezentovat jako pravidelny n-thelnik
s libovolnym poctem stran n. Odpovéd na pfirozenou otézku, zda také kouli lze podobné reprezentovat
libovolnym poctem stejnych a stejné spojenych téles, je zaporna. V teorii grafu se dokazuje, ze takovych
rozdéleni je praveé jen téch pét na obrazku.

2.3.5 Piiklad Mnozina vSech uspofaddanych n-tic redlnych ¢isel, napf. = (21, ...,2n), ¥ = (Y1, -, Yn),
z=(z1,...,2n) atd. s metrikou

1
dp(z,y) = (X lyw — 2lP)?
(kde p > 1,p € R, je pevné ¢islo), je dilezitym metrickym prostorem R = (R", d,). Platnost axiémi (d1),
(d2) je zfejma. Platnost trojihelnikové nerovnosti, tj. axiému (d3) se dokazuje tak, Ze polozime
Yk — Tp = ag, 2k — Yk = b, prok=1,....n. (2.7)
Trojuhelnikova nerovnost
dp(l', Z) S dp('rv y) + dp(ya Z)a

kterou je pak nutno dokazat, ziska tvar

(S0 lak + bel?) < (S lanl?)® + (S, bel?)? (2.8)

coz je velmi dilezita, tzv. Minkovského nerovnost. Pro p = 1 je tato nerovnost ziejma (absolutni hodnota
souctu neni vétsi nez soucet absolutnich hodnot).
P1i dikazu Minkovského nerovnosti pro p > 1 se vychazi z dalsi znamé, tzv. Holderovy nerovnosti

1 1
D= lawbel < (kg lanlP)™ (k—y 10x]) 7, (2.9)
kde ¢isla p > 1,q > 1 jsou vazana podminkou
1 1

Sat o1 tg= 2.
P q p—1
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Specidlnim pfipadem, kdy p = ¢ = 2, je nerovnost

n n 1 n 1 . n 2 n n
Dk labil < (5oy larl?)” (Croy [Bel?) 2 tie (ke lanbel)™ < 3704 larl® 205y [bk[? (2.10)

znédma jako Schwarzova nerovnost (¢i Cauchy-Bunjakovského). Interpretujeme-li na chvili ve Schwarzové
nerovnosti usporadané n-tice jako aritmetické vektory a, b, pak lze Schwarzovu nerovnost prehledné zapsat
ve tvaru

@ b)| < llall - [Ib]l, . |(@ b)[* < fa]|* - Ib]]%, (2.11)
kde || - || je norma (velikost) vektoru. Pfitom v Ry, jak vime z linedrni algebry, je
(@,0) = arby + ... + anby, = S0, arby, (2.12)
lall = v/(a,a), (2.13)
0@, b) = [b—al = /(a1 — b1)% + ...+ (an — bn)>. (2.14)

2.3.6 Poznamka Metrika d, uvazovana v pfedchozim piikladé pfejde v euklidovskou metriku ze vztahu
(2.1), klademe-li p = 2, a v oktaedrickou metriku z ptikladu 2.3.3, klademe-li p = 1. Déle lze ukazat, ze i
kubickou metriku

dicun (2, y) = max lyr — x|

zavedenou tamtéz dostaneme, prejdeme-li k limité pro p — 400,

1
dican (2, y) = limp 400 gy Yk — 2 [P)7

2.3.7 Poznamka Je dilezité védét, ze pro p < 1 Minkovského rovnost neplati. To v8ak znamena, Ze v
takovych metrickych prostorech R}, kde p < 1, trojihelnikova nerovnost (axiém (d3)) neplati!

2.3.8 Linearni normovany prostor a axiémy normy Termin norma ||@]| vektoru @ se v literature
pouziva k oznaceni jeho velikosti — délky, napf. ve vztazich se skalarnim, vektorovym i smiSenym soucinem.
Norma vektoru vystupovala také ve Schwarzové nerovnosti, kde mizeme misto vektoru jako prvky uvazovat
téz funkce, a ziskat tak pro inZenyrské aplikace uziteény funkcionalni prostor Ls(a,b), o kterém se zminime
v zavéru této kapitoly. Proto nyni prehledné zapiseme do t¥i axiomu vlastnosti normy prvki, které si ¢tenar
miuze predstavit opét jako vektory, avsak po nékolika nasledujicich prikladech pozna, ze analogicky mizeme
pracovat i s funkcemi.

Necht mnozina prvka M je linedl (linedrni prostor, viz 1.2.5 str. 15). Pfifadme kazdému prvku v € M
redlné ¢islo ||u, tj. ||ul| € R, tzv. normu prvku spliwujici nasledujici axiémy normy

nl) ||ul| > 0, pficemz ||u|| =0 < u = o, kde o je nulovy prvek v M ozitivni definitnost
( p ] yp P

axiom definitnosti

(n2) JJau|| = || ||u|| pro kazdé o € R homogenita

(n3) ||u+ || < [Jul| + ||v]|, pro kazdé u,v € M. trojahelnikova nerovnost

Linedl M, na némz je definovdna norma prvku || - || s vlastnostmi (nl), (n2), (n3), se nazyvé (linearni)
normovany prostor. Oznaéime jej P = (M, | - ||).

Normovany prostor nemusi mit definovan skaldrni souéin prvka (u,v), tj. nemusi byt vidy unitdrnim
prostorem (uvedenym v 1.2.6), avSak je to specidlni pfipad prostoru metrického (Viz cvideni 2.).
Zavedeme v (linedrnim) normovaném prostoru P = (M, || - ||) vzdalenost

d(u,v) = [|jv —ul|. (2.15)

Ovérte, zda takto definovana ,vzdalenost* d spliiuje vSechny tfi axiémy metriky z 2.1.2, a tim zjistite, zda
kazdy normovany prostor je (linedrni) normovany metricky prostor.
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2.3.9 Priiklad Seznamime ¢tenéfe se zajimavym prostorem, ktery je pfirozenou analogii n-rozmérného
aritmetického vektorového prostoru R™ pro n = +oo. Je totiz napf. vyznamny v Heisenbergové modelu
kvantové mechaniky.

Ozna¢me [ metricky prostor (nekone¢nédimenziondlni), jehoz body jsou vSechny (nekoneéné) posloupnosti

x=(x1,Z2,...,%n,...) = {2},
realnych, popt. komplexnich ¢isel spliujicich podminku
Doy lTk]? < 400,
ktera znamend, ze uvedend ¢iselnd fada (nezapornych ¢isel) je konvergentni (tj. mé koneény soudet), presnéji
limy, oo (|21 ]2 + |22 4+ -+ [20]?) = impy oo Do gy |2k)?
je konecné ¢islo. Dokazeme, ze realnou funkci
A(w) = (S5 lye — 2al?)

je definovana metrika. Z elementarni nerovnosti

=

|z + yil? < 2lzk | + 2|yel?

plyne, ze funkce d(x,y) ma smysl pro vechny body z,y € lo, tj. Ze fada Y ;- | |yr — xx|? konverguje, kdyz

konverguji fady > 77 |zk|?, Sorey |ykl*
guj Y 2uk=1 1Tk 2up=1 1Yk
Protoze axiémy (d1), (d2) evidentné plati, ovéfime jen trojuhelnikovou nerovnost

1
2

(O |z —2el?)? < (0o 1w —wkl?) 2 + (e lyk — zil?)? (2.16)

Podle definice I3 kazda z téchto tii fad konverguje a pro kazdé celé kladné n plati nerovnost

1 1 1
(ZZ:1 |2k — Jjk|2) * < (ZZ:1 |2k — yk|2) ’ (ZZ:1 Yk — Jjk|2) :,

ktera plyne pfimo z Minkovského nerovnosti, v niz p = 2 a zaroven za ay, b, dosadime z rovnosti (2.7).
Piejdeme-li pak v posledni nerovnosti k limité pro n — oo, dostaneme (2.16), ¢imz je v Iz platnost trojtahel-
nikové nerovnosti ovérena.

2.3.10 Priklad Uvazujeme-li mnozinu vSech ohrani¢enjch posloupnosti z = {zx};2, = (z1,...,&n,...)
realnych ¢isel a definujeme-li metriku vztahem

d(z,y) = sup |yx — x|,
keN~*

je zfejmé, Ze dostdvame dal$i metricky prostor (nekoneéné dimenze), ktery oznacime B.

2.3.11 Poznamka - Definice Pripomenime, Ze realné ¢islo sup M, resp. inf M se nazyva supremum,
resp. tnfimum mnoziny M C R, jestlize

(1) pro kazdé m € M je m < sup M, resp. inf M < m
(tj. definované ¢islo je horni, resp. dolni ohraniceni (zdvora, mez, odhad) mnoziny M)

(2) je-li néjaké m* < sup M, resp. inf M < m*, pak existuje m € M tak, ze m* < m, resp. m < m* (tj.
definované ¢islo je nejmensi, resp. nejvétsi z ¢isel majicich vlastnost (1) ).

Pro shora (zdola) neohrani¢ené mnoziny je sup M = +o0 (inf M = —o0), déle je sup ) = —oo, inf ) = +o0.
Zduraznéme jesté, ze supremum, popf. infimum dané mnoziny nemusi byt jejim prvkem. Jedna se tedy o
podstatné obecnéjsi pojmy nez jsou pojmy maximadalni, popt. minimalni prvek mnoZiny.

2.3.12 Priiklad - Prostor funkci definovanych a ohrani¢enych na mnoziné M Ukézeme, Ze v
tomto prostoru (opét nekonecnédimenzionalnim) oznaceném B(M) je vztahem

d(z,y) = sup [y(t) — =(¢)]

definovana metrika. Takovéto pro aplikace velmi dilezité prostory, jejichz prvky jsou funkce, nazyvame
Sfunkciondlni prostory. Opét je tfeba dokdzat platnost trojihelnikové nerovnosti (d3). Pro kazdé t € M
vsak plati

[2(8) =2 = lly(t) = 2@O) + () = y(Oll < y(&) = 2@ +[=() —y(O)] < sup [y(8) —2(B)] + sup [2(8) — ()]
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Odtud

sup [2(t) — z(B)] < sup ly(t) — =(®)] + sup [=(t) —y(*)]

coz je vlastné trojuhelnikova nerovnost
d(z,z) < d(z,y) +d(y, z).

Poznamenejme, Ze v teorii funkénich fad se konvergence v prostoru B(M) nazyva stejnomérnd konver-
gence a uvedena metrika je tzv. stejnomérna nebo supremadalni metrika.

2.3.13 Priklad - Prostor C[a,b] Tak se v matematické analyze oznacuje jak mnoZina vSech spojitych
funkei redlnych, popt. komplexnich, na uzavieném intervalu [a, ], tak p¥islusny velmi vyznamny prostor
s maximovou metrikou

d(z,y) = Jnax ly(t) —z(t)]

viz obr. 2.5, ve které uz misto (obecnéjsiho) suprema miizeme psit maximum.
Rozdil spojitych funkei je opét funkce spojitd na [a,b] a podle druhé Weierstras-
sovy véty zde také nabyva globalnich (absolutnich) extrému. Prostor Cfla,b] je O
podprostorem predeslého prostoru B(M), tj. Cla,b] C B(a,b). Obr. 2.5

|

I

|

I

I

I

|

1

|
a

2.3.14 Prtiklad — Prostor spojitych funkeci Csa,b] s kvadratickou metrikou Opét se vychézi z
mnoziny vSech spojitych funkei redlnych, popt. komplexnich (v pfipadé redlngych funkci se v nasledujicich
vzorcich misto absolutnich hodnot pisi zévorky), definovanych na uzavieném intervalu [a, b, avsak s tzv.
kvadratickou metrikou

y) = /L2 1) - 2()]2de. (2.17)

Zde jsou opét axiémy (dl), (d2) zfejmé a trojuhelnikovd nerovnost (d3) vyplyva z integrdlniho tvaru
Schwarzovy nerovnosti

(f |z(t) |dt) <f |z(t)|2dt f ly(t)|2dt. (2.18)

Pro Uplnost poznamenejme, Ze lze rovnéz formulovat Hélderovu nerovnost v integralnim tvaru

e |dt<<f |z (t |pdt) (f ly(t |th) , (2.19)

ktera plati pro libovolné funkce x a y, pro které integraly na pravé strané maji smysl. Odtud také dostaneme
Minkovského nerovnost v integralnim tvaru

(HEQ |pdt) < (U7 lote |pdt) + (7l |pdt) . (2.20)

2.3.15 Poznamka - Prostor kvadraticky lebesgueovsky®) integrovatelnych funkci Lo(a,b) Jde
o (linearni) metricky prostor, jehoz prvky zde tvori (podrobnéji viz napf. [34]) redlné (obecnéji lze uvazovat
i funkce komplexni) funkce L-integrovatelné, tedy integrovatelné na ohrani¢eném intervalu [a,b] v Le-
besgueové?) smyslu (nikoli tedyR-integrovatelné, tedy v klasickém Riemannové smyslu), a to s druhou
mocninou neboli s kvadratem, coz znamena, ze konverguji neboli jsou kone¢né nasledujici t¥i Lebesgueovy
integraly, a plati

b
/ }(r)dx < oo = / |u(z)|dr < +o00 = / x)da < 4+00. (2.21)

Uvedené implikace jsou diisledkem zékladnich vlastnosti L-integralu.?) Protoze zde neni misto na po-
drobnéjsi vyklad, pfipojme alespon nékolik priblizeni. L-integral, pokud neuvazujeme i nevlastni R-integral,
je podstatnym zobecnénim R-integralu, ktery se opiral o pojem Jordanovy(-Peanovy) miry mnoziny. Tedy
vSechny funkce integrovatelné riemannovsky (napt. funkce definované na konecném intervalu, které na ném
maji nejvyse koneény pocet bodl nespojitosti prvniho druhu) jsou integrovatelné i lebesgueovsky a navic
definuji stejné hodnoty.

Zduraznéme pfitom, ze u L-integrdlu jde vzdy o absolutni integrovatelnost, tj. funkce f(z) je L-
integrovatelnd, pravé kdyz je L-integrovatelnd funkce |f(x)| (pak budou tvary obou poslednich integrali

3)Cti: lebegovsky

4) Lebesgue Henri Léon (1875-1941), Francouz, r. 1902 vytvoril vSeobecné pouzivanou teorii integralu nesouci jeho jméno.

5)Zatimco pii definici klasického uréitého (tj. Riemannova) integralu, jak ¢tenar vi, délime p¥i konstrukei integralnich souétt
na ,malé dilky“ defini¢ni obor funkce, u L-integralu oproti tomu délime na ,malé dilky“ obor funkénich hodnot.
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v (2.21) rovnocenné). Pojem L-integralu se opird o pojem Lebesgueova mira (ta je v E; pfirozenym
zobecnénim pojmu délka intervalu), o pojem L-méritelnad mnoZina [kdy se neuvazuje kone¢né mnoho,
ale spocetné mnoho (Viz mnoZinu spocetnou v 3.2.15) pokryti uvazované mnoziny| a L-méritelné
Junkce. Ukazuje se, ze dokonce i v E,, je tfida mnozin, které jsou lebesgueovsky méritelné, znacné rozsahla.
Piesto byla dokazana existence takovych mnozin, které nejsou L-méFitelné®). Jde vsak o dosti abstraktni
konstrukce. V inzenyrskych a pfirodovédnych aplikacich se setkavame s mnozinami, které jsou L-méritelné,
a tak se zda, ze matematickd teorie v tomto sméru nastésti prfedbihd praxi. Disledkem obecnosti L-integralu
je mj. to, ze pfedpoklady matematickych vét 1ze zjednodusit nebo vynechat (napf. ve vétach o zdméné limity
a integralu atd.). Z aplika¢niho hlediska viibec nedojde ke kolizi, jestlize ¢tendf neznd teorii L-integralu a
na vSechny integraly v piikladech bude nahliZzet jako na klasické R-integraly. V aplikacich se totiz vétsinou
setkavame s pripady, kdy uvazovana funkce je L i R-integrovatelna, takze hodnoty obou integrald jsou stejné
a stejné tak i metody jejich vypoctu). V tomto nekoneénédimenziondlnim prostoru funkci je definovan
skalérni soucin (u,v) integralnim vztahem

(u,v) = fab uv dz (2.22)
(tedy jde o wnitdrni prostor), a tim je indukovidna norma |u|| vztahem
b
lull = V(w,u) = lull =/ J;, v?(z)dw (2.23)

(tedy jde o normovang prostor) a normou je indukovéna kvadratickda metrika d(u,v)

d(u,v) = ljv —ul| = d(u,v) = \/f;[v(:r) —u(x)]?dz. (2.24)

Lze ukézat inkluzi
Cla,b] C La(a,b).

Z definice plyne, 7ze kazd4 redlnd funkce spojitd na uzavieném intervalu [a, b] je integrovatelnd s druhou
mocninou, nebot pro spojitou funkci jsou vSechny 3 integraly konvergentni. Avsak do t¥idy funkeci lebesgue-
ovsky integrovatelnych s druhou mocninou patii i funkce mnohem obecnéjsi.

Prostor La(a,b) patii mezi nejjednodussi Hilbertovy™ prostory, které jsou ¢asti obecnéjsich Banacho-
vych® prostori.

V piipadé komplexnich funkci L-integrovatelnych s druhou mocninou v Lo(a,b), vyuzivanych zejména
v elektrotechnickych aplikacich, se jen mirné modifikuji nékteré nase a nékteré dalsi vztahy. Zavérem pozna-
menejme, zZe v modernéjsich partiich matematiky, véetné aplikované matematiky, je pouziti L-integralu zcela
nezbytné. Umoznuje také, aby vyznamné fyzikalni principy, napf. princip minima potencidlni ener-
gie, a jejich matematické vyjadieni realizované ¢asto pravé pomoci integralnich vztaht,?) napf. tzv. véta
o minimu funkcionalu energie, byly v souladu.

Do moderni teorie integrélu svétového véhlasu se zatadil vynikajici éesky matematik Jaroslav Kurz-
weil (¥1926-).1%)

2.4 Cviéeni

Rozhodnéte, zda zobrazeni d : (z,y) — sin®(z — y) zobrazujici R* — R je metrika d(z,y) na R.
{neni, nebot d(x,y) = 0 rovnéz pro x = y + km,k # 0,k € Z, takZe neplati axiém totoznosti (d1)
pro metrikuj}

Ozna¢me M mnozinu vSech uspofadanych n-tic = (z1,...,2,), kde z; =0 nebox; =1 proi =1,2,...,n.
Pro prvky z,y € M definujme celé nezéporné ¢islo d(z, y) = pocet mist (indexi), v nichz se z, y lisi. Naznacte
dtikaz, ze d je metrika. Tim ovéfite, ze (M, d) je metricky, tzv. Hamminguv prostor, hrajici dilezitou
roli v teorii kédovani.

6)Prvni piiklad takové mnoziny uvedl italsky matematik Guiseppe Vitali (1875-1932).

") Hilbert David (1862-1943), po Gaussovi a Leibnizovi snad nejvyznamnéjsi némecky matematik.

8)Banach Stefan (1892-1945), nejvyznamnéjsi polsky matematik. Nazev zavedl v roce 1928 Francouz M. R. Fréchet.

9)Znamy je Hilbertiiv nazor, ze ,fyzikalni zdkony by nemély byt formuloviny pomoci diferencialnich vztahi, ale
pomoci integralnich vztahu*.

10)Ten v roce 1957 ve svém ¢lanku z oblasti diferencialnich rovnic definoval zcela novy integral Riemannova typu, ktery vSak
nebyl hlavnim cilem jeho prace. To provedl ve svém ¢lanku z r. 1960 az severoirsky matematik Ralph Henstock (x1923-), jenz
pry Kurzweiltuv ¢lanek neznal. Kurzweiltiiv K-integral, castéji Kurzweiluv- Henstockuv integral, zobecniuje klasickou souc¢tovou
o integral neabsolutné konvergentni, a také se s nim u funkci redlnych proménnych snadnéji pracuje. Pro funkce realnych
proménnych je ekvivalentni s dfive objevenym integralem Perronovym, ale i zde je vici nému podstatné jednodussi.
Akademie véd CR udélila J. Kurzweilovi v roce 1996 prestizni Bolzanovu medaili.
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Zavedme v normovaném prostoru P = (M, || - ||) definovaném v 2.3.8 vzdalenost d(u,v) = ||v — u||. Ovéite,
zda takto definovand vzdalenost d splinuje vSechny 3 axiémy metriky z 2.1.2 na str. 30, a tim zjistite, zda
kazdy normovany prostor je normovany metricky prostor.

{vysledek neuvddime, ndpovédu odpovédi lze najit po precteni odstavce 2.3.15 na str. 36 o funkciondlnim
prostoru Lo(a,b)}

Urcete, pro jaké vektory a, bzE, = Ry = (R", o) (kde o je samoziejmé euklidovskd metrika) plati pro jejich
skalarni souéin (@, b) ve Schwarzové nerovnosti ze str. 34 specialné rovnost, tj. (@, b)| = ||@|| - [|b]| (Nacrtnéte
si v Eg, ve kterém norma vektoru || - || z E,, ziskd geometricky ndzorny vyznam jeho délky).

{linedrné zavislé}}

Pro jaké vektory @,b z E, nastane v trojihelnikové nerovnosti zapsané pomoci norem: ||@+ b]| < ||a@|| + ||]|
a platici pro kazdé @,b € E,, specialné rovnost, tj. ||@ + b|| = ||@|| + ||b]| (Nacrtnéte si v Es).

{linedrné zavislé}}

@ Pouze klasickym vypoctem (tj. v Riemannové smyslu) vSech potiebnych uréitych integréli ve vztahu (2.21)
tak, jak je umime pocitat z 1. semestru, zjistéte, zda funkce

a) u(x) = 3%/5
b) v(x) = ﬁ

patii do prostoru Lo (0, 1), tj. do prostoru funkci lebesgueovsky integrovatelnych s druhou mocninou (s kvadréa-
tem) na intervalu (0, 1).

a)) {u € La, nebot fol u?dz = 3, fol luldx = fol u(z)dr = 3}

b)) {v ¢ Lo, nebot fol v2dx = +o0, tj. diverguje (piestoze fol |v|dz = fol v(z)dx = 2, tj. konverguje) }

Uvazujme prostor Cala,b] (z piikladu 2.3.14) v8ech redlngch spojitych funkci definovanych na [a, b], a tedy
patficich do téhoZ prostoru Lo(a, b) vSech funkei lebesgueovsky integrovatelnych s druhou mocninou (z po-

znamky 2.3.15) na (a,b) se skalarnim sou¢inem prvki (z,y), resp. normou ||z||, resp. metrikou
d(z,y) = ||y — || definovanymi tam takto

(.9) = [Paly)dt, ol =/ [le@Pdt, ly—al = /@) - 22| (225)

a) Je Csa,b] a také La(a,b) unitdrni (neboli prehilbertovsky) prostor? K tomu je tieba ovéfit axiémy jak
linedrniho prostoru,'V) tak také skaldrniho soucinu jeho prvka.'?)

b) Mezi rtiznymi bézemi, které 1ze v La(a, b) zavést, je pro Siroké vyziti (napf. u Fourierovych fad) nejdulezitéjsi
(nebot je to rovnéz tzv. uplny systém) systém goniometrickych funkei

1, cos ¢, sin %t np=1,2,... . (2.26)
Pfitom Fikadme, ze (spocetny) systém funkci {f,},tj. f1,fa2,... je ortogondlni v (unitdrnim) prostoru
P, jsou-li ortogonalni v P kazdé dvé riuzné funkce této soustavy, tj. kdyz
b .
(fmr fn) = [ fn(t) fu(t)dt =0 pro vSechna m # n. (2.27)

Ovérte, zda uvedeny systém funkci je ortogonalni v obou prostorech, a to pfimymi vypocty integralt podle
predeslého vztahu, pti vyuziti nasledujicich vzorcd pro rizné souciny integrandii (tj. funkei za integraly),
které se pritom vyskytnou

cosat cosft = %[cos(a — B)t + cos(a + B)t] (2.28)
sinat sinfft = %[cos(a — B)t — cos(a + B)t] (2.29)
sinat cosfft = %[Sin(a — Bt + sin(a + PB)t], (2.30)

popf. s vyuzitim dalsich dvou vzorct (lze je jisté snadno ziskat uz z predeslych)

sinoatfsinﬂt:Z(:osa;rﬂt sinaiﬂt atf

tﬁnagﬂt (2.31)

, cosat —cosft = —2sin

11)tj. pro operaci sc¢itant jeho prvki axiém komutativnosti, asociativnosti, existence nulového prvku, existence opa¢ného prvku
a pro operaci ndasobeni prvku skaldrem axiém asociativnosti, absorbce jednicky, distributivnosti vzhledem ke s¢itani skalara i
prvka

12)tj. axiém pozitivni definitnosti, komutativnosti, asociativnosti, distributivnosti
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c) Vypocitejte normu kazdého (ze ,t¥i“ zadanych (zakladnich) prvki) prvku zadaného systému.

d) Ze zadaného systému, pokud je ortogondlni, utvoite na zdkladé vypocti v predeslé ¢asti c¢) tzv. orto-
normalni systém funkci v uvazovaném prostoru. Pritom fikdme, Ze ortogondlni systém prvku je
ortonormdlni v prostoru P, kdyz navic kazdy jeho prvek u,, € P je normovanyg (na jednicku), tj

unllp =1 (2.32)

a)) {Csla,b] a La(a,b) jsou unitarni prostory}

b)) {systém funkci je ortogondlni v obou prostorech }

) {llzll=1/%2 Ilcos ZZ2t| = || sin F=2t]| = /252 }

d) {=, /& cosErt, \[pLsinEt, n=12,.}

S vyuzitim navodu a popt. vzorct v predchozim prikladu
e urcete, zda systém funkci je v daném funkcionalnim prostoru ortogonélni,

e kdyz ano, vypoctéte normu vsech jeho prvki a promyslete tvar ptislusného ortonormalniho systému

a) 1l,cosz,sinz,...,coskx,sinkx,... v Ly(0,2m)
{ano, dokonce v La(a,a + 27), kde a € R; || cos kt|| = 2” cos? ktdt =/, || sinkt|| = /7, ||1]| = V27 }
b) 1,cos Zt sin It ... cos 2L sin 7L v L5(0,21),l € Rt = (0 +00)
{ano, tento tzv. obecny trigonometricky systém je tam OS; ||1]| = v/21, || cos &2t || = || sin 22t || = V1)
c) 1,cos &, sin T, ... cos KTL gin K7L v Ly(—1,1),l € R*
flano; [[1]| = . || cos £7= | = || sin #72 || = -}
d) %, cosZE cos L, ... cosETL v Ly(0,1),l € RY
{ano, tento tzv. systém kosina je tam OS; ||%H = %, || cos IWTZH = \/g}}
e) sinZZ sin 272 sin27E v Ly(0,1),1 € RY
ano, tento tzv. systém sinu je tam sin “7E || =
té OS kwx
sin t,sin 3¢, sin 5¢, ..., sin(2n — .. v Loy neuvadime
f) sint,sin 3t,sin5t, . 2 1)t L-(0,Z Adi

g) (Uplny) systém komple:cmch funk01 (exponenmalnich) e n=0,+1,42,... v Ly(0,27).
{ ano, je tam ortogonalni (dokonce v La(a,a + 27), kde a € R).
e Je-li totiz komplexni funkce u(z) redlného argumentu = ve tvaru u(z) = uq(z) + tuz(z), kde uy(x), resp.
us(x) je jeji redlnd, resp. imaginarni ¢ast, pak funkce k ni komplexné sdruzend je u*(z) = ui(x) — iua(x) a
skalarni soucin a normu definujeme takto

v) = [T u@)ot @)z, ull = /37 u(@)2de.

Komutativni zadkon se modifikuje do tvaru (u,v) = (v,u)* a rovnéz (u,av) = a*(u,v), kde o* znadi ¢islo
komplexné sdruzené k «. Pouzijeme-li jesté vyznamny Fuleruv vzorec (EV) platny pro z € R

eix

= costrz'sinz‘ (2.33)

a probirany v u¢ivu o obycejnych diferencialnich rovnicich ¢i kmitavych déjich, dostavame pro m # n

2w
0
1

m—n
e Pro m = n je ("%, e™m*) = |e™®||? = fo% emTe Ay = 21 = [|e™*|| = 21}
—— ~~

2” cilm—n)z g, (V) fo% [cos(m — n)x + isin(m — n)z]dz =

0—il-1} =0

(eimm, einz) — eimz( znz) de =

{[sin(m — n)x]%” —i[cos(m —n)z]3"} =

m—n

@ Urcete thel ¢, ktery spolu sviraji v prostoru Ly (0, 1) redlnych lebesgueovsky integrovatelnych funkei s dru-
hou mocninou funkce u(t) = t? a v(t) = t>.
Navod: Analogicky jako u zndmé geometrické definice skaldrniho soucinu dvou vektorti @- b = ||| - ||b|| cos ¢
také v redlném wunitérnim prostoru se skaldrnim soucinem (u,v) = f; uvdt a normou indukovanou
vztahem

[lul| = /(u,u) = \/fab u? dt definujeme ,,adhel“ dvou nenulovych prvku (zde funkci) predpisem

cos p = IIEAT@II , (2.34)




40 2 POZNAMKY K METRICKYM PROSTORUM

coz lze, nebot ze znamé Schwarzovy nerovnosti |(u, v)| < ||ul|-||v|| plyne, Ze ve vzorci (2.34) je vyraz na pravé

strané v absolutni hodnoté mensi nebo roven jedné. o = arccos /3% = 0,167 (rad)}

Urcete, jakou vzdalenost d(u,v) maji libovolné dvé rtizné funkce u,v z obecného ortonormélniho trigono-
metrického (iplného systému) funkei

_1 cosxz sinzx coskx sinkx

V2r) m om0 w0 w0
v (normovaném) unitdrnim prostoru Lo(—m, ) kvadraticky lebesgueovsky integrovatelnych redlngych
funkei, jestlize ve shodé se vztahem (2.24) na str. 37 definujeme vzdalenost

d(u,v) = |lu—v| = \/f:[v(x) —u(x)]?dz |. (2.35)

Névod: Protoze funkce z tohoto systému jsou navzijem ortogonalni (neboli kolmé), tedy (u,v) = 0, d4 se
vyuzit Pythagorova véta unitarniho prostoru:

[Ject (u,0) = 0. pab_fju ol = [ulP+ ol (2.30)

Piimym vypoctem si vyjadrete ¢tverec vzdalenosti, tj.
lov—ul?=@w-uv—u)=....

s
fd?(u,v) = o —uf? = ... = |ul® + [Jo]|* = J~

_w*(z)dz + [T _v?(2)dz = 2 = d(u,v) = V2, piicemz staci
vycislit celkem pét vzdalenostij}



41

3 Bodové mnoziny predevsim v euklidovskych prostorech

3.1 Uvod

V této kapitole, ktera je jakymsi ivodem do oblasti matematické analyzy, zejména do diferencidlniho poc¢tu
funkci vice proménnych, se setkdvame s mnoha klicovymi pojmy. Napfiklad pojem konvergence lze budovat
v abstraktné pojatych metrickych prostorech. My vsSak z duvodu lepsi geometrické ndzornosti ziustaneme
vétsinou na pidé euklidovskych (aritmetickych) prostorti E,,. I tak bude mit ni$ postup dostatecné Siroky
zabér, a navic mnoho tvah v E, budeme moci bezprostiedné ilustrovat v jeho specidlnich geometrickych
modelech, a to v Eq, resp. Ej.

V matematické analyze funkci jednoho argumentu byla oborem funkce vzdy jistd mnozina realnych cisel,
zpravidla interval, at ohrani¢eny nebo neohranic¢eny. U funkei vice argumentti ptijde o vicerozmérné obory,
coz jsou opét bodové mnoziny. Jejich prvky vsak nejsou cisla, tj. body na realné ose E;, ale usporadané
skupiny ¢isel nékdy nazyvanych body, jindy vektory v roviné E, nebo v prostoru E3 nebo i ve vicerozmérném
prostoru.

Pokud se tyka oznacovani usporaddanych n-tic z E,,, uvedme véas nasledujici timluvu.

3.1.1 Umluva V matematické analijze casto vyuZivime geometrickou terminologii, a tim je vy-
klad podstatné srozumitelnéjsi. Proto také v nasem wvykladu nazveme usporadanou n-tici redlnych cisel
X1,T2,...,%, nékdy bodem a nékdy vektorem a jako na bod z E,, nebo na vektor z jeho zaméreni V(E,)
(p7i pevné zvolené kartézské soustavé soutadnic) se na tuto n-tici budeme divat. Konkrétnéji, zatimco v
analytické geometrii v prostoru Ez se body a vektory vzhledem k dané problematice uzkostlive rozlisuji, v
matematické analyze se ztotoZnénim bodi (napt. tam nékdy mluvime o bodu & = (x1,...,x,), ktery je popr.
misto se Sipkou tistén tuéné) a vektord mnoho tdvah podstatné zjednodusi. Napt. u diferencidlu funkce vice
promeénnych se muze stdat, zZe nekteré proménné maji charakter bodu a jin€ zase charakter vektoru. Proto
je v matematické analyze obvyklé oznacit soutadnice bodu X v kulatych zdvorkdch, tj. X = (x1,...,Zn).
Podobné k-tice jistgch funkci definuje zobrazeni ® (Cti: velké fi), které pak zapiseme

bodové: ® = [¢1,. .., bk, vektorové ® = (1, 0k) Cijen @ = (¢1,...,0k).

Predpokldddme tedy, Ze ctendr bude v tomto sméru tolerantnéjsi k pozdéjsi vétsi volnosti v oznacovani.

3.2 Okoli bodu. Limita posloupnosti bodt v E,

Pomoci pojmu vzdalenost, ktery zname z metrickych prostori, definujeme pojem okoli bodu. Ten je
vychodiskem pro zékladni pojem matematické analyzy — limitu.)

3.2.1 Definice Méjme realné éislod > 0,tj. § € R alibovolny bod A = [ay, ..., a,] € E,. Mnozinu viech
bodt X = [z1,...,2,] € E,, jejichz vzdalenost o(X,A) od bodu A je mensi nez §, tj. mnozinu definovanou
definitorickou rovnosti

|05(A) == {X € E, |0 < o(X,A) < 3}], (3.1)

pficemz o(X, A) je zndma euklidovskd (sférickd, téz kruhovd) metrika

o(X,A) = \/(xl —a1)?+ ..+ (z, —an)?, (3.2)

nazveme okolim bodu A € E,, (podrobnéji sférickgm (kulovym) d-okolim bodu A ¢ sférickym (kulovym)
okolim bodu A o poloméru §). Byva také oznacovéno jako O(A, §) nebo struénéji O(A). Nepatii-li bod A do
svého okoli, tj. A ¢ Os(A) neboli A € Os \ {A}, pak takové okoli nazveme redukované okoli O3(A) bodu
A a definujeme

|05(A) = {X € E, |0 < o(X,A) < 6}]. (3.3)

(Lze se také setkat s ndzvy ryzi, resp. nedplné, resp. prstencové okoli atd.)

1 Zasluhy na rozvoji pojmu limita v souvislosti s konvergenci posloupnosti maji (1655) Anglian J. Wallis (1616-1703),
Francouzi (1765) Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783) a (1821) Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Dnesni aritmetickou a
statickou® e-0-definici nezaloZenou na starsich geometrickych a dynamickych predstavach podal v r. 1861 Némec Carl Theodor
Wilhelm Weierstrass (1815-1897).
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3.2.2 Poznamka Sférickym (kulovym) okolim bodu A € E3 je oteviena koule? B(A,r) o stiedu A a
polomeéru r > 0, tj. koule bez bodu tvoficich jeji povrch, tedy mnozina

B3(A,7‘) = {X = [.1‘1, xo, $3] € Eg | i(mz — ai)2 < 7“2} (34)

a zcela analogicky sférickym (kulovym) okolim bodu A € E,, je otevrend n-rozmérnd koule o poloméru r

Bu(Ar) = {X = [£1,...,20] € En| é(x —a)? <2}, (3.5)

Pokud predchozi dvé nerovnosti jsou neostré, pak mluvime o ugam‘ené kouli, kterou jakozto uzavienou
mnozinu pro odliSeni ¢asto oznac¢ime pruhem, tj. Bs(A,r), resp. B, (A, ).
Mnozinu vSech bodt X € E,,, jejichz vzdalenost od bodu A se rovnd r > 0, tj. mnozinu (¢ti: kapa)

NE

sn(Ar) = {X € En | *(X,A) := 30 (25 — a;)* = 1%}

=1

nazyvame n-rozmeéernou kulovou plochou se sttedem A a polomérem r.

(Kulovym) Okolim bodu A € E, je kazdy otevieny kruh, tzv. kruhové okoli se stifedem v bodé A (t;j.
ke kruhu nepocitdme jeho hraniéni kruznici) a v Eq, tj. na redlné ¢iselné ose je okolim bodu A, jak vime,
otevieny symetricky interval. Lze tedy pro uvazované body (indexy jsou zbytecné) X = [z],A = [a] € E,
psat

Os(a) = B1(A)0) ={X=[z] € E1|o(X,A) =/ (z —a)2 =z —a| <} =(a—3d,a+).

3.2.3 Priiklad Naértnéme v obrézcich 3.1, 3.2 kruhové okoli a pro pozdéjsi ttvahy i pro porovnani taktéz
tzv. étvercové okoli bodu A = [ay,as] € E,.

Obr. 3.1 Kruhové okoli Obr. 3.2 Ctvercové okoli

3.2.4 Véta (Axiém konvergenéniho® prostoru) Ke kazdym dvéma rtiznym bodtm prostoru E,
existuji takova jejich okoli, ktera jsou navzajem disjunktni. %

Diikaz: Méjme body A,B € E,,, A # B. Oznacme si 20 = o(A, B) a uvazujme okoli boda O(A, ), O(B,J).
Dtikaz provedeme sporem. Oproti tvrzeni véty predpokladejme, Ze existuje bod X € E,, lezici v obou okolich.
Pak ale podle definice musi byt

o(A, X) < § a zéaroveni o(B,X) < 4,

a tedy seCtenim mame

o(A,X) + o(B,X) < 25. (3.6)

Pritom vSak z trojihelnikové nerovnosti (d3) (znamé uz jako jeden z axiémii metriky, viz definice 2.1.2),
kterou, uvazujeme-li ji ve tvaru
(a3) o(A,B) < o(A,C) + 0(C, B),
dostavame, polozime-li tam C = X, vztahy

o(A,X) + 0(B,X) = o(A,B) = 24.
To je ale spor s nerovnosti (3.6). Tim je dtikaz hotov. &

3.2.5 Geometricky dusledek véty napt. v Ey tkvi v tom, Ze kolem dvou rtznych bodu lze v roviné
opsat dva oteviené kruhy (napf. ¢drkované), které nemaji spoleény bod.

2)sféra = kulova plocha

3)Mnozina P, na niz je definovana konvergence posloupnosti jejich prvki, se nazyva konvergenéni prostor.
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3.2.6 Poznamka Je ziejmé, ze kulové okoli spliiuje vSechny t¥i axiomy konvergencéniho prostoru
(1) Ke kazdému bodu v E,, existuje aspori jedno okols.
(2) Kazdy bod z E,, leZi v kaZdém svém okoli.

(3) Pro kazdé dva rizné body z B,, existuje aspori jedna dvojice disjunktnich okoli.

3.2.7 Definice Kazdé zobrazeni f mnoziny vSech kladnych celych ¢isel N* do mnoziny E,, strucéné
f : N* — E,, nazgvame (nekonecnou) posloupnosti (bodi) v E, nebo bodovou posloupnosti v E, a
definujeme-1i X, := f(k)Vk € N*, potom tuto posloupnost zapisujeme

X1, Xar o X}

(slozené zévorky oznacujici mnozinu bodt v predchozim fadku, tj. pfed X; a za druhymi tfemi teckami,
nékdy pro zjednoduseni vynechdme) nebo stru¢né

{Xk}322; nebo struénéji {Xj}, resp. (Xi),
a Xi je tzv. k-tg élen této posloupnosti neboli ¢len s indexem k, ktery lze napf. rozepsat takto

Xp=[zh, 2k, ... 2], 2FeRi=1,2,...,n; k=1,2,.... (3.7)

n

(Samozfejmé k nahofe oznacuje vzdy horni index a nikoli k-tou mocninu, proto byva nékdy psan v okrouhlych
zavorkéach (k))

3.2.8 Poznamka Obcas je v literatufe autor jesté strucnéjsi a mluvi o posloupnosti Xi, takze ,usetii“
jedny zévorky. Budeme-li uvazovat jen koneénou posloupnost, tj. s kone¢nym poctem ¢leni, vzdy toto
slovo zdtraznime. Prdzdnd mnoZina () je koneéna a podet jejich prvki je 0.

3.2.9 Poznamka Pron =1 je {X;} posloupnost bodii v Eq, tedy je to posloupnost (redlngch) éisel
neboli ¢iselnd posloupnost, kde pro zjednoduseni misto {X} piseme
{x}, piicemz zp = [2§] €R, k=1,2,... .

Dolni index jednicka byl v predchozim vztahu zbytecny, a proto je pfirozené horni index psat pro pohodli
dole, jak je obvyklé.

3.2.10 Poznamka Misto oznaceni v (3.7) se také pouziva dvojny dolni index vpravo pro k-ty ¢len po-
sloupnosti bodi z E,

Xk = [Tk1, Th2, - - - Thn), POPE. Xi = [@1k, Toky - Tu] kK =1,2,... . (3.8)

Ukazuje se vyhodné v tuvahach pfipoustét moznost, aby indexy vSech ¢lend posloupnosti tvorily i jinou
(nekoneénou) posloupnost ¢isel nez jen 1,2, 3,4, ... .

3.2.11 Definice Mg¢&jme posloupnost {Xy}. Posloupnost {X;, }, kde jj jsou pfirozena ¢isla ji < jo < ...,
nazyvédme posloupnosti vybranou z {X;} nebo také podposloupnosti posloupnosti {Xy}.

3.2.12 Priklad UvaZujme pro zjednodusSeni ¢iselnou posloupnost (tj. z E1) {zx} = {%} =2, %, %, -
Vybranou posloupnost utvofime napt. tak, ze vezmeme jen kazdy druhy ¢len (se sudym indexem 2m, kde
m=1,2,...), tj. jx = 2m, jr = 2,4,6,... . Tim vznikne vybrand posloupnost {z;, } = {x2, z4,xs,...} ¢isel
357
274767
a lze ji jesté pieindexovat do indexu m na tvar {2251} =: {z,,} a piehledné tak definovat podposloupnost

{zm}.
Vidime, Ze vybrand posloupnost vznikne z dané posloupnosti vynechdnim konecné nebo nekonecné
mnoha clend tak, aby jich jesté nekonecné mnoho (presnéji spocetné mnoho - viz ddle) zistalo.

3.2.13 Cviceni Dokazte, ze vyberete-li kazdy lichy ¢len z predeslé ¢iselné posloupnosti, 1ze ji po Uprave

zapsat jako
2
mn =2, é, 9, atd.
2m —1 3’5
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3.2.14 Definice Posloupnost {X;} se nazyva prostd, jestlize pro k # j je vzdy X # X; (tedy zadny
prvek se neopakuje, ¢imz je vyloucena tzv. konstantni posloupnost, kde se opakuje jeden prvek).

3.2.15 Definice Mnozina (bodi) se nazyva spocetnd a fikdme o ni také, ze mé spocetné mnoho
prvki, kdyz vSechny jeji prvky lze vzajemné jednoznacné (tj. bijektivnim zobrazenim) pfifadit kladnym
celym ¢islim 1,2, 3, ..., tedy uspofddat je v prostou posloupnost. Nazyva se nejvyse spocetnd, téz fikame,
7e méa nejvyse spocdetné mnoho prvkl, kdyZ je to mnozina konefna (véetné prazdné mnoziny () nebo
spocetna. Mnoziny, které nejsou nejvyse spocetné, nazyvame nespocetné mnozZiny.

~——

Obr. 3.3 Vzdalenosti konvergujici k nule  Obr. 3.4 Ekvivalence okoli Obr. 3.5 Dulezité body v E,,

3.2.16 Poznamka Strucné feceno, mnozina je (nekoneénou) spocetnou mnozinou tehdy a jen tehdy,
1ze-1i jeji prvky sefadit do prosté (nekonecné) posloupnosti. Napf. mnozina v8ech bodt v E; s racionalnimi
soufadnicemi (tj. mnozina Q vSech racionalnich éisel) je spocetnd! Totéz 1ze dokdzat i pro body v E,,. Naopak
mnozina R vSech redlnych c¢isel je uz nespocetna a stejné tak i libovolny interval redlnych ¢isel nenulové
délky, napf. interval [0,1).

3.2.17 Poznamka Sjednoceni spocetného systému spocetnych mnozin je spocetnd mnozina, avSak napt.
mnozina vSech (nekoneénych) posloupnosti prirozengch ¢isel je uz nespocetna.

3.2.18 Definice Rekneme, 7e posloupnost {X;} v E, md limitu A € E,,, a piseme
klim X = A nebo jen lim X; = A nebo X — A,
— 00
pravé kdyz
Ve >0 FkoeN" VkeN" k>ko: X, € O:(A).

Pokud mé posloupnost {X} limitu, fikdme o ni, Ze je konvergentni v E,,, a pokud tato limita neexistuje,
je to divergentni posloupnost v E,.

3.2.19 Poznamka Lze také fici, Ze posloupnost v E,, ma limitu A € E,, kdyz ke kazdému e-okoli
bodu A existuje index ko (zavisly na e, tj. ko = ko(e)) tak, Ze vSechny ¢leny takto vybrané posloupnosti
od tohoto indexu pocinaje lezi v uvedeném okoli bodu A (zapséno, O (A) 3 Xi,, O (A) 2 Xjy+1, atd.), coz
vysloveno pomoci (euklidovské) metriky o znamend, ze ¢iselna posloupnost vzdélenosti véech bodu (v Eq)

Q(leA)v Q(XQaA)a R Q(Xn7A)7 s

konverguje k nule, viz obr. 3.3. Tuto skutecnost formuluje nasledujici nutna i postacujici podminka kon-
vergence {X;} v E,,. Pro svou ndzornost byva ¢asto uvddéna jako definice konvergence {X;} (a v takové
publikaci by nase definice 3.2.18 byla formulovana jako véta). Poznamenejme jesté, Ze ¢iselnd posloupnost
(tj. posloupnost v E;) se nazgvd nulovd posloupnost, kdyz konverguje k nule, coZ zapiseme xy, — 0.

3.2.20 Véta (o ekvivalenci konvergenci posloupnosti bodu v E,, a posloupnosti vzdalenosti
v E;1) Posloupnost bodu {X;} konverguje k bodu A v E,, pravé kdyz ¢iselnd posloupnost euklidovskych
vzdalenosti téch bodi od A {o(Xy,A)}72; konverguje k nule (je nulovou posloupnosti). Symbolicky
lim X =A< klim o(Xk,A) =0.% (3.9)
—00

k—o00




3.2 Okoli bodu. Limita posloupnosti bodt v [E,, 45

} (3.10)

3.2.22 Definice MnozZina M, resp. posloupnost {X;.} se nazyvd ohranidend (omezend), existuje-li
n-rozmérnd koule B, (P,r) o stfedu P = [p1,...,p,] € E,, a (konecném) poloméru r tak, ze M, resp. {Xy}
lezi v této kouli.

3.2.21 Priklad Piedpisem

o= {[r G (1)

je ddna bodova posloupnost v [E,.

3.2.23 Poznamka Lze také fici, ze {Xy} je v E,, ohrani¢end posloupnost, pravé kdyz
dr>0VEkeN :X, € OFP),

kde obvykle volime bod (stfed koule) P =0 = [0,0,...,0] € E,.

Pfipomerime, Ze ¢iselnd posloupnost {x;} € E; je ohranidend (omezend), kdyz existuje ¢islo r > 0
tak, ze |x,| < r, coz znamend, ze x,, € (—r,r) = O(0) = B1(0,r). Je zfejmé, Ze posloupnost bodu {X;} je
ohranicend praveé tehdy, kdyz vSechny posloupnosti utvorené vzdy z odpovidajicich si souradnic jsou rovnéz
ohranicené. Nasledujici t¥i tvrzeni jsou zndma z partii matematické analyzy o ¢iselnych posloupnostech.

3.2.24 Véta Kazda posloupnost {X;} v E, mé nejvyse jednu limitu. v
Ditikaz: Lze provést sporem.

3.2.25 Véta (o existenci vybrané konvergentni posloupnosti) Jestlize posloupnost {Xi} v E,,
ma limitu A € E,,, potom kazda z ni vybrana posloupnost ma rovnéz limitu, a tou je A. %

Diikaz: Je zaloZen na tom, ze kdyz lim X;, = A, pak v kazdém okoli bodu A lezi skoro vSechny ¢leny (presnéji
vechny ¢leny s vyjimkou nejvyse spofetné mnoha ¢lentl, viz definice 3.2.15) X;, konvergentni posloupnosti,
a tedy také skoro vsechny ¢leny kazdé jeji podposloupnosti.

3.2.26 Véta Konstantni posloupnost {C} v E,,

[c1,-- oy enls ey e, -

mé limitu C = [e1,...,¢,]. K
Ditikaz: si ¢tenaf muze provést sam.

3.2.27 Véta (o limité podle sourfadnic) Uvazujme posloupnost {X;} bodu z E,, tj. {Xi} =
X1, X2, X3, ... aoznaéme X;, = [2F, 25, ..., 2F] A = [a;1, as, . .., a,]. Potom posloupnost {X;} konverguje
k bodu A pravé tehdy, kdyz kazda z n ¢iselnych posloupnosti odpovidajicich souradnic posloupnosti

bodt X z E,, konverguje k odpovidajici soutadnici bodu A neboli
lim ¥ =a;, provsechna i€ {1,2,...,n}.% (3.11)

A
k—o0

Dtikaz: provedeme ve dvou krocich

1. Predpokladejme nejprve, ze Xy — A. Pak Ve > 03 kg e N*V k> kg :

o(Xk, A) = (i(!ﬂf - ai)2> <e.

i=1
Protoze vsak je
n %
lzF —a) < <Z(x§ ai)2> Vie{l,2,...,n},
i=1
plati pro kazdé ptirozené k > kg
lzF — a;] <e,

coz je vlastné (3.11).
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2. Piedpokladejme obracené, ze plati (3.11). Potom

N

k—o0 k—o0

klim o( X, A) = hrn (Z?:l(zf — ai)Q)% = <Zl ; lim (xf - ai)Q) =0,
— 00

coz podle véty 3.2.20 dokazuje, ze X — A . Tim je dtikaz hotov. &

3.2.28 Dusledek Véta fika, ze limitu posloupnosti bodi {X;} v E, urc¢ime jako usporddanou n-tici
limit ¢iselnych posloupnosti jednotlivich soufadnic boda {Xj}. Dévé tedy prakticky nédvod pro vypocet
limit.

e Analogicky také limitu @ = (a1,...,a,) € V, posloupnosti {Z}} vektori T} = (2%, ... 2%) z vekto-
rového prostoru V,, (zaméfeni prostoru E,) uréime jako uspofaddanou n-tici limit ¢iselnych posloupnosti
jednotlivych soufadnic vektort {Z}, tj. plati

lim #y =d < lim 2 = a; pro vechna i € {1,2,...,n}. (3.12)
k—o00 k—o00
3.2.29 Priiklad V E4 uvazujme bodovou posloupnost z piikladu 3.2.21. Plati hm 7T=1, hm E =0

a berme jako vysledek vhodny k zapamatovani [ze pomoci 'Hospitalova (¢ti: lopztalova) Bernoulhova
pravidla®) lze odvodit], 7e plati

lim {/n =1, lim (1+2)" =e|. (3.13)

n—roo n—oo

Pak v [E4 nastava konvergence zminéné bodové posloupnosti

{Xi} = {[7 TI’I’Q] , [7,1 \/5,(5)2} , [7, (*1)3, €/§,(§)3] } nebot Xz — [7,0,1,€],

2’ 2 3 3

kde e je Eulerovo ¢islo, e = 2,718 ... (které je transcendentnim ¢islem, tj. neni kofenem algebraické rovnice
s celoc¢iselnymi redlnymi kofeny).

3.2.30 Priklad Posloupnost {X;}, kde X; = [k%, (—1)¥], je podle poznamky 3.2.23 ohrani¢end, nebot

posloupnost prvnich soufadnic ¥ = 1?12 i posloupnost druhych soufadnic z§ = (—1)* je ohranicena (v E1).

3.2.31 Priklad Posloupnost {X;}, kde X = [k%, k?] neni ohrani¢ena, nebot posloupnost druhych sou-
fadnic x5 = k2 neni ohranicena.

3.2.32 Véta (o ohranifenosti konvergentnich posloupnosti) Kazda konvergentni posloupnost
v [E,, je tam ohranicena. %

Dikaz: plyne z poznamky 3.2.23.

3.2.33 Véta Bolzanova® — Weierstrassova o existenci konvergentni podposloupnosti
v ohranicené posloupnosti 7Z kazdé ohrani¢ené posloupnosti v E, lze vybrat podposloupnost kon-
vergentni v E, . %

Dtikaz: Necht n > 2 a {X;} je posloupnost bodi ohrani¢ena v E,,. Z posloupnosti {Xy} vybereme takovou
ohrani¢enou podposloupnost {X;, }, aby v ni prvni soufadnice bodt tvofily konvergentni ¢iselnou posloup-
nost, a necht konverguje k ¢islu a;. To podle klasické Bolzano-Weierstrassovy véty v E; (tj. pii n = 1) je
mozné. Nyni podobnym zptsobem vybereme z {X;, } dalsi podposloupnost oznacenou {Xo, } tak, aby v ni
druhé souradnice bodi tvorily ¢iselnou posloupnost, ktera konverguje k ¢islu, které si oznacime as. Po n
krocich dospéjeme k n-té vybrané podposloupnosti {X,, } konvergujici k bodu A = [a1, asg, . .., ay]. ' 3

Y Toto pravidlo je patrné dilem Svycara Johanna Bernoulliho (1667-1748) z r. 1691/92 a jeho zak i mecend$ renomovany
francouzsky matematik, ktery odkoupil prava publikovat jeho vysledky, markyz Guilaume Francoise Antoine de 1’Héspital
(1661-1704) pravidlo uvedl a vydal v r. 1696 ve vitbec prvni uéebnici matematické analyzy.

5 BERNARD BOLZANO (5.10.1781 - 18.12.1848) nejvyznamnéjsi éesky matematik a vyznamny filozof narozeny v Praze,
po predcich italskonémeckého ptivodu, ktery se hrdé hlasil k nasemu narodu. V Praze vystudoval teologii, filozofii a stal se
profesorem nabozenstvi na Univerzité Karlové. Svymi pokrokovymi spisy a prednaskami vyrazné ovlivnil ¢eskou obrozeneckou
generaci. Odmitl nabidku profesury na videnské univerzité a dal prednost zapasu proti pronikajici némecké idealistické filozofii. V
roce 1820, po krutém pronasledovani metternichovskym rezimem, byl po ¢etnych udanich zbaven profesury za nonkonformismus
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3.2.34 Priklad Z ohrani¢ené posloupnosti {X;}, kde X;, = [1712’ (fl)k], lze vybrat podposloupnost
1

o=ty 7]} -}

3.2.35 Poznamka V kapitole o metrickych prostorech, v piikladé 2.3.3 na str. 32, jsme se zminili o
ekvivalenci v abstraktni mnoziné R" (vSech uspotddanych n-tic redlnych ¢isel) metriky kubické (krychlové),
euklidovské (sférické, téz kulové) i oktaedrické, dané nerovnostmi (2.5). V euklidovském prostoru E, =
(R™, o) nyni miizeme s pfihlédnutim k (2.3) definovat mj. i kubické (krychlové) okoli bodu v E,,.

konvergujici k bodu A = [0, 1].

3.2.36 Definice Méjme n kladnych realnych cisel, tj.
5 €RT, ie{l1,2,...,n} abod A = [ay,as,...,a,] € E,.
Mnozinu v8ech bodi X = [z1, 23, ..., z,] € E,, pro jejichz soufadnice plati
|21 — a1 < 01, |xe — as] < da,...,|xn — an| < On,

tj. mnozinu

Qn = {X[x1,. ., 2n] EEpl|2i —ail < ;i =1,2,....,n} = @Os, 5 (A) (3.14)

nebo téz mnozinu zapsanou kartézskym souc¢inem okoli jednotlivych souradnic bodu A
Qn(A,Q(Sl, .. -72671) = (a1 — 01, a1 +61) X (a2 — 09, a9 + 52) X ... X (an — Op,apn + (Sn)

nazyvame otevrengm n-rozmérnym kvadrem se stredem A a délkou hran 261,20s,...,20, nebo téz
otevrenym n-rozmérnym intervalem se stredem A, ¢imz je definovano (,nesymetrické”) n-rozmérné
kvddrové okoli @ Os, .5, (A) bodu A. Plati-li 61 = d2 = ... = 0, =: ¢, mluvime o otevrené n-rozmeérné
krychli C,,(A,25) se stredem A a délkou hrany 26 a definujeme

Cr(A,20) := {X[z1, 22, ..., 2n] € By ||zi —a;] <8,i=1,2,...,n} = “Os(A), (3.15)

piicemz “O5(A) oznacuje kubické nebo téz krychlové §-okoli bodu A (s délkou hrany 24). Pokud vSechny
vySe uvedené nerovnosti jsou neostré a intervaly jsou uzaviené, pak mluvime o uzavreném n-roz_mérném
kvddru (téZ intervalu), jehoz oznaceni nese pruh, tj. Q,,, resp. o uzavrené n-rozmérné krychli C, (A, 25).

3.2.37 Véta (o ekvivalenci kubickych a sférickych okoli v E,) Posloupnost bodt {X;} v E,
konverguje k bodu A nezavisle na tom, zda v E,, uvazujeme sféricka ¢i kubicka okoli. %

Diikaz: plyne podle poznamky 3.2.35 z nerovnosti (2.5), tedy z toho, 7e v E,, jsou kubickd a sféricka
metrika ekvivalentni metriky (Viz 2.3.3).

3.2.38 Poznamka Situaci v Eo, kdy véta pojednava o ekvivalenci kruhového okoli a ¢tvercového okoli,
znédzornuje obrazek 3.4 na str 44. Libovolné malé kruhové okoli bodu A obsahuje (vnofené) ¢tvercové okoli
bodu A a naopak.

Poznamenejme, Ze pro n = oo, tj. v prostorech nekonec¢nédimenzionélnich véta obecné neplati, tj. z ekvi-
valence néjakych dvou metrik a konvergence posloupnosti bodit v jednom z (nekoneénédimenzionélnich)
prostortt neplyne konvergence v druhém prostoru.’) A nyni zobecnime pojem piimky a tsecky pro E,.

a osvicensky teologicky racionalismus. Piedev§im zasluhou Josefa Dobrovského (1793-1829) nebyl uvéznén.

Ke studiu matematiky jej jiz za jeho filozofickych studii ptivedli vynikajici ucitelé Stanislav Vydra (1741 - 1804) a Frantisek
Josef Gerstner (1756 - 1832). Vlivem tézkého zivotniho osudu zanechal mnoho spisii jen v rukopisech a jeho nejvétsi dilo ,,Die
Paradoxien des Unendlichen* vyslo az po jeho smrti v roce 1851, soucasniky nepochopeno, a pak zapomenuto. Svou dobu totiz
Bolzano predbéhl asi o pul stoleti a za mnoho jeho vysledku sklidil jejich znovuobjevenim svétovy véhlas némecky matematik
K. Weierstrass. Jako prvni dusledné budoval sviij matematicky aparat na pojmu limity zavedeném Anglicanem J. Wallisem
(1616 - 1703) a velmi se priblizil jeji dnesni Cauchy-Weierstrassové e-d-definici.

Dnes je Bolzano uvadén mezi pfednimi zakladateli moderni matematiky, jako jsou A.L. Cauchy, K. Weierstrass, G. Cantor,
N.H. Abel a dalsi.

V roce 1817 Bolzano jako prvni formuloval obecné kritérium konvergence fad. Znama je Bolzanova véta o mezihodnoté spojité
funkce. Bolzano je také prvni, kdo se zabyval mnozinami, jejichz teorii vybudoval az némecky matematik G. Cantor (1845-1918).
Uvedme Bolzanovu vétu o supremu a infimu ¢iselné mnoziny. Ta tika, ze kazd4 neprazdna ¢iselnd mnozina ohranicena shora,
resp. zdola méa supremum, resp. infimum. Vétu dokazal metodou pileni, a tak i ona nese jeho jméno. Uz kolem roku 1834,
pied K. Weierstrassem (1815 - 1897) sestrojil spojitou funkci, kterou si nelze predstavit, ma totiz dokonce v kazdém svém bodé
Lwhrot“, tj. jednostranné derivace zleva i zprava v kazdém bodé sice existuji, ale jsou od sebe razné.

Nejvyznamnéjsim ocenénim v matematickych oborech udélovanym u nas je prestizni Bolzanova medaile.

6 Proto v nékterych publikacich ekvivalenci metrik definuji autofi specidlnéji az na zakladé konvergence takto: Necht X; — X
v metrickém prostoru (M, d1) < X, — X v metrickém prostoru (M, d2). Pak fikdme, Ze di,d2 jsou ekvivalentni metriky.
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3.2.39 Definice Mgéjme dva rtzné body Alas,...,a,],B[b1,...,b,] € E,. Prfimkou v E,, prochdzejici
body A, B nazveme mnozinu vSech bodt X[z1, ..., z,] € E,, pro jejichz souradnice plati parametrické rovnice

x1=a1+ (b1 —a1)t, o =as+ (b2 —a2)t, ..., ¥ =an+ (b —an)t, kdet € R, (3.16)

tj. mnozinu

>
AB:= {X[z1,...,xn) €Ey |2 = a; + (b — a)t, t € (—o0,+00), i =1,2,...,n}|.

Useckou, podrobnéji uzavienou useckou, resp. otevienou useckou s krajnimi body A, B, pak na-
zveme mnozinu o stejnych parametrickych rovnicich, kde vSak je parametr ¢ € [0,1], resp. t € (0,1). (Uza-
vienou) Usecku obvykle zna¢ime AB (popt. AB).

Poloprimkou, podrobnéji uzavrenou poloprimkou s pocatecnim bodem A a vnitrnim bodem B,
nazyvame mnozinu

{X[$1,,$n] EEH|$z:a’L+(bzia’b)t7 te [0,+OO), Z:]_,Q,,TL}

3.2.40 Poznamka Soustavu parametrickych rovnic pfimky (3.16) prochézejici body A, B lze v euklidov-
ském (afinnim) prostoru E,, bodové interpretovat zapisem

[X=A+iB-A), teR]

a v jeho vektorovém zaméteni V(E,, ), napt. pomoci piislusnych rddiusvektort, pak zapisem

P =7a+t(7s — 7a) nebo T=ad+t(b— @), teR|,

kde oznacime

—

™ =& := (21,...,2,), TA =d:= (a1,...,an), fa=b:= (b1,...,bn).

Snadno si ¢tenar zformuluje definici polouzavrenych tdsecek a otevrené poloprimky.

3.3 Hromadny bod a dalsi dualezité body i mnoZiny predevsim v E,

Tento ¢lanek by se také mohl nazyvat Nékteré topologické pojmy v E,, protoZe se opird o zakladni
topologicky pojem, kterym je okoli bodu. Termintim, které v hovorové feci bé/né pouzivame (napt.
hranici, oblasti atd.), vSak ddme pfesny vyznam.

3.3.1 Definice Méjme mnozinu M C E,. Bod A, resp. B, resp. C z E,, se nazyva

(1) wvnitrni bod mnozZiny M, kdyz existuje takové jeho okoli O(A), Ze celé lezi v M, tj. O(A) € M (Viz
obr. 3.5 na str. 44),

(2) resp. hraniéni bod mnoZiny M, kdyz v kazdém jeho okoli O(B) lezi alespoil jeden bod X € M a
aspoti jeden bod Y ¢ M,

(3) resp. vnéjst bod mnoziny, kdyz existuje takové jeho okoli O(C), Ze neobsahuje zddny bod mnoziny
M, tj. plati O(O)NM =0 .

3.3.2 Definice Bod B € E,, se nazyva hromadny bod mnoziny M C E,, kdyz v kazdém jeho okoli
lezi alespon jeden bod X € M, X #B .

3.3.3 Poznamka Pii peclivém ¢teni piedchozi definice (a za pomoci nacértka) si ¢tendf uvédomi, ze
hromadng bod je jakymsi ,bodem zhusténi - kondenzace® bodl v této mnoziné.

Zvolime-li libovolné redukované ¢-okoli O3 (B) bodu B, bude v ném napf. aspon bod X; # B, X; € M. Pak
zvolime dalsi redukované okoli bodu B o poloméru mensim nez je vzdalenost bodu X; od stfedu okoli a v
ném mame bod Xo # B, Xy # X1,X2 € M. Opakovanim této procedury ziskdme (nekoneénou) posloupnost
bodi X1, Xa, ..., Xg,... mnoziny M v daném redukovaném okoli O} (B). Plati tedy

3.3.4 Véta (o okoli hromadného bodu) Kazdé okoli hromadného bodu néjaké mnoziny z E,, ob-
sahuje nekoneéné mnoho bodt této mnoziny. %
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3.3.5 Definice Bod C € E, se nazyva izolovany bod mnoziny M C E,, kdyz existuje takové jeho
okoli O(C), ze v ném z mnoziny M lezi pravé jeden bod C, tj. O(C) N M = {C}. Také lze Fici, ze v O(C)
nelezi zadny bod mnoziny M rizny od C.

3.3.6 Poznamka Hrani¢ni bod mnoziny M muze, ale nemusi patfit do M a totéz plati i pro hromadny
bod mnoziny. Hrani¢ni bod mnoziny M nemusi byt jejim hromadnym bodem, zatimco kazdy izolovany bod
je hrani¢éni a neni hromadny. Kazdy vnitfni bod je hromadny a neni hraniéni.

Celou situaci, kterou je nutné si umét spravné predstavit, ndm oziejmi nésledujici prehledné schéma
klasifikace bodu euklidovského prostoru E, vzhledem k dané mmnoziné M C E,. Jisté vyda za vic nez
mnozstvi subjektivné vybranych prikladi a vyplati se dobfe si schéma zapamatovat.

— VNITRNI (lezi v M a jsou hromadné)

IZOLOVANE (lezi v M a nejsou hromadné)
BODY ———— HRANICNI lezici v M
HROMADNE

nelezici v M

L— VNEJSI (nelezi v M a nejsou hromadné)

Schéma 3.1: Klasifikace bodu v E,,

3.3.7 Véta (o limité a hromadném bod&) Bod B € E, je hromadnym bodem mnoziny M pravé
tehdy, kdyz existuje prostd posloupnost bodi {Bi} v mnozing M \ {B} (tj. V k € N* : By € M, By # B),
jejiz limitou je B. %

Dikaz:

1. Bud B hromadny bod mnoziny M. Zvolme néjakou klesajici posloupnost kladnych redlnych ¢éisel
{6k} (tj. pro vSechny indexy k plati §; > dr+1), pro niz plati 6 — 0. Pak v kazdém okoli O, (B) lezi
nekonec¢né mnoho bodd z M rtznych od B. Jeden z nich zvolme a oznac¢me jako By. Takto postupné
vybirané posloupnost {By} v M \ {B} zfejmé konverguje k B, tj. By — B.

2. Obracené, necht {By} je posloupnost v M \ {B} takova, ze By — B. V kazdém okoli O(B) lezi
skoro vSechny ¢leny posloupnosti {By}, tj. lezi zde nekone¢né mnoho ¢lenti posloupnosti {By} patficich
do M. Podle véty 3.3.4 je tedy B hromadnym bodem. &

Dusledek: Hromadny bod mnoziny, at uz v ni lezi nebo ne, si muzeme piedstavit jako limitu (nekonecéné)
prosté posloupnosti bodi z dané mnoziny.

Poznamka k vété a dusledku véty: Slovo prostd posloupnost (tj.: kdy Xi # X; pro k # j) je v
predchozi vété a jejim dusledku klicové. Hromadny bod posloupnosti bodd {Xi} nemusi byt hromadnym

o0
bodem mnoziny M tvorené témito body, tedy mnoziny M = |J {Xx}. Je-li nap¥. posloupnost {Xj} rovna
k=1

konstantni posloupnosti, tj. X; = C pro k € N*, pak M je jednobodovd mnozina, tj. M = {C}, a ta
nema zadny hromadny bod, protoze aby mnozina M méla hromadny bod, musi mit nekone¢ny pocet prvku.
Pritom ale bod C je limitou této konstantni posloupnosti, a protoze kazda limita je zaroven i hromadnym
bodem (obracené tvrzeni neplati), je také hromadnym bodem zminéné konstantni posloupnosti. Konstantni
posloupnost vsak samoziejmé neni prosta.

3.3.8 Definice dalsich topologickych pojmiui
(1) Mnozina vSech vnitfnich bodd mnoziny M se nazyvéa vnitrek mnoZiny M a znacime ji M°.

(2) Mnozina vSech vnéjsich bodt mnoziny M se nazyva vnéjSek mnoZiny M a znalime ji M°€.
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(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

Mnozina vSech hrani¢nich bodi mnoziny M se nazyva hranice mnozZiny M a znaCime ji OM nebo
hr M.

Mnozina M C E, se nazyva otevrend mmnoZina v E,, struéné otevrrend mnozina, kdyz kazdy jeji
bod je jejim vnitinim bodem (tj. M = MP°).

Sjednoceni mnoziny M C E, s mnozinou v8ech jejich hromadnych bodt (pokud existuji) oznacenou
jako M’ a nazyvajici se derivace mnoziny (nebo derivovand mnozina) se nazyva uzdvér mnoZiny
M a znac¢ime jej M, podrobnéji Mg, . Tedy M = M U M’. Je-li mnozina totoznd se svym uzavérem,
tj. M = M, nazyva se uzavrend mnozina v E,, strutné uzavrend mnoZina. Oznacujeme ji ¢asto
rovnéz M.

Mnozina M C E,, se nazyva ohraniéend, téz omezend mnoZina v E,, struéné ohrani¢end mnozina,
kdyz existuje bod X € E,, a takové jeho d-okoli O(X) (napt. sférické, tj. existuje oteviend n-rozmérna
koule B, (X, d) o poloméru 0), ze M C O5(X) (tedy, ze M lze vnotit do B, (X,)). Neni-li mnozina v E,,
ohranicena, nazyva se neohranicéend.

Mnozina M C E,, se nazyva kompaktni mnozina v E, nebo kompakt (v E,), kdyz M je uzaviend
a ohranicena.

3.3.9 Poznamka Urzite¢na je dalsi terminologie metrickych prostoru:

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

Mnozina G se nazyvéa hustd v metrickém prostoru P, jestlize jeji uzavér G splyva s celym prostorem
P, tj. G = P (tj. kazdy prvek prostoru P je hromadnym bodem mnoZiny G v tomto prostoru). Napiiklad
mnozina vSech racionélnich ¢isel (tj. bod@ v Eq s racionélni soutadnici) Q je hustd v R (tj. hustd na
redlné ose B1 = (R,p)). Q je také (nekoneénd) spocetnd mnozina, jak vime z definice 3.2.15. Také
mnozina vSech polynomt (mnohoclent) je husta v prostorech Cs|a, b], C[a, b], L2(a, b), ¢ehoz se vyuziva
pri pribliznych vypoctech.

Mnozina, ktera se sklada pouze z izolovanych bodi, se nazyva izolovand mnoZzZina nebo diskrétni
mmnozina v E,. Napiiklad mnozina vSech kladnych celych ¢isel N* je izolovand, neohranicéend,
a také uzavrend, nebof mnozina vSech jejich hromadnych bodu, tj. jeji derivace (N*)’) je mnozina
prazdna.

Obojetnd mnoZina, je ta, kterd je zdroven oteviend i uzaviena. Prdzdnd mnozina ) a cely prostor,

konkrétné E,,, jsou obojetné mnoziny, nebot neexistuje zadny jejich hraniéni bod. Pfedpokladdme-li
totiz (nepravdivy) opak, potom pro obé zminéné mnoziny musi platit obé nésledujici implikace

Xedd=Xg0)AXedl=Xe),

(X€eOE, =X¢E,) A(XeIE, =XeE,), coz je spor.

Pramér mnoZiny M v metrickém prostoru (P, d) je hodnota (vé. nevlastni)

diam M = sup d(X,Y)|.
X,YEM

Pfitom vime, %e supremum shora neohrani¢ené mnoZiny je rovno +o0o. Definujeme diam() = 0. Pak
tedy plati diam M < 400 (je kone¢né ¢islo), resp. diam M = +oo, pravé kdyz M je ohranidend, resp.
neohranicend v (P, d), popt. v E,, (pfi ekvivalentnich metrikach d, o).

Vzddlenost bodu A od mnoZiny M v metrickém prostoru (P, d) je infimum mnoziny vSech realnych
¢isel d(A,X), kde bod X probéhne mnozinu M, tj. ¢islo dist(A, M) = inf{d(A,X)|X € M}. Jestlize
A € M, pak dist(A, M) = 0. Muze vSak byt dist(A, M) = 0, a pfitom A ¢ M. Které z bodd na obr. 3.6
maji posledné zminénou vlastnost?

Vzddlenost mnozin My, My v metrickém prostoru (P, d) je hodnota

| dist(My, Mo) = inf{d(X,Y) [ X € My,Y € Ma}].

Plati My N My # () = dist(M;, Ms) = 0, avSak obracené dist(M;, M) = 0 = My N My # 0.
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3.3.10 Priklady s poznamkou

(a) Otevreny interval (a,b) redlné osy E; je oteviend mnoZina. Kdy7 totiz « € (a,b), pak okoli Os(x),
kde zvolime ¢ = min{z — a,b — z}, lezi celé v intervalu (a, b).

(b) Okoli Os5(A) bodu A z E,, nebo obecné z n&jakého metrického prostoru (P, d), tj. také oteviend koule
B(A,9), jsou otevrrené mnoZiny. Kdyz totiz X € B(A,J), pak vzdalenost d(X,A) < 4. Zvolime-li
01 =0 — d(X,A), pak O(X,01) C B(A,0). Nacrtnéte si.

(c) Protoze tedy kazdy otevieny, resp. uzavieny interval redlné osy je oteviend, resp. uzaviend mnozina,
maji slova ,otevieny“, resp. ,uzavieny“ stejny vyznam jako u dfive zavedenych n-rozmérnych mnozin,
tj. u koule, kvadru (intervalu), krychle i tsecky.

3.3.11 Priklad Mnozina M; = {[z,9]|0 < 2? + y? < 1} pfedstavovani v Es kruhem o poloméru 1,
z néhoz je vyjmut stfed [0, 0], neni mnozina oteviend, a protoze neni ani uzaviend, tak to neni kompakt. Je
to vSak ohrani¢end mnozina, nebot ji mizeme celou vnofit do dvojrozmérné koule, vlastné kruhu By([0, 0], 2).
Nacrtnéte si. Co by M; predstavovala v E3?

3.3.12 Priklad Mnozina My = {[z,y]| — 5 < = < —2}, kde —0c0 < y < 400, je v E3 pds bodi na
obr. 3.6 mezi pfimkami z = —5,x = —2, je oteviena v Es. Neni ohranic¢end, protoze ji nelze vnorit do zadné
dvojrozmérné oteviené koule (tj. kruhu). Déle je diam My = +o0, dist([0,0], Ms) = 2.

3.3.13 Priklad Mnozina

-3 2 2
J M3={[6,—3]}U{[x,y]lw+y—<1/\x>3}
;/ 5 4 25
i/M /I | —ec V Ez je ohranicend (Viz obr. 3.6) poloelipsou (se stiedem [3, 0], délkami
vV, 2 ] poloos a = 2,b = 5) a useckou na pfimce = = 3. Bod A[4, 1] je vnitini
'/A I B,  bod, Bi[3,~2] na iisecce je bod hranicni a nepatii do Ms, zatimeo By[5, 0]

SV ‘ ‘ GE je také hrani¢ni bod, ale By € Mj. Bod CI6, 3] je vnéjsi, bod D[6,—3]
/ 1 je izolovany bod mnoziny Ms, a jako kaZdy izolovany bod je bodem
/| Lo —ep hraniénim. Body A, By, B; jsou zéroven hromadné body mnoZiny Ms.

Dale je

Ms?:{[x,y”(zf)Q+%<1/\x>3},
oMz = {[6, =3]}U{[3,y] |y € [-5, 5]}U{[w y | E2+ L =1A2 > 3}
Obr. 3.6 M = {[6, 3]}U{”” K <1/\x>3}

M3 obsahuje jen ¢ast své hranice, konkrétné neobsahuje hromadné body na ¢arkované tisecce, a neni proto
ani oteviend ani uzaviena. Déle je diam M3 = 10, dist(Ma, M3) = 5, dist([6, 0], M3) = 1, dist([3,0], M3) = 0,
i kdyz [3,0] ¢ Ms, A € M3 = diSt(A,Mg) =0 atd.

3.3.14 Poznamka Nyni pfehledné uvedeme nékolik tvrzeni a vztaht, jejichz dikazy vétSinou nejsou
obtizné, a které nam ujasni mnoho dfive uvedenych pojmii.

(1) Sjednoceni koneéného poc¢tu nebo také nekonecné mnoha, presnéji spocetné mnoha, oteviengch mnozin
a prinik kone¢ného poctu otevienych mnozin jsou otevrené mnoziny.
Pranik nekone¢né (spocetné) mnoha otevienych mnozin nemusi uz byt oteviend mnozina, nebot
A 11
N o) =10

neni oteviend mnozina v E;. Charakterizujte ji pojmy z 3.3.8 az 3.3.10.

(2) Prinik koneného poctu nebo také nekonecné (spocdetné) mnoha uzaviengch mnozin a sjednoceni ko-
necného poctu uzavienych mnozin jsou uzavrené mnoziny.
Analogicky, sjednoceni nekonecné (spocetné) mnoha uzavienych mnozin nemusi byt uzaviena mnozina,

nebot
o0

U [0.7%] =0.1)

n=1

neni uzavienad mnozina v [E;. Charakterizujte ji.

(3) Uzdvér M mnoziny M je nejmensi uzaviend mnozina obsahujici mnozinu M, tj. prinik vSech uzavienych
mnozin obsahujicich M.
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(4) Mnozina M v metrickém prostoru P je v ném oteviend, pravé kdyz jeji doplnék, tj. P\ M, je uzavienou
mnozinou v P.

(5) Vlastnosti uzavéru mnozin

(7):(2), MQM, ]@:M, M1CM2:>M1QM2, M1UM2:M1UM2

(6) Uzdver M kazdé mnoziny M obsahuje body ti typ1i:
1. izolované body mnoziny M
2. hromadné body mnoziny M, které patii do M (tj. M’ N M # ()
3. hromadné body mnoziny M, které nepatii do M.

(7) Pro kazdou mnoZinu M tedy plati

M=MUOM=MUM =M°UOM, M°NOM = 0.

Proto se nékdy uzaviend mnoZina definuje rovnosti | M := M U OM | misto naseho M = M U M'.

3.3.15 Poznamka k nasledujici vété o nekoneénych ohrani¢enych mnozinach v E,, Z poznamky
3.3.9 &st (9) vime, Ze mnozina viech kladnych celych ¢isel N* je v E; izolovana, ON* = N*| je neohranicend
a ovsem spocetna, tj. nekonecnd, presto vsak zadné realné ¢islo neni jejim hromadnym bodem. Je prirozené
polozit si otazku, zda také mezi nekonec¢nymi avsak ohrani¢enymi mnozinami existuji mnoziny, které by se
nezhustovaly kolem zaddného hromadného bodu. Kupodivu zadna takova mnozina v euklidovskych prostorech
E,, neexistuje. To vSak mé napf. ten dusledek, Ze nekoneéné mnoho bodu ve ¢tverci nelze rozmistit
rovnomérné, tj. tak, aby se nezhustovaly kolem néjakého hromadného bodu. Pfesngji to formuluje
nasledujici existen¢ni véta.

3.3.16 Véta o hromadném bodé nekoneénych ohrani¢enych mnozin v E, KaZzda nekonecnd
ohranic¢end mnozina v euklidovském prostoru E,, ma aspon jeden hromadny bod. %

3.3.17 T¥i konvergenéni véty v E,, (o bodu uzavéru, o hraniénim bodé, o kompaktu)

1. Véta (o bodu uzavéru) Bod A € E, je bodem uzévéru M mnoziny M C E,,, tj. plati A € M, pravé
kdy7 existuje takova bodova posloupnost {Xj} v mnoziné M, ze plati lim X;, = A. %

2. Véta (o hraniénim bod8&) Bod A € E, je hrani¢nim bodem mnoziny M C E,, tj. A € OM, kdyz
existuje bodova posloupnost {X;} v M a zaroven posloupnost {Y} v E,,\ M, Ze plati lim X;, = lim Y, =
A %

3. Véta (o kompaktu) Mnozina M C E,, je v ném kompaktni, pravé kdyz z kazdé bodové posloupnosti
v M lze vybrat posloupnost, kterda konverguje k bodu mnoziny M. %

3.3.18 Priklad Interval [0, +00) nent kompakt v E1, nebot je to sice mnozina v Eq uzaviena, ale nikoli
ohranicena. Podle pfedchozi véty musi existovat v tomto intervalu posloupnost, konkrétné je to napt. po-
sloupnost {n}, ze které uz nelze vybrat konvergentni posloupnost (plati limn = +oo,lim(2n — 1) = o0
apod.).

3.3.19 Priklad Interval (0, 1] nend kompakt v Eq, nebot je to sice mnozina v E; ohranicend, avSak neni
tam uzaviend, tudiz v intervalu (0,1] ve shodé s predeslou 1. vétou musi existovat posloupnost v ném
obsaZzena, konkrétné je to posloupnost {1}, jejiz limita 0 uz nepatii do (0, 1], tj. neni bodem uzévéru tohoto
intervalu. Podle (negace) predeslé 3. véty o kompaktu musi existovat v (0, 1] posloupnost, konkrétné je to
opét napt. posloupnost {%}, ze které uz nelze vybrat konvergentni posloupnost majici limitu v (0, 1]. Protoze
plati nhﬂngo % = 0, ma podle véty 3.2.25 na str. 45 o existenci vybrané konvergentni posloupnosti také kazda

vybrand posloupnost stejnou limitu, tj. nulu. Ta ov§em nepatii do (0, 1].
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Obr. 3.7 Souvislé a nesouvislé mnoziny

3.4 Souvisly metricky prostor. Souvisla mnozina. Oblast. Konvexni mnozina

3.4.1 Pojem SOUVISLOST mnoziny Z bézné feci mame kazdy intuitivni predstavu, co slova souvisly
a souvislost znamenaji. Rekneme-li, Ze (metricky) prostor je souvisly, predstavime si mnozinu, ktera ,drzi
pohromadé“, coz odpovida situacim (1), (2) v obr. 3.7, a tedy nerozpadd se na dvé ¢i vice ,¢asti“, jako je
tomu v dalsich situacich (3), (4), (5), (6).

Muzeme si vSak také vybavit prostor, ve kterém je mozné prejit z libovolného mista na jiné, avsak tato
vlastnost by uz predstavovala podstatné silnéjsi (specidlnéjsi) vlastnost, a to tzv. ,obloukovou souvislost.
V mnoha podmnozinach euklidovskych prostorti se oba pojmy shoduji, takze intuice nas az tak neklame.
Souvislost je tzv. topologicky pojem, tj. je vlastnosti samotného prostoru a vibec nezavisi na tom, jak je
prostor vnofen do prostoru vétsiho.

V ¢&asti (10) poznamky 3.3.9 jsme ukézali, ze prazdnad mnoZina () a cely prostor E, jsou trividini pri-
pady obojetnych mnoZin, tj. mnozin, které jsou zaroven oteviené i uzaviené. Mohou vsak existovat i vlastni
podmnoziny, které jsou oteviené i uzaviené. Tak napf. v prostoru izolovanych bodu, ktery ma aspon dva
prvky, je kazdd mnozina oteviend i uzaviend. Na redlné ose E; vSak zadn4 takova (nepréazdnd) mnoZina neni.
Metricky prostor (M,d), M = (—00,0) U (0,00) = R\ {0} s metrikou d(z,y) = |y — x| je sjednocenim dvou
mnozin M; = (—00,0) a My = (0,00), které jsou oteviené v R.

Ukazuje se, ze pojem souvislosti néjakého prostoru se opravdu da zalozit na tom, zda v ném existuji jesté
dalsi obojetné mnoziny. Rekneme, Ze metricky prostor P je nesouwisly, existuji-li neprazdné disjunktni
oteviené mnoziny Py, Py (tj. Py # 0 # Py, PL N P, = ) tak, Ze P = P; U P». V opa¢ném piipadé fikdme,
7e P je souvisly. Zéroven je ndm ale vzhledem k ¢&asti (4) pozndmky 3.3.14 jasné, Ze smysl vyslovené
definice ztuistane zachovan, kdyz v ni nahradime slovo ,,oteviené“ slovem ,uzaviené*. Muzeme proto vyslovit
nasledujici definici souvislého prostoru.

3.4.2 Definice Metricky prostor (P, d) se nazyva souvisly, kdy7 neexistuje vlastni (tj. netrividlni)
obojetnd mnozina M* C P. MnoZina M C P se nazyva souwvisld, kdyz je souvisly podprostor (M, d).
V opacéném piipadé jsou prostor, resp. jeho mnozina nesouvislé. Rikdme, ze mnozina M roztind sou-
visly prostor P, kdyz M C P a podprostor P\ M je nesouvisly.

3.4.3 Lemma Metricky prostor P neni souvisly pravé tehdy, kdyz v ném existuji oteviené neprazdné
disjunktni mnoziny M, My C P (tj. My # 0 # My, My N My = 0) takové, ze My U My = P.
Drikaz:

1. Necht P neni souvisly prostor. Tedy v ném existuje neprazdnd obojetnd mnozina M. Jeji doplnék
My = P\ M je také obojetnd mnozina a plati My U My = P.

2. Necht M;, My C P jsou oteviené mnoziny My # ) £ Mo, My N My =0, M; U My = P. MnoZina
My je proto doplnkem mnoziny M;, a tedy je uzaviena a celkové je to obojetna neprazdné vlastni
mnozina v P. To ale znamend, Zze P neni souvisly. &

3.4.4 Véta (o souvislych mnozinach realné osy E;) Mnozina M redlné osy je souvisld, pravé kdyz
plati,
jestlize a,b € M, a <c<b, pakce M .%

3.4.5 Dusledek 1 Neni-li M souvisld mnozina, pak existuji ¢isla a,b € M, ¢ € R, takova, Ze plati
a<c<b, c¢ M.

3.4.6 Dusledek 2 Jednobodova mnozina a kazdy interval (s konci nebo bez koncovych bodit) koneény
¢i nekoneény jsou jedinymi (netrividlnimi) souvislymi mnozinami na realné ose E;.
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3.4.7 Poznamka 7Z piikladu mnoziny R\ {0} uvedeném v odstavci 3.4.1 je zfejmé, Ze sjednoceni sou-
vislych mnozin nemusi byt souvisla mnozina. AvSak plati praktickd a ndzorna véta:

3.4.8 Véta (o souvislych mnoZinach metrického prostoru) Necht M, (« je index probihajici néja-
kou (v obecném piipadé) neusporddanou mnozinou indexi) je systém souvislych mnozin metrického prostoru
P. Jestlize

(M, # 0, pak sjednocenim M = |J M,, je souvisld4 mnozina. %

(0% (0%

3.4.9 Duisledek Kdyz v metrickém prostoru P ke kazdym dvéma bodim A,B € P existuje souvisla
mnozina M C P takovéa, ze A,B € M, pak P je souvisly prostor.
Dtikaz: Uvazujme pevny bod A € P a ozna¢me Cg souvislou mnozinu obsahujici (a ,spojujici*) body A, B.
Oznacéime-li M = |J Cg, pficemz (| Cg je neprazdny (nebot obsahuje aspori A), pak podle predchozi
BeM BeM
véty je M souvisly prostor. &

3.4.10 Definice Oteviena souvisla mnozina M metrického prostoru P se nazyva oblast. Obvykle se
zna¢i pismeny D, G, atd. Mnozina M se nazyvé uzavrend oblast, je-li uzavérem nékteré oblasti, tj.
existuje-li takova oblast M, ze plati M = M;.

3.4.11 Poznamka Jak uz jsme naznadili v odstavci 3.4.1, jsou na obr. 3.7 mnoziny ze situaci (1), (2)
souvislé a ze situaci (3), (4), (5), (6) nesouvislé. Pfestoze urcovat souvislost konkrétni mnoziny miize byt
slozité, ¢tenar se mize pokouset urcovat souvislost mnoziny pomoci vety 3.4.8 nebo jejiho dusledku. V pripade
otevrené€ mnoziny md k tomu navic nasledugjici vetu 3.4.12, kterd casto byvd formulovdna jako definice oteviené
oblasti. V situaci (6) jde o mnoZinu v Bs tvotenou dvéma do sebe zaklesnutymi prstenci— anuloidy. MnoZina
M ze situace (5), kterd je v Eo ddna sjednocenim dvou uzaviengch kruhi bez poddtku

M= {[z,y]|(z +1)* +y* < 1A (2 = 1)* +y* <13\ {[0,0]},
nent souvisld, 1 kdyz obé jeji ¢dsti maji spolecny bod uzavéru, tj. pocdtek.
Oblasti v E,, je pak napt. kaZdy otevieny n-rozmérny interval (neboli otevieny kvddr & krychle), popt.
oteviend koule. Nyni uvedeme dileZitou vétu opirajici se o pojem polygon, ktery je definovan hned po jejim
uveden.

3.4.12 Véta (o oblasti a polygonu) Oteviend neprazdnd mnozina M C E,, je oblast” pravé tehdy,
kdyz kazdé dva jeji body A, B lze spojit polygonem (tj. lomenou ¢arou), ktery cely lezi v mnoziné M. %

3.4.13 Definice Mgégjme m riznych bodda (m > 2) Ay, Aq, ..., A, € E,. Utvofme posloupnost na sebe
navazujicich uzavienych tsecek (definice 3.2.39) A;Az, AsAs, ..., Aj—1Ay,. Mnozina L C E,,, kterd je sjed-
nocenim vSech takovych m — 1 tsecek, se nazyva polygon nebo lomena éara A1A;...A,, spojujict body
A1, A, s kragnimi body A1, A, (Viz obr. 3.8). PiSeme

L=AAs. .. Ay =AAUAA;U...UA,,_1A,,.

(Usecku A A, miizeme povazovat za specialni ptipad polygonu)

3.4.14 Poznamka Predchozi véta fikd, Zze oteviend mnozina je souvisla pravé tehdy, kdyz se z kazdého
jejiho vychoziho bodu dostaneme po tseckach do libovolného jiného jejiho bodu, aniz mnozinu opustime.
Na obr. 3.9 je znazornén polygon spojujici body A, B lezici uvniti ¢arkované znazornéné oblasti. Musime
upozornit, ze ukdzat souvislost mnoziny ze situace (1) na obr. 3.7, kterou by ¢tendf nazval ,¢éra“, , kiivka®,
(resp. ,cesta“, ,draha“, ,trajektorie“) atd., neni viibec tak jednoduché, i kdyz je to tam ,vidét“. Vzdyt
obecny pojem rovinné nebo prostorova krivka (nezaménujme s pojmem rovnice kiivky v Eo nebo E3) podal
az ukrajinsky matematik Pavel Samuilovi¢ Uryson (1898 - 1924).

Kfivka je jeden z nejkomplikovanéjsich pojmi v topologii, a pfitom ve skole se s timto terminem setkadvame
velmi brzy. Nésledujici véta je v diferencidlnim a integralnim poctu casto vyuzivana.

3.4.15 Véta (o zachovani souvislosti mnoZiny spojitym zobrazenim) Spojity obraz souvislé mno-
Ziny je souvisly. Tj., je-li @ : (P1,dy) — (Ps,ds) zobrazeni metrického prostoru P; do Py, které je spojité
(str. 68) na souvislé mnoziné M C Pp, pak také jeji obraz ®(M) je souvisld mnozina (v Ps). %

7 Jde o tzv. linedrné souvislou mnozinu.
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y
1
Az 1 x
Az
Af 1
Obr. 3.8 Polygon Obr. 3.9 Oblast Obr. 3.10

3.4.16 Priklad Pomoci piedchozi véty lze vytvaret souvislé mnoziny. Ponévadz kazdy neprazdny interval
2

v [E; je souvisld mnozina, je v Eo také elipsa 2—2 + ¥ = 1 souvisld, protoze je spojitym obrazem intervalu

[0, 27] vytvoFenym spojitym zobrazenim ® o slozkéch ¢1 : @ = acost, ¢o : y = bsint, tj. piSeme

®(t) = [p1, ¢o] = [acost, bsint], resp. B(t) = (acost,bsint),

kde ®(t), resp. é(t) je tzv. bodové zobrazenineboli bodovd funkce, resp. vektorova funkce. Zaroven tak
znac¢ime i hodnoty téchto funkei v néjakém bodeé ¢ € [0, 2x]. Uvedené terminy prozatim nebudeme podrobnéji
rozebirat.

3.4.17 Prtiklad souvislého grafu nespojité funkce (a pfitom bez bodu nespojitosti prvniho druhu)
dava, jak lze odvodit, funkce (Viz obr. 3.10)

1
sin; proxz >0
flx) =
0 pro z = 0.

Vzpomeiite si, pro¢ tato funkce neni v bodé x = 0 spojité zprava? Casteéné napovézme, Ze v pocatku
neexistuje limita funkce zprava f(04), nebot lze ukdzat, ze v kazdém pravostranném (redukovaném) okoli
pocatku nabyva f(x) jak hodnot +1, tak hodnot —1. P¥iklad ukazuje, Ze spojitost funkce definované
na intervalu a pojem souvislosti jejiho grafu nejsou totéz.

3.4.18 Poznamka Prisnéjsim pozadavkem nez souvislost je to, aby kazdé dva body A, B dané mnoziny M
bylo mozné spojit pouze jedinou tiseckou AB, ktera je obsazena v M. Takovd mnoZina se nazyva konvexni.

Napf. mnozina ze situace (2) obr. 3.7 je uzavienou oblasti, ktera neni konvexni, stejné jako neni konvexni
napt. n-rozmérna koule bez svého stfedu. Na obr. 3.11 je znazornéna nejprve nekonvexni uzaviena oblast, a
pak konvexni oblast.

1
A\
/ N
/ (N 1/2
/ N 13
e :& 1/4
11 X
33 2
Obr. 3.11 Nekonvexni a konvexni mnozina Obr. 3.12 Izolované (diskrétni) mnozina bodt

3.5 Cvideni

Rozhodnéte, zda dand posloupnost {Xy} v pfislusném prostoru E, konverguje, a vycislete jeji pfipadnou
limitu, kdyz

a) Xk = {w;:’)veik} {kll;ngoxk = [07350]}
b) Xp = [ &, YEEE=E 2] X = [0.-1,01}

{
¢) Xu=[(1+ 1yt Ak arctan(k)| {[e.0, 2]}
[

1, (—1)’“} {diverguje, nebot limita posloupnosti 2. soufadnic neexistuje }
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e) Xp = [VE+2+Vk—2,(-1)"k] {diverguje, proc¢?}
£) X, = [525,0,vVEF2 - VE-3|. {00, 07}

Na obr. 3.12 je zndzornéna mnozina M C By, M = {[+, L] € E2|k,m = 1,2,...}. Najdéte hromadné body
mnoziny M v Es a dokazte, ze jsou hromadné, ukazte, ze M se sklada jen z izolovanych bodt a na zakladé
toho zapiste M mnozinovou rovnosti.

{pocatek 0[0,0], body osy x : Bx[£,0], body osy y : B, [0, L], kde k,m € N*}

1
m

Reseni: Protoze lim 1 = 0 a také % — 0, dostavame z téchto limit ihned hromadné body O, By, B,,.

koo *
Zkoumejme nejprve libovolné §-okoli Os(By). Pak existuje my € N* takové, ze % < 4 a vzdalenost bodu
B a Xilg, -] je o(Bx,Xy) = \/(% — 2?2+ () = i < 9, tedy X;, € O5(By). Tak jsme v libovolném

mp

okoli Os(By) nasli aspori jeden bod X;, € M, takze podle definice jsou body By hromadné. Stejné lze ukazat,
7e i B, jsou hromadné body. Zvolme jesté libovolné okoli Os5(0) pocatku. Pak existuje mo € N* takové,
ze m%) < £. Vezméme nyni napf. bod lezici na symetrale 1. kvadrantu Xo[-2-, 2] € M. Pak 0(0,Xo) =

mo’ mo
\/(%)2 + ()2 < \/(%)2 +(£)2 = § < 6, tedy existuje bod Xo € O5(0), a proto poétek je zbyvajicim
hromadnym bodem.
Mnozina M neni uzaviend, tj. M # M, nebof neobsahuje své hromadné body, neni ani oteviena, nebof nema
vnitini body, tj. M° = (). M je rovna své hranici slozené jen z izolovanych bodi. Je to tedy izolovand neboli
diskrétni mnozina, kterou lze charakterizovat rovnostmi

M =0M\M =0oM.

D4 se dokézat, 7e v prostoru P = (R? d), kde X = [z1, 23], Y = [y1, 92] € R?, je funkci
@ s b ,a), ) s Y1,y 5 )

d(x Y) — |1"1 - y1| |:C2 - y2|
7 Lo =] - 1+ |22 — g2

definovana metrika, tj. P je metricky prostor. Dokazte, ze P je ohraniceny prostor. Pf¥itom napt. definujeme:
Ezistuje-li K > 0 tak, Ze d(X,Y) < KV XY € M, fikime, Ze metricky prostor (M,d) je ohranideny
(téz omezeny). {je ohraniceny, je totiz d(X,Y) < 2, takze 3 K > 2}

Je prazdna mnozina () kompakt? {neuvadime}
Urcete, které z mnozin jsou oteviené, uzaviené v E; a stanovte jejich hranice

a) [-1,1 b)(1,3) c¢)[0,4) d) (-2,5] e){10,20}. {neuvadime}
@ Zjistéte vnittek M© a hranici 0M mnoziny M, kdyz

a) M ={[z,y] € B;|y = o?} e =0,0M = M}
b) M ={[z,y] €Ez|a >0Ay>0A2%+1y? <9}
Mo = {[z,y] €Ealz > 0Ny > 0N +3y° <9},OM = {[z,y] €E2[0 <z <3Ny =V9—22 V a=
0N0<y<3 VvV O0<z<3Ay=0}}
c) M ={[z,y] € EBa|a®+y®> <4Nna®—da+y* <0}
M = {[z,y] € B |2® +9? < 4Aa? —da+y? < 0},0M = {[v,y] € Ez|w € [0,1] Aa® 4z +1> <0 Va €
[1,2] A2 +y* < 4}}
d) M ={[z,y,2] € B3|3x +2y — 2> 1} {M° = M,0M = {[z,y,2] € B3 |3z + 2y — 2 = 1}}

e) M ={[z,y,z] € Es| Z—j > 2—2 + z—j, abe # 0 (tj. konstanty jsou nenulové)}.
Mo = M, OM = {[z,y,2] € B3| % + & — Z = 0} tj. OM je (kolmd) elipticka kuzelova plocha s osou
v ose z a vrcholem v pocatkuj}

Uréete jesté uzavér M vSech mnozin z piedeslého piikladu. B
{staci si uvédomit zndmou rovnost M = M° U OM}

Charakterizujte danou mnozinu, tj. zda M je oteviena, uzaviend, ohranicend, kompaktni, zda je to oblast,
popt. konvexni oblast. Pokud lze, situaci nacrtnéte.

a) M = {[z,z] € Ea|x > y?} {neohranicend konvexni uzaviend oblast, tedy obsahuje svou hranici 9M }
b) M =[-2,2] x (3,5] C Eq {ohranicena konvexni (tj. souvisla) oblast, M = [~2,2] x [3,5]}
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c) M={[z,y €Ealz>0Ay>0A2y <1} {neohrani¢ena uzaviena (nekonvexni) oblast, M = M}

d) M ={[z,y,2z] € B3]0 < 2®+ 3>+ 2% <4} 7
{ohrani¢end (nekonvexni) oblast, M = {[r,y,2] € E3|2? + y? + 22 < 4}}

e) M ={[z,y,z] € E3|z> 2% + 1y?} {neohrani¢ena konvexni uzaviena oblast (tj. M = M)}

£f) M ={[x,y,2,u] € Eq|z? +9y? + 22 +u? <1}
{jednotkové (uzaviena) étyfrozmérna koule B4(0, 1), (tj. M = M), je konvexni kompaktni oblast}
g) M = {[z,y,2] € Eg||z| + |yl + |2] < 4, 6 > 0}. {tieti z pétice platonskych téles (Viz 2.3.4):
pravidelny (uzavieny) oktaedr neboli osmistén se stfedem v pocatku O, délkou hrany /26, vyskou a
zaroven prumérem diam M = 2§. Jeho prumétem do roviny xy je ¢tverec s thloprickami o délce 26 lezicimi
na osach z a y. Vnitiek oktaedru M° zde predstavuje oktaedrické J-okoli pocatku s oktaedrickou metrikou
definovanou v (2.4) na str. 32. Je to konvexni kompaktni oblast }}

[9]

a) Provedte totéz co v predeslém piikladé pro mnoziny, které jsou doplitkky (komplementy) tam uvedenych
mnozin M do daného prostoru E,,. Ptjde tedy o mnoziny E,, \ M.

b) U piedeslého piikladu ¢asti a) az e) mnozinové zapiste hranici M, nacrtnéte ji a co nejpresnéji urcete jeji
nazev.

c) U predeslého ptikladu ¢asti a) az e) zapiste vnitiek M° téch mnozin.

Nejen v teorii aproximace, ale zejména v modernich numerickych varia¢nich metodach, jakymi je v inzenyr-
skych aplikacich napi. metoda koneéngch prvku, je cilem nalézt k danému prvku (bodu) A metrického
prostoru (P, d) s metrikou d v daném podprostoru (M, d), tj. M C P, takovy bod Xy € M, aby (Viz posledni
Cést v 3.3.9)

d(A, Xp) = dist(A, M).
Existuje-li takovy bod Xy € M, nazyva se nejblizsi bod prvku A v mnoziné M, Castéji vsak nese nazev bod
nejlepst aproximace prvku A v podprostoru M.
Rozhodnéte (za pomoci nacértu), zda nejlepsi aproximace Xo vzdy existuje.
{nemusi existovat nebo nemusi byt jediny }

Cemu je rovna mnozina vech bodt, jejichz vzdalenost od dané mnoziny M je nulova?
{uzdvéru mnoziny, tj. M}

Dokaite, X € M < dist(X, M) =0 .

Rozhodnéte, zda mnozina Q vsech racionalnich ¢isel, ktera je husta v mnoziné R vsech redlnych ¢isel, je také
souvisla. {neni souvisla}

Pro jaké tfi rizné body A, B, C € E,, plati pro euklidovskou metriku o v trojuhelnikové nerovnosti specialné
rovnost, tj. o(A,C) = o(A,B) + o(B,C) ?
Navod: Nacrtnéte si v Eo a pouzijte v odpovédi pojem polygon.

«—
{body tvoii polygon L = ABC takovy, Ze je ¢asti piimky AC}
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Cast 11
Zaklady diferencialniho poctu funkci vice
proménnych

4 Uvod k diferencidlnimu poétu funkci vice proménnych

4.1 Pojem realné funkce vice argumenta

4.1.1 Uvod S pojmem realné funkce vice proménnych (argumentii) se étenai setkal uz ve $kole. Napf.
objem V rota¢niho valce zavisi jak na poloméru r jeho podstavy, tak na jeho vysce v a je vyjadfen vzorcem
V = 7r?v. Také ztraty na elektrickém proudu I, ktery po dobu ¢ prochéazi vodi¢em o odporu R, Joulovym
teplem @, jez pritom vznika, jsou podle Joulova zakona dany rovnosti Q = RI?t. Jsou tedy zavislé na tiech
veli¢inach R, I,t.

Pocatky diferencidlniho (i integrélniho) poétu funkei nékolika argumentt spadaji do 2. poloviny 18. stoleti
a na jejich zakladech se kromé celé fady vynikajicich matematikd podilel i genidlni Leonhard FEuler (1707
- 1783).

4.1.2 TUmluva o tolerantnosti k oznadeni a interpretaci Dfive nez matematicky presné zavedeme
bodové a vektorové interpretace (byly to tunluva 3.1.1 na str. 41 a pozndmka 3.2.40) nékolik Fadki. Jak je
v matematické analyze obvyklé, nebudeme az do konce tohoto textu tak striktné rozliSovat mezi bodovou
a vektorovou interpretaci usporadané n-tice redlnych c¢isel. Pfesnéji feceno, ¢asto ztotoznime bodovy eu-
klidovsky prostor E,, s jeho vektorovym zaméfenim V(E,,), tj. E,, = V(E,,). Napf. pfi tvahich o zobrazeni
se Ize priklonit k interpretaci vektorové. Dohodnéme se, Ze v dalsich kapitolach budeme soufadnice bodu
A € E,, zapisovat v kulatych zavorkach, a to i v obrazcich, tj.

A=(ay,...,a,),

pricemz oznaceni bodt velkymi pismeny zachovame. Pouze pii tivahéch prevazné geometrickych, napi.
v kapitolach o kfivkovych a plosnych integréalech, je vhodné body a vektory interpretovat rozdilné jako
doposud. Konkrétnéji o téchto otazkach pojedname az v ¢lanku 4.2.5 na str. 63 a v prikladech za nim
nasledujicich.

4.1.3 Definice Méjme mnozinu D bodt X z euklidovského prostoru E,,, tj. D = {X = (21,...,2,) €
E.} CE,, n € N*. Zobrazeni f mnoziny D do reilné osy E;, tedy D i> E:, které kazdému bodu X € D
prifadi (jednoznac¢né) jisté redlné ¢islo (bod) u € Eq, tj. X SEIN u, se nazyva redalna funkce n redlnych
nezavisle proménnych neboli argumentu x1,. .., x,.

Funkci oznacujeme zépisem u = f(x1,...,2,) nebo u = f(X), pficemz v uzsim smyslu f(X) pfredstavuje
téz jen hodnotu funkce f v bodé X. Mnozina vzori D oznacena téz D(f),D; nebo dom f (anglicky:
domain) je definiéni obor funkce f a mnozina obrazi f(Dy) = {f(X)|X € D} oznacovana téz H(f), Hy
je obor hodnot funkce f, téz obor hodnot zavislé proménné wu.

Rekneme, ze funkce f je definovana na mnoziné M C E,,, kdyz M C D ¢- Graf funkce f oznacovany
G(f) nebo graf f je mnoZina

, (4.1)

‘G(f) =A{(z1,...,2n, 2ng1) €Epyr | (x1,...,20) € D Ay = f(z1,...,20)}

kterad miize byt chapana ve smyslu ztotoinéni E, 1 = V(E,;1) = R"™* jako podmnozina prostoru E, 11, a
tedy mitize byt (pfi pevné zvoleném kartézském systému soutradnic) nazvand téz kartézsky graf funkce f

(To, ze funkéni hodnota funkce f je posledni soufadnice bodu grafu, je jen véc nasi tmluvy).

4.1.4 Nékteré dulezité pojmy Funkce n argumentt je tedy kazdé zobrazeni z E,, do E; = (R, p), kde
o je euklidovskou metrikou (vzdélenosti). Pokud je Dy = 0, je i Hf = () a f se nazyva prdzdnd funkce,
jejiz zavedeni je uziteCné pri definici riznych operaci s funkcemi. Déle nevylucujeme, ze n = 1, tedy pri
uvahach mame zahrnuty funkce jednoho argumentu f(z), kde mluvime o bodu x € E; namisto tézkopadného
X = (z) € E;. V prostorech nizsich dimenzi Es nebo E3 se ¢asto indexovani argumentt vyhybame a piSeme

z = f(x,y), té7 z = z(x,y) v By &l u = f(x,y,2), téZ u = u(x,y,z) v E;.
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Je-li funkce f v E,, ddna vzorcem a neni-li zadan jeji defini¢ni obor, rozumime jim mazimdln? defini¢ni
obor (téz prirozeny definiéni obor), tedy vSechny body X = (z1,...,x,) € E,, pro které maji vSechny vyrazy
vystupujici v tom vzorci smysl. Pfipomenme také, ze dvé funkce f1, fo se sobé rovnaji, kdyz maji nejen
stejné obory hodnot, tj. Hy, = Hy,, ale téZ stejné defini¢ni obory, tj. D, = Dy,, coz napi. nenastane, jsou-li
to mnoziny rtznych dimenzi.

Funkce n-argumentt se nazyva funkce ohranicend (omezend), kdyz mnozina Hy C E; je ohranicena.
Sami si vyslovte definici funkce shora, resp. zdola ohranicené. Supremum sup f funkce f definujeme jako
supremum mnoziny H¢. Analogicky se definuje infimum, resp. maximum a minimum funkce. Analogicky
jako u funkce jedné proménné definujeme nasledujici operace s funkcemi a funkce f+g,f — g, f g, g, |f]-

4.1.5 Poznamka Ctenaf po Case zjisti, Ze kli¢em k pochopeni vlastnosti funkci vice argumenti bude
seznamit se predevsim s funkcemi dvou argumentt, jejichz graf v Es

graf f = {(z,y,2) € B3| (2,y) € Dy Nz = f(z,y)}

je v jednoduchych pripadech néjaka plocha v Ej, a tu lze znazornit zobrazovacimi metodami, napf. vol-
nym rovnobéZnym promitanim nebo matematickym softwarem na pocita¢i. Prumétem (kolmym) grafu z Eg
do roviny zy je zfejmé definicni obor. U funkct tri a vice argumenti, jejichz grafy byly casti E,,, kden > 4, a
kde geometricka predstavivost selhava, si casto pomizZeme fyzikdlni interpretaci nebo se uzivd nomogrami.

Pii sestrojovani grafu funkce f(x,y) je vyhodné sestrojit fezy grafu soufadnicovymi rovinami nebo ro-
vinami s nimi rovnobéznymi nebo rovinami prochazejicimi nékterou ze soutfadnicovych os. Této metodé
poctu (napf. vySetfovani extrémi funkce). Kolmé priuméty fezi grafu funkce rovinami rovnobéznymi s rovi-
nou xy do roviny zy (tj. pudorysy téchto fezll) nazyvame vrstevnice funkce. Konetnid mnozina vrstevnic
vytvori tzv. vrstevnicovy diagram, tedy jakousi ,mapu plochy*, ktera byva vychodiskem k ziskani pred-
stavy o grafu funkce. Vrstevnice jsou rovinné kiiky (nékdy i rovinné plochy, to u konstantnich funkci — viz
cviceni 4.9 ), které lezi v definiénim oboru funkce Dy v roviné zy a maji rovnice f(z,y) = ¢ = const.
Jde o jednoparametricky systém ktivek, kde za parametr ¢ dosazujeme vhodné hodnoty.

Obecné mize byt situace geometricky komplikovana, protoze takova ,kiivka“ ¢i ,plocha“ se muze znacné
vymykat nasi dosavadni intuitivni predstaveé.

Poznamenejme zavérem, ze prunikové kiivky ezt grafu funkce f(x,y) rovinami (o rovnicich z = ¢, ¢ €
Hy) rovnobéznymi s rovinou zy, které promitame do vrstevnic, a nezaménujme je s nimi, jsou rovinné
kiivky v prostoru Es, které maji rovnice

Z:f(xvy)

(4.2)
z =c¢, kde ¢ € R je kota prunikové krivky.

4.1.6 Definice Méjme funkci f a ¢ € Hy vhodnou konstantu. Potom mnozina bodt z Dy

Ve ={(z,y) € Dy | f(z,y) = c}

se nazyva vrstevnice funkce [ o koté ¢ nebo struéné izokrivka (izoédra). V piipadé E3 se mnozina
bodt z Dy

H.={(z,y,2) € Dy | f(z,y,2) = ¢}

nazyvé vrstevnicovd plocha, respektive v piipadé E,,n > 4, (vrstevnicovd nadplocha) nebo p¥i n > 3 téz
(vrstevnicovd) c-hladina nebo konstantni hladina funkce f nebo struéné izoplocha. Pfi znézortiovani
c-hladiny funkce f pfipisujeme k této hladiné (k vrstevnici, v pfipadé E,) &islo ¢ jako pfislusnou kétu
v zévorkach: (c).

Poznamenejme, Ze z praxe uz izokfivky (vrstevnice) nebo izoplochy (konstantni hladiny) zndme jako
izobary, izotermy, ekvipotencialni hladiny apod.

4.1.7 Priklad Ekonomové odvodili, Zze v nékterych p¥ipadech je celkova vyroba P pfi daném rozlozeni
nékladt vyrobniho procesu na ¢astku R uréenou na mzdy a na ¢astku S uréenou na ostatni vydaje (investice,
suroviny atd.) definovéna tzv. Cobbovou-Douglasovou funkei produkce

P(R,S) = cR*S'™*,

kde a,c € R,a € (0,1) jsou konstanty dané konkrétnimi podminkami. Ukazme, Ze zvétsi-li se t-krat obé
slozky nékladii, zvétsi se t-krat i celkovd produkce. Jak se zméni produkce, vzrostou-li mzdy o 50% pii
poklesu ostatnich nékladd na polovinu?
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Reeni: P(tR,tS) = ct*R17251-¢ = tcR*S'=% = tP(R, 9).

Podobné L
3 1 3\“ 1\ 3¢
Pl(ZR ZS8) =c(= al = l—a _ = p )
(23,25) c(2) R (2) S 5 PR, 5)
Produkce bude £~ nasobek piivodni produkce.

4.1.8 Priklad VySetfeme defini¢ni obor Dy, nacrtnéme vrstevnicovy diagram, a na zakladé néj, popf.
dalsich pomocnych feztl, také graf funkce z = f(x,y) = y* — 22
Reseni: Dy = Ey, nebot jde o polynom ps(z,y) druhého stupné dvou argumentt (tzv. bikvadraticky poly-
nom), a ten je definovan v celé roviné xy.

1. krok (k nacrtu grafu): sestrojime vrstevnicovy diagram
y? — 2% = ¢ = const., tj. vrstevnicovy diagram (obr. 4.1) je tvofen jednoparametrickym systémem hyperbol,
c=0=9y>-22=0= (y—2)(y+2) =0 =y =+, tyto dvé primky, asymptoty hyperbol, jsou vrstevnice
Vo o nulové koté, které splyvaji s fezem grafu funkce rovinou xy a jsou zakresleny silné piné,
c=1= y?— 122 =1, hyperbola (piné) s vrcholy (0, 1), (0, —1), kéty jsou v zavorkach,
c=2=1y>—22>=2= (y/v2)? — (/v2)? = 1, (piné) hyperbola s vrcholy (0, +v/2),
podobné postupujeme pro ¢ < 0 (vrstevnice jsou ale ddrkované). Pfitom kladné orientovana osa z splyvé
s pocatkem O(0,0) a mifi proti pozorovateli. Z vrstevnicového grafu, konkrétné z kolmych priméti do
pudorysny z = 0 fezi grafu funkce rovinami z = 0,1, 2, —1, —2, a pak jesté z pomocnych fezi souradnicovymi
rovinami (2. krok: ez ndrysnou r = 0 = z = y? a 3. krok: rez bokorysnou y = 0 = z = —22, kde
kladné orientovand osa y mifi od pozorovatele, viz obr. 4.2) plyne, zZe graf charakterizuji hyperboly a paraboly.
Skutec¢né, 4. krok: nacértneme graf, ktery ma tvar sedla. Je to zndma kvadrika hyperbolicky paraboloid
neboli sedlovd plocha (obr. 4.3) se sedlovym bodem funkce v poc¢atku O(0,0), jemuz na grafu funkce f
odpovida sedlo funkce v bodé (O, f(O)) = (0,0,0).

z
Z:y2 r,?f/,,ﬁ ‘\;: '55
7z /H‘v‘ S
(x=0) ﬂ//lfi/”ﬂi;'( N
W
Y
v X
7=-X2
(y=0)

Obr. 4.1 Vrstevnicovy  QObr. 4.2 Rezy grafu soufadnicovymi  Obr. 4.3 Graf hyperbolického
diagram rovinami z = 0,y =0 paraboloidu z = y? — 2

Nasleduje ukéazka zdrojového textu v Maple pro variantu zobrazenou v dolni ¢asti obr. 4.3.

> with(plots):

f:=plot3d(y~2-x"2,x=-1..1,y=-1..1):

> b:=arrow([0,0,0],vector([0,0,1.39]),color=black,width=[0.005, relativel,
head_length=[0.17, relative],head_width=[12, relative]):

> c:=arrow([0,0,0],vector([0,1.58,0]),color=black,width=[0.005,relative],
head_length=[0.12, relative] ,head_width=[11.8, relative]):

> d:=arrow([0,0,0],vector([3.18,0,0]),color=black,width=[0.005,relative],
head_length=[0.105, relative] ,head_width=[5.5, relative]):

> e:=textplot3d([[2.95,0,-0.25,‘x‘],[0,1.5,-0.25,¢y‘],[0,-0.2,1.15,‘=z‘]],
color=black,font=[TIMES,ITALIC,11]):

> display(f,b,c,d,e,tickmarks=[3,3,3] ,orientation=[27,62],
view=[-1.45..3.18,-1.57..1.58,-1.59..1.39],labels=[z,x,y] ,axes=normal,
labelfont=[TIMES,ROMAN, 1] ,style=PATCH, shading=ZGRAYSCALE, scaling=unconstrained) ;

\4

4.1.9 Priklad Urceme definiéni obor funkce z = ﬁ a pomoci vrstevnicového diagramu znézornéme
jeji graf.
Reseni: Defini¢ni obor je D, = Ey \ {(0,0)}, tj. rovina xy bez pocatku, H, = RT = (0, +00).
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1. krok: 12—41-1/2 =c=1?+y? = % > 0, tj. téz koty ¢ mizeme volit pouze kladné, coz je ziejmé také z oboru

hodnot H, nasi funkce. Vrstevnicovy diagram tvori jednoparametricky systém kruznic se stfedem v pocatku
(a polomérem \/g , ktery se zmensuje se zvétsujici se kétou ¢), viz obr. 4.4. Grafem tedy musi byt né&jaka
rotacni plocha, takZe uSetfime jeden pomocny fez (pro bo¢ni pohled), napf. ndrysnou z = 0 (tj. usetiime 2.
krok). Pti fezu bokorysnou y = 0 (3. krok) jsou do obrazku také umistény prinikové krivky Fezt, tj. kruznice
o rovnicich [Viz (4.2)] z = 12—41-312’ z = ¢ (kde za ¢ postupné volime 1,2, 4), které se zde jevi jako tsecky. Cely
postup zachycuje nékolik dosazeni a obr. 4.4, obr. 4.5, obr. 4.6. Je-li z = 1 : ﬁ =1=22+9>=1;

z2=2: —IZ}LyQ =2=22 49y = (%)2 = (0,71)%; z = 4: —zQJlryZ =4=22+y2 = (3)2
Grafem funkce je rotac¢ni plocha na obr. 4.6 vznikla rotaci kolem osy z kiivky o rovnici z = z—12 vV roviné

xz, coz je hyperbola stupné 2. Vysledna plocha pripominé televizni vysila¢ na Jestédu nad Libercem.

) .
(4)
(2)
@)
y
y s X
Obr. 4.5 Obr. 4.6 Graf funkce z = zQ—JlryZ
4.1.10 Priklad VySetfeme a vysrafovanim vyznac¢me defini¢ni obor D funkce
x — y? IR
f(:L', y) = m + SIH(SC + y)
Reseni: Necht k je celé ¢islo, tj. k € Z.
r—y> > 0 Aln(l—22—9%) # 0A1—-22—9y2 > 0A sin(z? +y) >0
x > P 1—22—9y2 # 1 224y < 1 0+k2mr <a?+y<m+k2r

22+y> # 0 —2? + 2k <y < —2?+ (2k+ D)
Uza,'vi:ena oblast (z,y) # (0,0), Otevieny kruh &k = 0 : —2? < y < —2? + 7
uvnitt 2paraboly tj. Eo \ {(0,0)}. S=(0,0),r = 1. E=1:—-2242r <y< —22+4+3n
r = Yy s osou Rovina zy bez atd. Uzaviena oblast ohranidend pa-
vV ose T a vrc?,o—, pocétku (0,0). rabolou y = —x? a posunutou para-
lem (0,0), lezici bolou y = —2% + 7 s osami v ose
v 1. a 4. kvad- y.H
rantu, véetné pa-
raboly.

Dy je prinikem ¢tyf mnozin. Je zndzornén vysrafovanim na obr. 4.7. Jde o kiivocary trojahelnik OAB.
Vycislime nejprve napi. z-ové souradnice bodu B, tj. porovnadme jeho y-ové soutadnice na parabole a kruznici

y=y= T = 1—$2=>£C=1—$2=>$2+.T—1=0$0<$B:@50,618.13&1{?43:\/,% =
V51 = 0,786. B = (v8,y8) = (@,w@) = (0,618;0,786). Bod A je uréen, nebot A = (yg, —g) =

(0,786; —0,618). Zbyva zapsat D;. Pouzijeme oba zplsoby, které budeme vyuzivat v integrdlnim poétu.
Dy =M*={(z,y) €EEx|0<z<apAh-2?<y<JrVag<z<aaA-2?<y<V1-z2Vapa<z<l
AN=V1-22<y<vV1-—2z?}
Dy =MY={(z,y) €Ba|ya <y<O0A/=y<az<1-9>V0<y<ysgAy? <z </1-y2}

M?* je tzv. mnoZina elementirni (normdglni) vzhledem k ose x, MY je mnozZina elementdrni
(normdlnt) vzhledem k ose y. Vidime, ze vyjadfit Dy pomoci MY je jednodussi, nebot je sjednocenim
jen dvou mnozin, zatimco M? t¥i mnozin.

D pri vyssich vyskach most, napf. u zeleznicniho mostu v Bechyni, je pouzit jako hlavni nosny prvek zelezobetonovy oblouk
ve tvaru klesajici paraboly.
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z

4.1.11 Priklad VySetfeme definiéni obor Dy a konstantni hladiny H,. funkce f(z,y, z) = arcsin T

Reseni: Argument (-) funkce arcsin(-) musi byt v intervalu [—1, 1], tj.

Dy ={(z,y,z) € Eg| — Va2 +y2 <z <Va?+y?2A(z,y) # (0,0)}.

Grafem hrani¢nich funkei 2y = /22 + 42, resp. z— = —+/22 + y? je horni, resp. dolni ¢ast rotacni kuzelové
plochy 7, resp. ./ s osou v ose z, vrcholem v poc¢atku O(0,0,0) a vrcholovym dhlem w, ktery je pravy, tj.
w = % (Viz obr. 4.8). Oba grafy, tj. celou rotacni kuzelovou plochu .’ = ., U.7_, umime vyjadiit jedinym
zépisem pomoci (ternarni) relace 22 = 2% +y?. Defini¢ni obor Dy je pak ta ¢ast prostoru Es, z néjz vyjmeme

pocétek O a vnitiek rotacniho kuzelového prostoru. Protoze obor hodnot funkce arcsin(-) je Hy = [-7, 7],
Ize volit pouze kéty c¢ € [-5, 5] =: J. Konstantni hladina H,. pfisluina kété ¢ je pak mnozina vSech feseni
rovnice

z z
arcsin | ———= | = c <= ————= =sin¢, c€ J,
( /$2+y2> /$2+92

a je tedy opét jednou z kuzelovych ploch s vrcholem v pocatku O a osou z bez tohoto pocatku, které vypliuji
Dy. V piipadé, kdy ¢ = 0, pak kuzelova plocha degeneruje v rovinu xy (z = 0) bez poéatku.

Z‘ Lz =122+ y>?

Obr. 4.7

4.2 Zobrazeni mnozin a funkce v E,

4.2.1 Poznamka Funkce vice argumentt jsme definovali jako zobrazeni f z E,, do E;. S pojmem zobra-
zeni budeme i nadale ¢asto operovat, nejvice v integralnim poctu, ale bude vhodné mit i pro tivahy o spojitosti
a limité funkci o zobrazeni presnéjsi predstavu. K tomu poslouzi nasledujici odstavce.

4.2.2 Definice Zobrazenim ® (ti: velké fi) typu (n,m), podrobnéji oznacenym (™™ &, prozatim ro-
zuméjme zobrazeni neprazdné bodové mnoziny () # M C E,, do bodového prostoru E,,, tj.

® :E, DM —E,,.

(V poznédmce 4.2.5 o interpretacich uvidime, ze lze také uvazovat zobrazeni z E,, — V,,, z V,, — V,,,, ¢
zV, = E,)

4.2.3 Poznamka s definicemi obrazu a vzoru mnoziny Zobrazeni typu (n,m) tedy kazdé uspotra-
dané n-tici redlnych c¢isel z mnoziny M C E,,, pfitadi uspofddanou m-tici z E,,. Analogicky jako u funkce,
mnozinu M vSech vzoru zobrazeni ® nazveme jeho definiéni obor Dge C E,,, mnozinu vSech jeho obrazt
nazveme obor hodnot zobrazeni ® a oznac¢ime He C E,,, tj. plati Hp = ®(Dg).

Méjme dale zobrazeni ®.

e Necht mnozina M, je ¢asti M, tj. My C M. Pak mnozinu vSech obrazt odpovidajicich vSem vzortim
z mnoziny M1, tj.

(M) = {Y|Y = B(X) AX € My} = {®(X)|X € M}, (4.3)

nazveme obraz mnoziny M pii zobrazeni ®.
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e Vzor (proobraz) mnoziny Ny C N pii zobrazeni ® : M — N se nazyva mnozina ®~1(N;) = {X €
M | ®(X) € Ni}. Zdtraznéme, ze ®~1(N;) je nerozdélitelny symbol a méa smysl, i kdyZ neexistuje
inverzni zobrazeni ® 1. Je-li oviem ® prosté zobrazeni M na N, je ®~1(N1) rovné# obraz mnoziny Ny
pii inverznim zobrazeni ®~1.

4.2.4 Priklad Reéalna funkce n-realnych argumentu, tedy zobrazeni

®:E, DM — E,, je zobrazeni ™V ® typu (n,1).

4.2.5 Poznamka o interpretacich Je-li n = m = 3, lze takové zobrazeni (>3 & fyzikalné modelovat
jako elastickou (pruznou) deformaci télesa, kdy body X = (21, x2, x3) télesa méni svou polohu.
Neékterd zobrazeni z E; do E, (n = 2,3) nam v dalsim poslouzi pro popis kiivek v roviné nebo prostoru, jina
z [Eo do Eg zase pro popis ploch v prostoru.

e Vztah (4.3) z 4.2.3

Y = ®(X) rozepiseme jako (y1,...,Yym) = P(x1,...,2p). (4.4)

Protoze se jedna o rovnost bodi o m souradnicich, lze posledni rovnost rozepsat jako systém m rovnosti pro
jednotlivé soufadnice bodu Y. Soufadnice bodu ®(X) znacime ¢ (X), ..., ¢ (X) a nazyvame je soufadnicové
funkce, struéné souradnice (téz slozky ¢i komponenty) zobrazeni typu (n, m). Pii pevné kartézské soustavé
soutadnic v E,, lze pak psat tzv. definujict rovnice zobrazeni ®

o= ¢, 2)
resp. vektorové i = ®(Z) nebo 7 = &(X), (4.5)
Ym = ¢m(x17---7xn)

kde p¥i dosavadni bodové interpretaci, piesnéji interpretaci bod—bod (tj. bod se zobrazi na bod),
piSeme

Y = (yla---vym) = (¢1($17---;1‘n);-'-;¢m(z1;---;zn)) = (¢1(X)77¢m(x)) = CI)(X)’ (46)

resp. analogicky p¥i vektorové interpretaci zobrazeni, tj. interpretaci vektor—vektor nebo bod—vek-
tor, kdy obrazem je (aritmeticky) vektor ze zaméfeni euklidovskych prostort, piSeme

V, =V(E,) Bfgy"e V(E,,) = V,,, nebo EnaXé)g]E Vi (4.7)
Zobrazeni
7= <I_5(f) = (P1(Z), ..., om(T)) = (P1(x1, .. s Tpn)y ooy O (X1, .oy Tp)) (4.8)
nebo
= B(X) = (61(X), .-, (X)) = (B1(@1, -1 @n)s s ST, 7)) (4.9)

se pak nazyva vektorovd funkce n-redlnych proménnych a je definované na jisté mnoziné vektori M C 'V,
nebo bodtt M C E,,, kde M = Dy, N Dy, N---N Dy, .

e Je-li n = m, pak se ve fyzikalnich aplikacich, kdy je nejcastéji n = m = 3, vektorova funkce oznacovana
tam napt. symbolem f_’; avSak definovand obvykle na bodové mnoziné M C E,, nazyva téz vektorové pole,

presnéji je to usporadand dvojice (M, f(X)). V tomto piipadé pouzivand interpretace bod—vektor vede
k zapisu do vektorové rovnosti ve tvaru

—

¥ = f(X), kde bod X € M CE,. (4.10)

e Pojem zobrazeni ® typu (n,m) bude uzite¢ny jak pii geometrickych tvahdch o kiivkach a plochach v
E3, které jsou specidlnim piipadem tzv. k-rozmérné variety v euklidovském prostoru libovolné dimenze,
tak také v prikladech z fyzikalni teorie pole. Shriime dosavadni tvahy do nasledujici

4.2.6 Definice Necht E,, n = 1,2,3, je euklidovsky prostor, v némz je pevné zvolena kartézska soustava
soufadnic a ozna¢me V,, jeho (vektorové) zaméreni V(E, ). Mé&me mnozinu M C E,. Kazdé zobrazeni
M — E,, (kde v aplikacich je m = 3, popf. m = 2), resp. M — V(E,,) [pfiCemZ zobrazeni M — V(E,,)
mize piipoustét téz M C V,]| se nazyvd bodovd, resp. vektorovd funkce n-redlngch proménngch
(s definiénim oborem M a s hodnotami v E,,, resp. ve V(E,,)).
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4.2.7 Zapis bodovych a vektorovych funkci a operace s nimi Bodovou funkci Y s defini¢nim
oborem M C E;, resp. M C E; miZeme (pfi pevné kartézské soustavé soufadnic) v E3 zapsat ve tvaru

Y(t) = (y1(t), y2(t), ys(t)), resp. Y(v1,v2) = (y1(v1,v2),y2(v1,v2),y3(v1,v2)), (4.11)

kde bod (&islo) t € Eq, resp. bod V := (v1,v2) € g, a kde y1, 92, y3 jsou vise zminéné souradnicové funkce?)

bodové funkce Y, pti¢emz t, resp. v1, ve se nazyvaji vnitrni souradnice bodu Y nebo parametry.
Podobné zapiseme vektorovou funkci i s definicnim oborem M C E;, resp. M C E,, popt. M C V,

zobrazovanym do [Es, ktera ma tytéz souradnicové funkce y1, 92, ys, jako bodova funkce Y, predpisem

-,

§(t) = (y1(t), y2(t),y3(t)), resp. §(vi,v2) = (y1(v1,v2), y2(v1,v2), ys(vi, v2)), (4.12)

kde bod t € Eq, resp. bod (v1,v2) =V € Eq, popt. vektor (vi,v2) =T € Va.

V praktickych tlohéach se indextim vyhybame a piSeme misto vy, ve napf. u, v a misto x1, x2, x3 napt. x, y, z.
Podobné, je-li ddna vektorové funkce (), pouziva se v diferencialni geometrii i inZenyrskych aplikacich pro
zjednoduSeni misto presnéjsiho zapisu § = u(t), téz @ = u(t), kde symbol @ oznacuje jak zévisle proménnou,
tak vektorovou funkci.

7 analytické geometrie vime, Ze sou¢tem bodu X a nenulového vektoru u je bod Y, takze X + @ = Y.
Podobné souc¢tem bodové funkce X a vektorové funkce i je bodova funkce, kterou oznacime X+ a definujeme
predpisem

(X + @) (t) :== X(t) + u(t), resp. (X + @) (ur,us) := X(ug,u2) + @(u1, usz).
Jejim defini¢nim oborem je prunik defini¢nich oboru funkci X, i, pfi¢emz souctova operace se provede s¢ita-
nim odpovidajicich si souradnicovych funkci (slozek).

Zcela analogicky bychom mohli pro redlnou funkci f, bodové funkce X,Y a vektorové funkce 1, ¥/, w definovat
(po slozkach) funkce X =Y = Z, fu, i+ U, 4 — ¥, @ - ¥, 4 X U, [4, 0, d].

4.2.8 Priklad Predpisem
o) = (inaystn(e? + 52 + )

je definovana (nelinearni) vektorova funkce f : Vs — Vs s definiénim oborem D 7=V3\{0}, kde 5= (0,0,0).

4.2.9 Priklad Pfedpisem pro silu F

= = 1
F(X) EF(:L‘,y,Z): (\/$2+y2+22,\/m,\/§> ,3) (413)

uvazovanym Casto jen na jisté ohrani¢ené mnoziné M C Dz, napi. nechf M = {X € E3|0 < 22+ 9% +
22 < r?r € R}, tedy na uzaviené kouli o poloméru r s vyjmutym pocatkem O, v némz je jeji stied,
je definovano silové vektorové® pole (M, F), strucnéji, silové pole F o soufadnicich (soufadnicovych

funkcich) Fy(X) = /2?2 + y2 + 22, F»(X) = \/ﬁ, F3(X) = /2. Geometricky je Fy, Fs, F3 pravothly
z2+y2+2z

prumét vektoru F do oSy T,Y, 2.

4.2.10 Poznamka s pFikladem linedrniho zobrazeni Je-li specidlné v (4.5) zobrazeni ® : V,, >
Z— ¢y eV, typu (n,m) linedrni (tj. obraz souc¢tu vektorud je soucet obrazti téch vektort a obraz nasobku
vektoru je ndsobek obrazu toho vektoru), pak je dokdzano, Ze toto zobrazeni lze zprostfedkovat matici A

v = é(f) = A%, kde A je typu (m,n), a Z, ¥ jsou sloupcové vektory. (4.14)
Uvazujeme-li specialné linedrni zobrazeni typu (n, n), pak se ¢asto nazyvé linedrni transformace, matice
je ¢tvercova a zobrazeni je prosté a na mnozinu, pravé kdyz A je regularni matice (tj. det A # 0).

Napriklad pti zobrazeni 22§ nazvaném kontrakce (stlaceni, zkrdceni) s koecifientem kontrakce k = %
se body roviny dvakrat priblizi k pocatku, takze plati

1 1
=31 . Y1 5 0 1 .

1 ) Yy = = 1 = A,CE,
Yo = 52 Y2 0 35 T2

. . . .. , , 2 - , . .oa—1 , . e
kde A je matice kontrakce. Existuje inverzni zobrazeni ® ! dané inverzni matici A~"' a nazyvané dilatace
(roztaZeni).

2)Misto y1,y2,y3 Casto piseme indexy vpravo nahote, tj. y*,y2, 33, chceme-li v mechanice kontinua vyuzivat Einsteinovy
souctové konvence.

3) Také zde se jedny zavorky vynechéavaji a nepise se F((x,y, z)), kde (z,y,z) = & € V3, stejné jako my nepiSeme F([z,y, 2]),
kde bod [z,y, 2] = X € E3.

4) Presnéji, silu F interpretujeme, jak vime, v kazdém bodé X € M jako vdzany vektor (X, ﬁ)
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4.2.11 Poznamka Pro zobrazeni (™™ ® zistavaji v platnosti viechny definice (napf. o rovnosti zob-
razeni) a véty o zobrazeni prostém, na mnoZinu, inverznim. Déale plati, Ze zobrazeni ()@ kde n > m,
D(n.myg = E,, nemtize byt prosté (tj. injekce) a zobrazeni ™ ®, kde n < m, nemiize byt na mnozinu (tj.
surjekce, nakryti).

4.2.12 Poznamka k zobrazeni sloZzenému, k ziZeni a rozSifeni zobrazeni Pfipomerime nékolik
definic probiranych u zobrazeni.

e Mé&jme neprazdné mnoziny My, Ms, z nichz kazda patfi do jiného prostoru (tfeba metrického), at pro ur-
¢itost My C E,, My C E,,. Necht® ¥ je zobrazeni zobrazujici M; do E,, (tj. ¥ : My — E,,) takové, ze
U (M;) C Mo, a ® af je zobrazeni mnoziny M, do prostoru E; (tj. @ : Ms — E;). Pak zobrazeni T : M; — E;,
které ptredepisuje bod Y € E;

Y = T(X), T (X) = (¥ (X)), kde bod X € Mj, (4.15)
se nazyva sloZené zobrazeni (kompozice zobrazeni) ze zobrazeni ¥, ® (v tomto poradi) a znacime je
®(T), popt. DoV,

Zobrazeni @, resp. ¥ nazyvame vnéjsim, resp. vnitrnim zobrazenim slozeného zobrazeni ® (V). Je-li I = 1,
tj. kdyZ zobrazeni ® je (redlnou) funkci, mluvime o sloZené funkci misto o slozeném zobrazeni.

Tvrzeni: Je-li vnitini i vnéjsi zobrazeni prosté, je takové i sloZzené zobrazeni.

e Jsou-li ®: M — N,V : M; — N takovda zobrazeni, ze My C M(M; # M) a ®(X) = ¥(X) pro kazdy
bod X € M1, nazyva se zobrazeni ¥ zdZeni (restrikce) zobrazeni ® na mnoZinu M; a piSeme ¥ = ®|;,.
Zobrazeni @ je rozsireni (prodlouzeni) zobrazeni ¥ na mnoZinu M.

4.2.13 Poznamka V odstavci 4.2.5 jsme ukézali, Ze zobrazeni ® typu (n,m) lze vyjad¥it jako uspoiada-
nou m-tici (¢1, da, . . ., d»,) soutadnic, z nichz kazda je opét zobrazeni typu (n,1). To v8ak znamend, ze ke
studiu vlastnosti zobrazeni typu (n, m) euklidovskych prostorii sta¢i studovat jen zobrazeni typu (n,1), coz
je zobrazeni E,, — E; (do redlné osy), a podle definice 4.1.3 na str. 58 jde o redlnou (bodovou) funkci n
realnych argumentu f(X), kterou staéi zkoumat podrobnéji.

4.2.14 Definice Mgjme f funkci n argumentt. SniZzenim, resp. zvySenim poc¢tu argumentt pii zachovani
funkéniho predpisu, vznikne funkce nazyvana zuZeni funkce, resp. rozsireni funkce f definovana v prvnim
pripadé predpisem

WXL,y i1, T 1y e ey T ) = f(X1y 0 i1, € i1,y -+, ), kde ¢ € R, (4.16)
kterd ma (n — 1) argumentti, resp. v druhém piipadé funkce (n + 1) argumentt
p(x1, .y Xy Tng1) = f(T1, -0y Tng1).
(Pro jednoduchost je ,novy“ argument psan jako posledni.) Zde jde o zuZeni ¢i rozsifeni funkce vzhledem
k mnoZindm z rtznych prostorti (prostort rizné dimenze).
4.2.15 Piiklad ZaZenim funkce f(z,y) = 2% + y jsou napf. funkce
ui(z) = f(2,3) =2 +3, us(y) = f(2,y) =4+, apod.

Vzpomente, ze takovymto dosazovanim za z = 0, y = 0, z = 0 atd. jsme ziskavali prunikové krivky grafu
funkce mj. se souradnicovymi rovinami, které ndm pomohly pfi jeho nacrtu.

Rozsifenim funkce f(t) = Int na funkce dvou argumenti jsou napf. funkce
plz,y) =z ,  qz,y) =Iny.
Rozsitenim funkce ze zadani prikladu je téz napi. funkce

q(z,y,2) = 2% +y.

5)Velka pismena fecké abecedy @, V¥, Y cCtéte:velké fi, velké psi, velké rTecké ypsilon. V definici si je muzete nahradit napft.
pismeny f, g, h. Nacrtnéte si celou situaci.
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Sami si promyslete, jaké jsou defini¢ni obory zizeni a rozsifeni funkce f vzhledem k Dy a jak pro maly
pocet argumentt ziskame z grafu funkce f grafy ztzeni nebo rozsireni této funkce.

Pro posledné jmenovany pripad je inspiraci nasledujici priklad.

4.2.16 Piiklad Grafem funkce dvou argumentti z = f(z,y) = 22 je kolmad
parabolickd vélcova plocha (Viz obr. 4.9). Je to pfimkova plocha, jejimz
(kolmym) primétem do roviny zz je parabola, kterd je v E3 ur¢ena rovnicemi
z = 22,y = 0. Nase funkce miize byt chdpéna jako ziZeni funkce f(x,y) =
2% +y z predeslého piikladu nebo jako rozsifeni funkce jednoho argumentu
z = f(z) = 22, u které formalné priddme argument y pti zachovani funkéniho
predpisu.

4.2.17 Definice FElementdrni funkce n argumentii (tj. definovana v E, ) je kazda funkce vytvotrena
z elementdrnich funkci neboli elementdrnich transcendenti jednoho argumentu [coz jsou konstantni
funkce, funkce obecnd mocnina y = 2" (r € R), e*,Inx, goniometrické funkce sinx,cosz,tanx,cotx,
cyklometrické funkce arcsin z, arccos x, arctan x, arccot x, hyperbolické funkce, hyperbolometrické funkce, a
vsechny funkce, které lze z uvedenych vytvorit koneénym poctem aritmetickych operaci, tj. séitanim, od¢i-
tanim, ndsobenim, délenim funkci, a déle operaci (pfipustného) skldddni téchto funkciG)] kone¢nym poctem
aritmetickych operaci s témito funkcemi, popf. operacemi skldddni funkci (tj. pripustnym zplisobem prove-
dené slozené zobrazeni) a rozgirovdni funkci.

4.2.18 Priklad Funkce z = xlny + /z +y se da vyjadrit

1) jako funkce h(x,y) sloZend z jedné vnéjsi funkce f(u,v) a dvou vnitinich funkcei g1(x,y), g2(x,y). Ve
Ize zapsat napf. takto
f(u,v):u+v, Df:{(uvv)EEQ}v
g1: u=zxlny = gi(x,y), g2 v=+/r+y=ga(x,y), kde u,v se nazyvaji pomocné argumenty.
Dglz{(xvy)€E2|y>O}7 DQZZ{(:E,y)EEﬂny:c}
Pak slozend funkce h : h(z,y) = f(g1(x,y), g2(x,y)) je funkce h(z,y) = xIny++/z +y, Dp = {(z,y) €
Eo|ly>0Ay > —x}.

2) Zadané funkce je zéroven elementdrni funkce dvou argumentt, nebot je vytvofena ze tii elemen-
tarnich funkci jednoho argumentu a(x) = z, B(y) = Iny, v(y) = vy, jejich rozdifenim na funkce
palz,y) = x, ps(z,y) = Iny, py(x,y) = y, a dalsimi podle predeslé definice dovolenymi operacemi
patrnymi z nasledujiciho zapisu

z = pa(z,y)ps(z, y) + g2(2, y),
kde funkce go(x,y) = /x +y je (algebraickd funkce dvou argumentit) funkce sloZend z funkce ¢(t)
s tj. ¢ s =Vt = ¢(t), a z funkce Y(x,y) vnitini, tj.
Vi t=a+y=palz,y)+ps(z,y) =v(,y),

92(x,y) = o((pa(,y),pp(2,y)) = Ve +y.

4.2.19 Piiklad Funkce signum, napt. f(z,y) = sgn(zy), neni elementarni, jak si ukdzeme v odstavci
4.6.4 na str. 73, stejné jako funkce charakteristika (tj. celd ddst) ent /a2 + y? ve cviceni 4.9.

4.3 Priklady operatoru a funkcionalu v metrickém prostoru

4.3.1 Poznamka V matematické analyze se ¢asto misto terminu zobrazeni ® pouziva termin operdtor
L. V tom ptipadé jsou zobrazovand mnozina M a jeji obraz ®(M) néjak specifikovany. Bude stacit, kdyz
vyjdeme z prostori metrickych, nebof ze specidlnich metrickych prostorti pochazi nejvic aplikaci, napf.
tykajicich se diferencidlnich ¢i integralnich rovnic.

6)Mezi elementdrni funkce tedy patii i algebraické funkce, tj. ty funkce y = f (z), které (v uré¢itém oboru) spliuji identicky
algebraickou rovnici p(z,y) = 0, kde p(z,y) je polynom v proménnych z,y. Je to napi funkce y = V1 —z2,—1 < z < 1,
nebot spliuje rovnici 1 — 2 — y2 = 0 a funkee p(z,y) = 1 — 22 — y? je mnohoélen 2. stupné v proménnych z,y. Jinymi slovy,
algebraickd funkce obsahuje v analytickém vyrazu f(x) vSechny algebraické operace (tj. zminéné aritmetické operace a operaci
umocriovdnt raciondlnim exponentem) s argumentem x.
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4.3.2 Definice Mgjme (P;,dy), (P2, ds) dva metrické prostory. Rekneme, 7e je dan operdtor L z pro-
storu Py do Ps, jsou-li dany

(1) mnozina M; C P,

(2) predpis jednoznacéné piifazujici kazdému prvku (vzoru, bodu) u € My uréity prvek (obraz) v z mnoziny
My C P»; tento prvek oznacime Lu, tj.
v = Lu. (4.17)

Také fikame, Ze operdtor L zobrazuje M, do Ms. Mnozina M, se nazyva definiéni obor operatoru L
a znadi se Dy, nebo D(L), mnozina Hy, vSech v € My, kterou dostaneme z operdtorové rovnice (4.17), se
nazyva obor hodnot operdatoru L (tj. H;, C Ms). Je-li Hy, = M>, fikdme, Ze operdtor L zobrazuje mnozinu
M, na mnozinu M,.”

4.3.3 Piiklad Ctvercova matice A n-tého fadu je maticovy operdtor, ktery podle predpisu ¥ = A
piitazuje kazdému (zde sloupcovému) vektoru @ = (uy,...,u,)T € V, vektor ¥ téhoz typu, tj. z téhoz V,,,
kde Au je obvykly soucin matic.

4.3.4 Piiklad diferencialniho operatoru v C*[a,b] Pro nezdporné celé ¢islo k a ohraniceny uzavieny
interval [a, b] oznac¢me C*[a, b] (téz C*)[a, b)) mnozinu viech funkci u = u(x) definovanych na intervalu [a, b],
které tam jsou spojité a pro k > 0 tam maji spojité derivace az do k-tého fadu véetné, pricemz v krajnich
bodech a, resp. b uvazujeme derivace spojité zprava, resp. zleva. Je-li J interval otevreny, pak o funkcich
z mnoziny (prostoru) C*(.J) hovofime jako o funkcich tridy C* na J. Mnozina C*¥|[a,b] je funkcionalni
(tzv. dplny, nebudeme to specifikovat) linedrni normovang prostor hladkych funkci s normou

|l = Z?:o zrg[%}i] |u(1)(x)| = max |u(x)] + max [/ (z)] + ...+ max |u(k)(x)| .

Méjme tzv. linearni diferencialni rovnici druhého fadu
a(z)u” + B’ +y(z)u=g(z), € [a,b], (4.18)

s hledanou funkci u = u(x), kde «, 5,7 jsou spojité funkce a g je spojitd pravé strana rovnice, jez jsou
zadéany. Definujeme-li diferencialni operator L

Lu := a(x)u” + B(x)u’ + v(z)u, x € [a,b],
pak feSeni u = u(z) diferencidlni rovnice v operdtorovém tvaru
Lu=g

mtizeme hledat v riiznych funkciondlnich prostorech, napi. v prostoru C?[a,b], pfedpokladame ptitom, ze
g € Ca,b]. S prostorem C°[a,b] = Cla, b] jsme se uz setkali v 2.3.13 na str. 36. Lze ukdzat, Ze operdtor L
je linedrni (diferencidlni operator 2. fadu), tj. ze

L()\lul + )\QUQ) = A Luy + AoLusg (4.19)
pro libovolné prvky (funkce) ui,us € C?[a,b], A1, A2 € R.

4.3.5 Definice a p¥iklad funkcionalu Je-li prostor obrazii P» prostorem realnych éisel (tj. redlnd osa
E;), pak operator L se nazyvé (redlny) funkciondl. Piikladem funkcionalu definovaného na (celém) prostoru
Ls(a,b) je operator f definovany predpisem

b
fu:/ u(z)dx, (4.20)

ktery kazdé funkci u € La(a,b) pfifazuje ¢islo definované Lebesgueovym integralem.

4.4 Spojitost a limita zobrazeni (funkci) v metrickych prostorech

Uvahy o zobrazeni ® z tohoto cldnku lze specidlné prenést na redlnou funkci f n redingch argumenti, jak
je ziejmé z nadpisu tohoto cldnku, pricemz symboliku ® : (Py,dy) — (P2,d2) jen nahradime symbolikou
[ E, — Eq, takZe metriky dy, resp. do prejdou v euklidovskou metriku o.

7 Vlastné si tenai jen pripomnél definici zobrazeni pfi operatorovém zapisu zobrazeni. Bylo by mozné analogicky definovat
operator prosty, ohrani¢eny atd.
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4.4.1 Jak to bylo se spojitosti funkce jednoho argumentu Necht M je defini¢ni obor Dy funkce
f(x) jednoho argumentu, tj. funkce z E1. Funkce [ : By O M — E; se nazyvd spojité v bodé a € M,
kdyZ ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro vSechna x € M spliiujici nerovnost |x — a| < 6 plati
|f(z) = f(a)] <e. Tedy § je funkci e, coZ zapiseme § = 6(g).

Tam byly (M,d) a E; = (R, d) dva metrické, konkrétné euklidovské prostory s euklidovskou metrikou, tj.
vzdalenosti d dvou bodii oznacovanou tam symbolem p, kterd je definovana (Viz piiklad 2.3.2 na str. 32)
vztahem

d(z,y) = oX,Y) =y —z|, kde X=[z] =2,Y = [y]| =y € E;. (4.21)

Tim jsou tam zaroven definovana i okoli bodi, potfebna pro itvahy o spojitosti a limité.

4.4.2 Definice (Cauchy-Weierstrassova) spojitosti zobrazeni (funkce) Méjme P, = (My,d;),
Py, = (Ms,ds) dva metrické prostory. Zobrazeni, resp. funkce ® : My — Msy( tj. D = M) nazveme
spojitymi v bodé€ A € My, kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro vSechny body X € M;
spliujici dy (X, A) < 0 plati da(®(X), ®(A)) < e. Zobrazeni, resp. funkce ® nazveme spojitymi na (v)
mnoziné M C M, kdyz jsou spojitd v kazdém bodé mnoziny M. Zobrazeni, resp. funkce ® se nazvou
spojitymi, kdyz jsou spojita v kazdém bodé svého definiéniho oboru Dg.

(Casto se misto M; rovnou pouzije symbol metrického prostoru P; a misto My symbol Py)

4.4.3 Poznamka o izolovaném bodé mnoziny Je-li bod A izolovany bod metrického prostoru Py, pak
kazdé zobrazeni ® definované na P (tj. také v A) je v izolovaném bod€é A spojité.

Diikaz: Existuje totiz ¢islo § > 0 tak, Ze nerovnost dp (X, A) < § mize byt splnéna pouze pro X = A. Pak
vSak plati d2(®(X),®(A)) =0<e pro kazdé € > 0. &

Nasledujici véta charakterizuje spojita zobrazeni.

4.4.4 Véta (o spojitosti zobrazeni p¥i otevieném vzoru kazdého otevieného obrazu) Zob-
razeni ® metrického prostoru (M, d;) do metrického prostoru (Ms,ds) je spojité na mnoziné My, préavé
kdyz vzor® ®—1(M3) mnoziny obrazi My, M; = ®(M;) je oteviend mnozina v M; pro kazdou takovou
mnozinu M3 otevienou v M. %

Dikaz: Necht @ je spojité na My a M3 je oteviend mnozina v Msy. Dokézeme, ze kazdy bod mnoziny
®~1(M3) je vnitinim bodem, tedy jde o otevienou mnozinu. M&me bod A € ®~1(My), tj. ®(A) € M;.
Protoze Mj je oteviend mnozina, existuje e-ové okoli O (®(A)) bodu ®(A) takové, ze je podmnozinou v M3,
tj. O-(®(A)) C M;. Protoze zobrazeni ® je v bodé A spojité, tj. Ve > 036 > 0 takové, ze
D : O5(A) = O(P(A)) C M, a tedy existuje okoli bodu A takové, zZe se celé zobrazi do My. To vSak
znamena, Ze toto okoli je podmnozinou ®~1(My). Bod A je tedy vnitini bod mnoziny vzort ®~1(M3).

Bud ®~1(M3) oteviend mnozina v M, jestlize M je oteviend mnozina v Ms. Zvolme bod B € M;
a ¢ > 0. Bud N mnozina vSech bodi Y € My, pro néz dz(®(B),Y) < €. Evidentné N je oteviend mnozina
v Ms. Jeji vzor ®~1(N) je podle piedpokladu oteviend mnozina v M. Tedy existuje d-okoli Os(B) bodu B,
pro néz Os(B) € ®71(My). Pak vsak plati
D :05(B) = N =0.(2(B)), tj. ® je v bodé B spojité zobrazeni. &

4.4.5 Poznamka k Gvodu o spojitosti a limité zobrazeni

e Protoze otazku o spojitosti zobrazeni, a tedy i spojitosti funkce, v ,nezajimavém® izolovaném bodé jsme
pravé vyresili kladné, bude naopak zajimavé zabyvat se spojitosti a pozdéji rovnéz limitou zobrazeni jen
v téch bodech A, v jejichz okoli je nekoneéné mnoho bodi riznych od A, tedy kdy A je hromadny bod?
néjaké podmnoziny M defini¢ntho oboru zobrazeni ®. Pak vSak pojem spojitosti zobrazeni (i funkce)
tdzce souvisi s pojmem limity (Viz vétu 4.4.11). V tom ptipadé bod A nalezi derivaci (Viz definice 3.3.8
na str. 49) M’ mnoziny M.

8)Viz definici vzoru (proobrazu) mnoziny v 4.2.3 na str. 62. Zde je @~ (MJ) = {X € M1| ®(X) € M;}.

9) Rekneme (srovnej s definici 3.3.2), ze bod A konvergencéniho prostoru P (tj. prostoru kde je definovana konvergence, jimz
rozuméjme metricky prostor) se nazyva hromadny bod mnoziny M C P, kdyz existuje posloupnost {X,} bodi riznych od A
obsazena v M a konvergujici k A.
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e My jsme pii Cauchy-Weierstrassové ¢, definici spojitého
zobrazeni na mnoziné M pomoci metrik d;, ds vysli pro zpre- 0.(B)
hlednéni avah z toho, ze M = Dg, tj. Ze zobrazovana mnozina M r————
M je defini¢nim oborem. V literatufe se casto rovnou vyjde ze |__B=0(A)
situace, kdy bod A je hromadnym bodem (vlastni) podmno-
ziny M defini¢niho oboru zobrazeni, tj. je M C Dg, M # Dg.
Tim je mozno definovat spojitost i v jinych bodech Dg nez jen
vnitinich (tj. v hrani¢nich i izolovanych bodech). Pak je nutno
vSude uvazovat bod X € M N Os(A), misto X € Os(A)
(coz je ekvivalentni nasemu d; (X, A) < 9). Takové okoli se pak

nazyva (relativni) okoli bodu A vzhledem k mmnozZiné M, AT ®
oznacuje se Oy (A) a definuje se tim tzv. spojitost zobra- Og(A)( Eil

zeni (i funkce) ® v bodé A vzhledem k mnoZiné M, viz NG

obr. 4.10. Jinak feceno, jde o spojitost zGzeni (tj. restrikci)'®) Obr. 4.10

®|ps zobrazeni na mnozinu M C Dg, pii které si viibec nev§imame bodi z prostoru Py (tj. z jeho nosné
mnoziny M), které nepatii do M. Povazujeme tak M za samostatny metricky prostor (podprostor prostoru
P).

Ctendf si jisté snadno nagi predchozi definici spojitého zobrazeni vyslovi ekvivalentné pomoci okoli bodu A
a okoli O.(®(A)) bodu ®(A) (pricemz ®(X) € O (P(A)) & da(P(X), P(A)) < €).

e Analogicky se postupuje u definice limity zobrazeni ® v bodé A, ktery je hromadnym bodem mnozZiny
M (tj. pfi limité zGzeni zobrazeni ®|,/), kdy pii Cauchy-Weierstrassové definici, napt. pomoci okoli bodd, se
v8ude uvazuje jen redukované (relativni) okoli bodu A vzhledem k mnoZiné M (M C Py), ze kterého
je vyjmut bod A (tedy nemusi existovat hodnota ®(A)), oznacujeme jej O%,(A), definujeme O3, (A) =
M N O%(A), pfiGemz pfipometime, ze OF(A) = Os(A) \ {A}. Definuje se pak limita B zobrazeni ® v bodé A
vzhledem k mnoziné M, zapisovana takto

lim ®(X) =B.

X—A
XeM

Vyslovime ji opét pomoci metrik.

4.4.6 Definice limity zobrazeni (funkce) Mé&jme (P1,d1), (P2, d2) dva metrické prostory, My C P,
zobrazeni ® : My — P, (tj. Dg = M;), mnozinu M C M, a necht bod A € P; je hromadny bod mnoziny
M, tj. A € M’', kde M’ je derivace mnoziny M. Rekneme, Ze zobrazeni (funkce) ® md v bodé A limitu
vzhledem k mnozZiné M rovnu B € P;, a piSeme

lim ®(X) =B,

X—A

XeM
kdyz ke kazdému e > 0 existuje § > 0 takové, ze

XeM,0<d(X,A) <d§=do(P(X),B) <e.

V ptipadé, ze M = My = Dg, tj. uvazujeme limitu vzhledem k defini¢nimu oboru Dg zobrazeni ® neboli
bod A je hromadnym bodem Dg, mluvime struéné o limité zobrazent ® v bod€ A a piseme

lim ®(X)=B].

X—A

4.4.7 Poznamka Pomoci pojmu okoli bodu pFipomenutém v ¢ésti 3) poznamky 4.4.5 zapiSeme abs-
traktné predeslou definici nasledovné.
Necht My, M, ®, A maji tyz vijznam jako v predeslé definici. Potom

lim ®(X) =B,
Xear
pravé kdyz
[VO(B)30%(A) : (M NO*(A)) € O(B)]. (4.22)

Specialné, necht f(X) je realna funkce n redlnych proménnych, tj. necht Dy C E,,, M C Dy, bod A € E,,
(popi. A € E:)'V) je hromadny bod mnoziny M, f : Dy — E;. Rekneme, ze funkce f md v bodé A
nevlastni limitu +oo, resp. —oo vzhledem k mnoZiné M, a piseme

lim f(X) =400, resp. lim f(X)= —oq,
Xent Xent

10)Viz 4.2.12 na str. 65
) Viz rozsireny euklidovsky prostor E} v 4.7.3, ¢imz zahrneme i pfipad A = oo, tj. kdy A je nevlastni bod nekonec¢no z EJ;
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kdyz ke kazdému ¢islu k € R existuje redukované okoli O*(A) bodu A takové, ze
XeMNO"(A) = f(X) >k, resp. f(X)<E.

Nésleduje dalsi definice limity zobrazeni v daném bodé (vzhledem k dané mnoziné si ji ¢tenaf zformuluje
sam) opirajici se o pojem posloupnost bodi. Tuto koncepci polozil Heine'?). Heinova definice je ekvivalentni
s prislusnou Cauchy-Weierstrassovou ¢, § definici. My ji vyslovime jako tvrzeni, jehoz ditkkaz by nebyl obtizny.

4.4.8 Véta (Heinova o limité) Zobrazeni ® : M; — M, metrického prostoru (M, dy) do (Ma,ds)
[analogicky funkce f : (E, 2)M; — M2(C E1)] ma v bodé A limitu rovnu B, tj. )}imA ®(X) = B, pravé kdyz
—
pro kazZdou posloupnost {X;}7° |, X # A, X, € M, (tj. posloupnost z M; \ {A}) konvergujici k bodu A,
tj. pro niz je
klim Xi =A (struéné X — A), (4.23)
— 00

konverguje prislusna posloupnost obrazt k bodu B, tj.

lim ®(Xx) =B (strucéné ®(X;) — B). % (4.24)

k—o00

4.4.9 Poznamka Predposledni dvojice vedle sebe zapsanych identickych vztaht znamené, ze v prislus-
ném metrickém prostoru plati

lim d;y (Xg,A) =0, (4.25)
k—o0
a podobné dva dalsi vztahy znamenaji, ze
lim do(®(Xg),B) =0. (4.26)
k— o0

Poznamenejme (Viz 3.2.7 na str. 43), ze bod
Xp = (b, ak, . af) b eRi=1,2,... nk=1,2,..., (4.27)

n

kde k je jen horni index oznacujici k-ty ¢len X; posloupnosti bodt a nikoli k-t4 mocnina x;.

4.4.10 Poznamka Zobrazeni ma v bodé A nejvyse jednu limitu.

4.4.11 Véta (Heinova o spojitosti a limité) Nechf bod A € Dg je hromadny bod definiéniho oboru
Dg zobrazeni (funkce) ®. Pak zobrazeni je v bodé A spojité, pravé kdyz

Jim @(X) = B(A) |. % (4.28)

Ditikaz: bezprostredné plyne z definice spojitosti a limity zobrazeni v bodé.

4.4.12 Upozornéni V naSem pojeti zobrazeni @, které je spojité v bodé A € Dg, nemusi byt
spojité v Zaddném jeho okoli, coz se tykd nejen bodu vnit¥niho, ale téZ hraniéniho a, jak jsme
dokézali, téZ izolovaného. TotéZ samoziejmé plati i pro funkci f(X). To je dulezitd zména oproti
funkei f(z) jednoho argumentu. Tam se ¢asto navic pozaduje, aby funkce f(x) spojitda v bodé a byla
definovana v néjakém okoli O(a) tohoto bodu.

4.4.13 Véta (o limité sloZzeného zobrazeni) Nechf existuje slozené zobrazeni ®(¥), nechf plati
)}in}\ ¥ (X) = B a zobrazeni ® je v bodé B spojité. Pak
—

Jim @(¥(X)) = ©(B). (4.29)

Diikaz: se opird o predeslou vétu.

12)Heine, H.E. (1821-1881), némecky matematik.
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4.4.14 Poznamka k homeomorfnimu (topologickému) zobrazeni Je-li zobrazeni ® : P, — P bi-
jekce, tj. prosté zobrazeni metrického prostoru P; na metricky prostor Ps, pak existuje inverzni zobrazent
&1 metrického prostoru P, na metricky prostor Py. Je-li navic ® a téz &~ spojité zobrazeni, pak se nazjva
homeomorfni zobrazeni, téz topologické zobrazeni nebo homeomorfismus mezi tzv. homeomorfnimi
metrickymi prostory Py, P,. Vlastnost prostoru zachovana pfi homeomorfnim zobrazeni se nazyva topolo-
gickd vlastnost. Ze symetrie je ziejmé, ze vidy téz &1 je homeomorfni. Kazda topologicka vlastnost
je i vlastnosti metrickou, nikoli obracené. Lze ukazat, ze topologicky pojem v metrickém prostoru
P je kazdy pojem, jenz lze logicky pfevést na pojem wzdvér M mnoziny M, resp. na pojem uzavrenosti
mnoziny (M = M), resp. na pojem otevienosti mnoziny (P\ M = P\ M).'%)

4.4.15 Piiklad Mezi redlnou osou E; a intervalem (—1,1) lze homeomorfismus definovat (zobrazenim
x — 2 arctan ) funkci

y = f(x) = — arctanwz.
T

4.4.16 Priklad fyzikalniho modelu homeomorfismu spociva v jiz zminéném mechanickém modelu
7 4.2.5 na str. 63, kdy deformujeme vyrobek M z elastického materidlu tzv. elastickou (téZ pruznou nebo téz
spojitou) deformaci (stlatovanim, roztahovanim, ohybanim atd.) tak, abychom jej ani neslozili néjakymi
¢astmi k sobé (@ by tam nebylo bijekei) a dostali tak homeomorfni obraz (tj. deformované téleso) ®(M).

4.4.17 Priklady homeomorfnich geometrickych atvaru

1) Jednoduchou kiivku v E3 (téz v E,,), chdpanou zatim jen intuitivné (pojem kiivky upfesnime pozdéji),
Ize definovat jako homeomorfni obraz uzavieného intervalu.

2) Jednoduchou uzavienou k¥ivku v roviné lze definovat jako homeomorfni obraz kruznice. Napt. troja-
helnik, ¢tverec nebo elipsa jsou homeomorfni s kruznici.

3) Kruh a polovina kulové plochy jsou homeomorfni ttvary.

4.5 Spojitost a limita zobrazeni (funkci) v euklidovskych prostorech

Uvahy o zobrazeni ® lze i v tomto cldnku specidlné prenést na funkci f n argumenti, jak je ziejmé
z nadpisu tohoto cldnku. Vektorovym prostorem v tomto cldnku bude zaméreni prislusného euklidovského
prostoru.

4.5.1 Poznadmka Specidlné, ze zobrazeni typu (n,m) ® : P, — P, kde zobrazovanym n-rozmérnym
metrickym prostorem P; je vektorovy prostor V,, = V(E,,) [s metrikou o* (@, ) z 2.2.4], resp. euklidovsky
prostor E,, a P je V,,, dostaneme ihned v uvazovaném bodé spojitost a limitu vektorové funkce, resp.
vektorového pole (jez jsme zavedli v 4.2.5 na str. 63). Jestlize P, = E,,, pak pracujeme s bodovym
zobrazenim (bodovou funkci), a jestlize P, = Eq, pak jde o realnou funkci f(X) n realngch argumenti.

4.5.2 Véta (o spojitych souradnicich zobrazeni typu (n,m)) Zobrazeni typu (n,m) je v daném
bodé prostoru E,, spojité, pravé kdyz jsou v ném spojité vSechny souradnice zobrazeni. %

Dtikaz: Zobrazeni ®(X) = (¢1(X), ¢2(X), ..., dm(X)) spojité v bodé A € Dg splituje pro vSechny posloup-
nosti {X;} z Dg implikaci

Xe = A = (01 (Xi)y s 0 (Xi)) = (01(A), ..., o (A)).

Podle véty 3.2.27 o limité podle soufadnic na str. 45 tvrzeni predeslé implikace plati, pravé kdyz

010X6) = G1(A) A A b (Xe) = B (A). (4.30)
Avsak limity (4.30) za pfedpokladu X;; — A znamenaji, ze vSechny soutadnice zobrazeni typu (n,m) jsou
v A spojité. &

4.5.3 Priklad Zobrazeni ® : E; — E, z piikladu 3.4.16 na str. 55 typu (1,2), u néhoz obrazem byla
elipsa, je spojité v Dg = [0, 27| a vime také, ze spojitym obrazem souvislé mnoZiny je opét mnozina souvisla.

13)Na rozdil od spojitosti nejsou pojmy stejnomérnd spojitost, ohranicenost (nebo plnost) topologické.
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4.5.4 Poznamka Definice limity zobrazeni typu (n, m) by byla analogicka jako v metrickych prostorech,
navic v piipadé, ze vzory z V,, i obrazy z V,, jsou aritmetické vektory, plati pro vektorovou funkci ® € V,,,
a vektory Z,d, h,0 € V,, rovnost

im &(a + h), (4.31)

—

—_

im &(7) =
—a

S

8

pokud existuje alespon jedna strana tohoto vzorce. %

4.5.5 Véta (o limit& soufadnic zobrazeni typu (n,m)) Zobrazeni typu (n,m) mé v daném bodé
A € E,, limitu, pravé kdyz v bodé A maji limitu vSechny soufadnice zobrazeni, a plati pak

(¢1(X)a s ¢m(x)) - ()}ILHA d)l(x)v e 7%% d)m(x))a

pokud existuje alespon jedna strana tohoto vzorce.

lim
X—A

Dtikaz: opét vyuziva vétu 3.2.27 o limité posloupnosti bodt v E,, podle soufadnic (str. 45).

4.5.6 Véty (o spojitych zobrazenich kompakta v E,) B
Necht zobrazeni ® : E, D M — E,, typu (n,m) je spojité zobrazeni definované na kompaktu M z E,
s oborem hodnot v E,,. Plati nasledujici dvé tvrzeni.

1. Véta (o kompaktnim obrazu kompaktniho vzoru spojitého zobrazeni) Pak obraz ®(M) kom-
paktu M je rovnéz kompakt v E,,; %

2. Véta (o spojitém inverznim zobrazeni na kompaktni vzor v E,) Je-li navic zobrazeni ® prosté,
pak inverzni zobrazeni ®~! : ®(M) — M je spojité. %

Drtikaz: se provede napt. sporem.

4.5.7 Fyzikdlni dusledek Prvni véta fikd, ze obrazem po elastické deformaci ® typu (3,3) télesa M
predstavujiciho mnozinu uzavienou a ohranicenou, tj. kompaktni, je deformované téleso ®(M) rovnéz kom-
paktni. Pokud by vsak pfi deformaci doslo k poskozeni télesa v tom smyslu, ze by se v ném objevily napf.
povrchové trhliny (tj. nejde uz o deformaci elastickou), a p¥ipustime-li predstavu, ze povrchové trhliny repre-
zentuji ,ztracené“ body hranice poskozeného télesa, pak mnoziné obrazi takto deformovaného télesa bude
chybét ¢ast hranice, takze uz nereprezentuje mnozinu uzavienou, a proto ani kompaktni.

4.5.8 Poznamky k predeslym dvéma vétam

a) Spojitd zobrazeni tedy prevddi uzaviené ohranicené mnoZiny na mnoziny téhoZ typu a jejich inverze je
rovnéz spojitd, pokud je definicnim oborem opét kompakt a zobrazeni je navic proste.

b) Specidlng, je-li zobrazeni typu (n,n), tj. n = m (® : E,, — E,) a uvazujeme situaci popisovanou ve druhé
véte, pak zobrazeni @ (a téz ®~!) miiZe byt homeomorfni (topologické) zobrazeni mezi M a ®(M).
V piipadé linedrniho zobrazeni jej totiz miize realizovat regularni étvercova matice A. (Promyslete)'?)

4.5.9 Poznamka Necht ® je zobrazeni typu (n,m) (Viz 4.2.2 str. 62) z E,, do E,, (tj. pfi m = 1 jde
o redlnou funkci f(X) n redlngch proménngch).

1. FExistuje-li )%imA ®(X) = B, tj. bod A je hromadnym bodem definicniho oboru De, pak pro kaZdou pod-
—
mnozinu M C Dg, jejimZ hromadngm bodem je bod A, plati lim ®(X) = B.
X—A

XeM

1) Na otézku zvidavého Gtenéie, jak by bylo tfeba formulovat druhou vétu v metrickych prostorech nekoneéné dimenze (napf.
funkcionalnich), aby zobrazeni ®~! (a téz ®) bylo homeomorfni, je odpovéd nasledujici. Bylo by tfeba, aby misto E,, byl vychozi
metricky prostor Pi kompaktni prostor. To je takovy metricky prostor Pi, kdy kazda posloupnost bodi {Xy} z P1 obsahuje
vybranou posloupnost {X;, } (Viz 3.2.11 na str. 43) konvergujici (k néjakému bodu) v P;.

Véta Bud ® spojité a prosté zobrazeni kompaktniho metrického prostoru P; nma metricky prostor P>. Potom ® je homeomor-
fismus. %

Obecnéji, je-li ® : Py — P> spojité a prosté zobrazent, pricemZ Py je kompaktni metricky prostor, je zobrazeni P1 — ®(P1)
homeomorfismus. %
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2. Odtud plyne nésledujici , které je vyuzivano v prikladech pro dukaz neexistence
limity zobrazeni (funkce) v daném bodé:
Necht A je hromadny bod mnozin M, N C Dg (a tedy i Dg). Jestlize bud jedna z limit
lim ®(X), lim ®(X)

X—A X—A
XeM XeN

neexistuje nebo obé existuji, ale magji rizné hodnoty, pak )%imA D(X) neezistuje.'®)
—

4.5.10 Dvé dulezité véty o zobrazeni euklidovskych prostoru, jez nyni uvedeme, jsou formu-

lovany v zaporném vyznamu. Jejich obsah je vcelku nazorny, avsak dikazy patii k tém obtiznéjsim i
obsahlejsim.

1. Véta (o topologické ruznosti euklidovskych prostoru riuzné dimenze) FEuklidovské prostory
E,, E,, riznych dimenzi nejsou homeomorfni. %

2. Véta o neexistenci spojitého i prostého zobrazeni euklidovského prostoru vyssi dimenze
do nizsi dimenze Je-li zobrazeni euklidovského prostoru E,, vyssi dimenze do euklidovského prostoru
E,, nizs$i dimenze spojité zobrazent, pak neni prosté. %

4.6 O spojitosti funkci v E, v€etné stejnomérné spojitosti
4.6.1 Véta (o spojitosti ziiZzeni a rozsifeni) ZuZeni a rozsifeni spojité funkce je spojité funkce. %
Dikaz: Bud f spojita funkce v bodé A = (a1, ...,a,) € Dy. Pak podle Heinovy véty o spojitosti a limité
plati pro vSechny posloupnosti {X3} obsazené v Dy
Xi = A= f(Xi) = f(A),
coz podle véty o limité podle soufadnic (str. 45) znaci

¥ —ay,.. 2k = a, = f(Xn) — f(A).

Implikace plati, at pfidame v pifipadé rozsifeni funkce v predpokladu dalsi limitu posloupnosti soutradnic,
resp. naopak ji v pripadé zuzeni funkce nahradime limitou konstantni posloupnosti. Funkéni predpis totiz
zustava tyz, a tedy vysledek implikace rovnéz. &

4.6.2 Véta (shrnujici klasické vysledky) Absolutni hodnota, soucet, rozdil, sou¢in, podil (pfipustny)
a skladani spojitych funkei vice argumentt je opét spojita funkce. Navic prazdna funkce'® je spojita. %
Dtikaz: se opird o Heinovu vétu o spojitosti a limité a o znamé véty o limitach posloupnosti bodi.

4.6.3 Véta (o spojitosti elementarnich funkci n argumentt) Kazda elementérni funkce je spo-
jitd. 1) %

Dtikaz: Protoze slozena funkce (totéz plati pro slozené zobrazenils)) ze spojitych funkci je spojitd, soucet,
rozdil, sou¢in a podil realnych spojitych funkci na jisté mnoziné M je téz funkce spojita a pro zuZeni i
rozsifeni je tvrzeni diisledkem predposledni véty 4.6.1. &

4.6.4 Priklad Funkece signum f(z,y) = sgn(xy), zminénd v piikladu 4.2.19 na str. 66, neni v bodé
(0,0) spojité, coz si snadno zdivodnite. Podle piedeslé véty (jeji kontrapozici) plyne, Ze tato funkce neni
elementarni.

4.6.5 Definice Rekneme, 7e funkce f(X) definovana na oteviené mnoziné M je'?) funkce t¥idy C°
na M, struénéji t¥idy C' na M, je-li spojitd v kazdém bodé A € M. Piseme f € C(M).

15) Kdyby posledni limita existovala, muselo by podle pFedeslého tvrzeni 1) byt )}ﬂ d(X) = >}1_r>nA d(X) = %gr/i B(X).
XeM XeEN

16)Viz 4.1.4 na str. 58

17) Rozumi se na svém definiénim oboru.

18)Viz 4.4.13

19)Srovnej s 4.3.4 na str. 67.
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4.6.6 Pojem jednoduché plochy Je-li funkce definovana a spojitd na oblasti M, tj. f(x,y) € C(M),
nazveme jeji graf v E3 jednoduchd plocha (téz elementarni plocha). Tedy

S =A{(2,y,2) € Es[(z,y) € M,z = f(z,y), f € C(M)}. (4.32)

Pfitom spojitost v bodé A = (a1,a2) € Ey znadi, ze je rozdil |f(z,y) — f(a1,a2)| < &, pokud vzdéilenost
o((z,y), (a1,az2)) < d prolibovolné £ > 0. Definice souhlasi s nasi geometrickou intuici zachycenou na obr. 4.11
na str. 76.

4.6.7 Definice stejnomérné spojitosti na mnoZin& Rekneme, 7e funkce f(X) je stejnomérné
spojita na mnoziné M C E,,, pravé kdyz

Ve >030>0[¥X1,Xs € M]: o(X1,Xa) < 6= [f(Xa) = F(X1)| <. (4.33)

(Analogicky lze definovat stejnomérné spojité zobrazeni ®(X))

4.6.8 Poznamka Se stejnomérnou spojitosti se lze setkat jiz u funkce f(x) jednoho argumentu napf.
u urcitého integralu Newtonova, Riemannova nebo pfi feseni naro¢néjsich tloh z matematické analyzy, které
se tykaji napft. tzv. funkénich fad a predevs$im u vicerozmérné integrace.

Funkce f(X) je tedy stejnomérné spojité na mnoziné M, kdyz pro danou odchylku & > 0 funkénich
hodnot existuje takovd mez ¢ > 0 zavisla jen na ¢, a tedy stejna pro celou mnozinu M, Ze rozdil funkénich
hodnot neprekroc¢i stanovenou odchylku, pokud vzdalenost argument X;, Xe nepfekroc¢i uvedenou mez, a
pritom viibec nezalezi na umisténi téchto argumenti X;, X v M, ale jen na jejich vzdalenosti o(X1, X2)

~evs

4.6.9 Véta Je-li funkce f(X) stejnomérné spojitd na mnoziné M C E,,, pak je na M spojitd. (Obracené
tvrzeni neplati). %

4.6.10 Piiklad Funkce f(z) = %,x € (0,1) =: M je na M spojitd. Avsak pro zadané € > 0 nelze najit § >

-+ - % < € pro vSechna z1, x5 € (0,1). To proto,

0 tak, aby podminka o(x1,z2) = |z — 21| < § zarudila, ze ‘i
ze v okoli nuly existuji body x1, 2 s libovolné malou vzdalenosti, avsak s libovolné velkou odchylkou funkénich
hodnot. Skutecné, definujeme-li pro kladna celd ¢isla k,1 dvé éiselné posloupnosti {zx}, {x;} pFedpisy z =
%, T = l_%k, pak obé konverguji k nule (tj. jsou to nulové posloupnosti). Plati vsak
(wis21) = [og = 4] = |
Tp,xy) = |2 — 28| = |——7—
0Tk, T1 l k D
Zaroveri vSak jisté potési, ze omezime-li se na kompakini mnoziny (Viz dale Heinovu-Cantorovu vétu), je
na nich kaZdd spojitd funkce rovnéz stejnomeérné spojita.
Nasledujici dulezité véty uvedeme bez dikazii, prestoze potiebné matematické prostredky jsme si pripravili.
Tyto véty jsou uz znamy u funkce jedné promeénné, i kdyz v jednodussi formé.

1
<z 0, zatimco |f(z;) — f(ak)| =1 — +oc.

4.6.11 Zakladni (zobecnéné) véty o spojitych funkcich

A) Necht f(X) je spojitd funkce na neprézdné oblasti M C E,, lhostejno zda na oteviené ¢i uzaviené a
lhostejno zda na ohranic¢ené ¢i neohranicené. Pak plati

e Véty Bolzanovy o mezihodnoté (mezihodnotové)

1. Véta Bolzanova Jsou-li hodnoty funkce f(X) v bodech A; a As rizné, pak ke kazdému ¢islu ¢,
které lezi mezi hodnotami f(A1) a f(Az), existuje (aspoii jeden) takovy bod A € M, ze
fA)=c.
Jingmi slovy: f(X) nabyvéa vSech hodnot mezi f(A1) a f(A2) pro libovolné dva body A;, Az této
oblasti, tj. oborem hodnot f(X) je souvislé mnoZina. %

2. Véta Bolzanova Specidlng, existuji-li dva body A;, Ay € M tak, ze f(A;) <0, f(Az) > 0, nebo
obréacené,?®) pak existuje bod A € M tak, ze

20)Tj. v obou piipadech piedpokladame, 7e f(Ay1) - f(Az) < 0.
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B) Necht je nyni f(X) spojitd funkce na neprazdném kompaktu M C E,, (tj. uzaviené ohrani¢ené mnoziné).
Pak plati nasledujici tii véty:

e Véta Heinova-Cantorova o stejnomeé&rné spojitosti Pak je f(X) stejnomérné spojitd na kom-
paktu M. %

e 1. Véta Weierstrassova o ohrani€enosti Pak je f(X) ohranic¢end na kompaktu M. %

e 2. Véta Weierstrassova o globalnich (téz absolutnich) extrémech Pak f(X) nabyva na kom-
paktu M (v aspoii jednom bodé A) své nejvétsi hodnoty (tj. f(A) > f(X) pro vSechny body X € M) a
(v aspon jednom bodé) své nejmensi hodnoty (neboli existuje max f(X) a min f(X)).2!) %
XeM XeM

Dikazy vét: se od diikazi pro funkei jednoho argumentu vyrazné nelisi. Pii dikazu prvni i druhé Bolzanovy
véty je vSak podstatné, ze M je mnozina souwvisld.

4.6.12 Véta (o lokalni ohraniéenosti funkce spojité v bodé) Je-li funkce v bodé spojita, pak je
v dostatecné malém okoli tohoto bodu ohranicena. %

4.6.13 Véta (o oboru hodnot funkce spojité na souvislé mnoZing) Obor hodnot spojité funkce
definované na souvislé mnoziné je jednobodova mnozina nebo interval. %

Dikaz: Podle véty 3.4.15 na str. 54 je spojitym obrazem souvislé mnoziny opét souvisla mnozina. Protoze
v E; jiné neprazdné souvislé mnoziny nez intervaly a jednobodové mnoziny nejsou (3.4.6 na str. 53), je tim
dtkaz hotov. &

4.6.14 Poznamka (o spojité prodlouZitelnosti funkce) Casto nastiva situace, ze funkce f(X) vice
proménnych je definovana a spojita jen v oblasti??) G, a pfitom je mozno ji (do)definovat na hranici G
této oblasti tak, ze takto rozsifena funkce je spojitd v uzaviené oblasti G = G U JG. Pak fikame, Ze
f(X) je spojité prodlouZitelnd funkce na hranici OG oblasti G. Hranice je pak tvofena tzv. body

odstranitelné nespojitosti.

4.7 O limitach funkci v E, a E;,

4.7.1 Uvod Nebudeme se hloubé&ji zabjvat teorii limit funkci v E,,, nebot i zde plati analogie zakladnich
vét o limitach funkci jedné proménné. Potiebné pojmy jen shrneme a struéné uvedeme pojmy nové.

4.7.2 Piiklad Vypoétéme lim oty

(2,9)—(0,0) Va2 +y2+1-1"
Reseni: At {(zx,yx)} je bodova posloupnost takové, ze (zx,yr) — (0,0), pficemz vzdy (a1, yx) # (0,0),
k € N*. Pak posloupnost vzdalenosti g, = /27 + yi téchto bodt v Ey od limitnfho bodu (0,0) konverguje
k nule. Limitu posloupnosti pfislusngch funkénich hodnot { f (x, yx)} vypoc¢teme podle Heinovy véty o limité
funkce (na str. 70) takto:

y AV g O oy G141
im = = = lim ———=——= lim 5 =2,
k~>+oo,/$k+yk+1f]_ or— 1/ijLlfl oK — 0%

kde posledni zlomek vznikl rozsifenim zlomku predeslého.

4.7.3 Poznamka o nevlastnich bodech Jiz u funkce jedné redlné proménné se setkavame s nevlast-

nimi limitami a s limitami v nevlastnich bodech —oco a +o0o. Napf. lim e;—: = +00 (nevlastni limita +oo
Tr—r—00

v nevlastnim bodé —oo) nebo liI}ri (1+ %)z = e (vlastni limita Eulerovo ¢islo e v nevlastnim bodé +oo)
Tr—r+00

atd. Vzpomenme, ze pro tento tcel byla redlné osa E; rozsifena o dva nevlastni body na rozsirenou redlnou

051U ‘ E} =R" =E; U{—o00}U{+o0}|. Doposud jsme body a vektory uvazovali jako usporddané n-tice ko-

neénych realnych cisel. Ponékud prekvapujici je, ze euklidovsky prostor E, sta¢i pro podobny ucel rozsirit
o jediny mevlastni bod nekonecno, ktery ozna¢ime symbolem oo (Pozor, nezaméiiovat s +00), takze pak
(jednobodové) rozsireny n-rozmérny euklidovsky prostor bude ‘ E: =E, U{oo}|, n > 2. Pak sférické
d-okoli Os5(c0) bodu ¢ je (bodovd) mnozina Os(o0) = {X € E; | o(X,0) > 4, kde O = (0,...,0),0 > 0} a
predstavuje ,vnéjsek” n-rozmérné uzaviené koule (Viz 3.2.2 na str. 42) B,(0,J), se stifedem v pocatku O

21) Extrémy funkci se budeme zabyvat pozdéji.
22) P¥ipomenime, Ze oblast je oteviena a souvisld mnozina daného prostoru.
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a polomérem ¢. Redukované sférické §-okoli bodu co je O;(c0) = Os(00) \ {00}, takze Of(c0) C E,,
zatimeo Os(c0) C Ej,.
Nevlastni bod co v E’ je tedy takovy bod, jehoZ aspon jedna soufadnice je —oo nebo +oc.

) Yk (5,0)
Y0(Buo) Of 1 X
(IR S

03
—(B—.—(B*
O|a5, a+d,*

Obr. 4.11 Obr. 4.12

4.7.4 Priklad Sférické okoli je vyhodné, kdyZz se napt. uvazuje nasledujici dvojna limita

I X)= 1 4.34
oo FX) = Tim (), (4.34)

ly|—+oo

tj. kdy vSechny soufadnice nevlastniho bodu oo jsou +o0o0 nebo —oo, tedy nevlastni. Sférickym okolim ta-
kového bodu je vnéjsi oblast vzhledem k uzavienému kruhu B2(0O, d) se stfedem v pocatku O a polomérem

J.

4.7.5 Priklad Uvazujeme-li misto ,,symetrického“ sférického okoli ,nesymetrické“ n-rozmérné kvadrové
okoli uréené otevienym n-rozmérnym kvddrem (intervalem) Q. ze str. 47, mizeme uvazované rozsiteni E,,
na E; nastinit a v Eo zndzornit nasledovné.

e Méjme ,nekonecény“ bod Ay = (a1, +00, —o0) € E3, kde ay € R. Pak trojrozmérné kvadrové
01, 02, 03-okoli definujeme pomoci nerovnosti napi. takto

Q3051752753(A00) = {X S E; | |£L' — a1| < 51 /\y > 52 Nz < 53,51 > 0,52,53 S R}

e Obr. 4.12 znéazornuje v roviné Ozy vzdy jednu z variant kvadrového, vlastné obdélnikoveého okoli dalsich
dvou ,nekonecnych“ bodu B, Cor. VSechny takové ,nekonecné“ body vsak chapejme jako rizné varianty
(interpretace) vySe definovaného nevlastniho bodu oo, jehoz pfipojenim vznikl (jednobodové) rozsireny pro-
stor E.

Boo = (a1, +00) € Ej, 05, 5,(Boc) = {(z,y) €E3 ||z —a1| <61 Ay > s, 01 >0ady €R}
COO = (+OO, —OO) € E;) QO(51,(52(COO) = {(way) € E; |$ > 61 A ) < 623 61;62 S R}

e Formulace napf. koneéné limity b v bodé Bo, = (a1, +00) je tato: nerovnost |f(z,y) —b| < e plati, jestlize

| —a1] < 81,02 < y, pFicemz ¢isla §; > 0,2 € R jsou uréena volbou € > 0.

4.7.6 Véta (o aritmetickych operacich s limitami funkci) Necht f, g jsou (realné) funkce a existuji
limity )%imA f(X) =beEy, )}iH}A 9(X) = ¢ € E;. Pak plati
— —

Jim | F(X)] = o], lim (Bf(X) +79(X)) = Bb+ ¢, 5,7 €R,
—A X—A

. o . F(X) _b oo
lim (F()g(X)) = be, Jim 284 =2 jeli ¢ 2 0.

Tato tvrzeni plati téz pro nevlastni limity, maji-li pravé strany rovnosti v E; = E, U {co} smysl. %
(Tj. pravé strany rovnosti nevedou k ,neurc¢itym vyrazm* typu co — 00,0 - 0o atd.)

4.7.7 Véty o prechodu k limitam funkci vyhovujicich lokdlnim nerovnostem
1. Véta (o limitich dvou funkci vyhovujicich nerovnosti) Necht existuji limity )}imA f(X), )}in}\ g9(X),
— —
a necht v jistém redukovaném okoli O*(A) plati f(X) < g(X). Pak )}imA F(X) < )}ink 9(X). %
— —
2. Véta (o limité funkce seviené dvéma funkcemi) Jestlize pro kazdy bod X € O*(A) plati f(X) <
9(X) < h(X) a zéroven lim f(X) = lim h(X) = b, pak téz lim ¢g(X) = b. Specidlng, kdyz |g(X)| < h(X)
X—A X—A X—A
pro X € O*(A) a lim h(X) =0, pak lim g(X) =0. %
X—A X—A
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4.7.8 Poznamka o postupné dvojnasobné limité funkce f(x,y) Pro praktické vypocty limit funkci

postupnych dvojnadasobnych limitach, které disledné odlisime od limity dvojné )lir(n ) flz,y) =1,
z,y)—(a1,az

jez geometricky vzato je ,limitou vzhledem k roviné“. Maji tvar

1) lim [lim f(z,y)] = li2 2) lim [lim f(z,y)] =121 |-

Yy—raz r—ray Tr—a1 y—az

Pokud tyto limity existuji, uréi se dvojim limitnim pfechodem. V p¥ipadé 1) tak, ze z geometrického pohledu
se bod X = (x,y) blizi k bodu A = (a1, az2) nejprve po rovnobéZce s osou x az do bodu (a1,y), a pak
po rovnobézce s osou y az do bodu A = (a1, az). Podobné postupujeme u druhé dvojnasobné limity p¥ipadu
2).

Lze dokézat tato ‘ prakticka tvrzeni ‘:

1. Existufi-li obé limity l12 a lo1 a plati 112 = lo1, neplyne z toho nic, tj. nemusi jesté existovat (dvojnd)
limita | dané funkce v daném bodé A.

2. Euzistuje-li limita | (i nevlastn?), nemusi existovat ani limita lia ani loy, aviak existuje-li | a existuje-li
nékterd z nich, napt. li2, pak nutné l = l1s.

3. FExistuji-li vSechny tri limity, pak nutnél = l1o = lo1.

4. Pokud (dvojnd) limita | (i nevlastni) nezdvisi na sméru piibliZovdni k hromadnému bodu (xg,yo) de-
fini¢ntho oboru funkce, tj. v poldrnich soutadnicich o, nezavisi na uhlu @, pak | vypocitdime jako
(jednoduchou) limitu funkce jednoho argumentu o pfechodem x = wzg + ocosp,y = yo + osing do
poldrnich souradnic podle vzorce

lim x,y) = lim f(xo+ ocosp,yo + osiny) =1.2%) 4.35
(w)ﬁ(%yo)f( Y) WOJFf(o 0cos p,yo + osing) (4.35)

5. 7Z predeslého je zfejmé, Ze urcit limitu [ funkce v bodé dvojnasobnymi limitami l1o,l; mé smysl jen
tehdy, je-li predem znama existence [. To je vZdy mozné, je-li to funkce spojita v okoli vysetfovaného
bodu. Existuji-li l12, 121, avSak l12 # l21, pak neexistuje limita [ (Viz ¢ast 2. pozndmky 4.5.9).

4.8 Priklady ke spojitosti a limitam funkci

2xy
x24y?
oboru stejnomérné spojitd a b) v bodech, kde neni spojitd, vySetfeme jeji limitu .
Reseni: ad a) Funkce f je definovana a spojitd na souvislé mnozingé M = E \ {(0,0)}, tj. f € C(M), tedy
v celé roviné kromé pocatku O = (0,0). Uvazujeme-li totiz libovolny bod A = (x0,yo) € M a libovolnou
posloupnost bodt (zx,yx) € M, k =1,2,..., konvergujici k bodu A, tj. lim xp = xo, kEIJPoo Yr = Yo, pak

k—+oo

4.8.1 Piiklad a) Rozhodnéme, zda racionilni lomend funkce f(z,y) = je na svém defini¢nim

posloupnost funkénich hodnot f(zg,yx) = 220Uk 4 limituy 220Y0
i +yi z5+Yg

mnoziny M rovna funkéni hodnoté v tomto bod€, a proto je f spojitd na M. Snadno jesté dokazeme jeji
ohraniéenost. Pro kazdy bod (x,y) # (0,0) totiz plati

Tedy limita funkce je v kazdém bodé

2xy

0<(z—y)? =22y <2?+y>’=> —2= <1, ataké
<(z-y) WAy S g s
2 2 2 2xy .
0< (z+y)? = 2wy<a®+y éiﬁél’ takze celkem
€T Y

2xy
———| <1=|f] < const. = 1.
x? +y?

23) Tedy se dokéze, ze vztah (4.35) plati ,stejnomérné“ pro vSechny hodnoty ¢ € Ei neboli zde jde o stejnomérnou
konvergenci funkce f(p,0) = f(xo + ocosy,yo + osing) na mnoziné M, = [E; viech thlt ¢ v bodé ¢ = 0 vzhledem
k argumentu o k limitni funkci F ().

Definice Rekneme, 7e funkce f(z,y) je stejnomérné konvergentni na (v) mnoziné M, v bodé yo vzhledem k promeénné y
k limitni funkci F(x), plati-li: Ke kazdému € > 0 existuje takové okoli O(yo) bodu yo, ze pro body y € O(yo) a pro kazdé
x € M plati v bodech (z,y) defini¢niho oboru D funkce f(z,y) nerovnost

|f(z,y) — F(z)| <e.

Piseme pak

lim f(z,y) = F(z) stejnomérné na M, popf. strucné | f(z,y) = F(x)]|.
y—vo Y=o
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Jelikoz f je spojita a nekonstantni funkce, dostavame podle véty 4.6.13 na str. 75 docela prakticky vysledek,
Ze totiz jeji obor hodnot je uzavieny interval Hy = [—1, 1].29

Ukazme jesté, ze f neni na M stejnomérné spojitd. Vezméme napi. dvojici bodi (z,0), (x,x), kde
x # 0. Jejich vzdalenost je v/ (z — x)2 + 22 = |z|, a tedy ji lze u¢init libovolné malou. Odpovidajici odchylka
je vsak |f(xz,z) — f(2,0)] = |1 — 0] = 1. Kdyz tedy zvolime ¢ < 1, neexistuje k nému zadné ¢ > 0, nebot neni
|f(z,z) — f(x,0)] < e pro zddnou dvojici bodu (x,0), (x,x), kde 2 # 0.

Zkoumejme otazku spojitosti funkce v pocatku O v sirsich souvislostech, i kdyZ evidentné f neni v bodé
O spojita, nebot v O neni definované. Funkce f je totiz zajimava tim, ze v bodech osy x i osy y je f(z,y) =
const. = 0. Dodefinujeme-li funkci f v pocétku O = (0,0) tak, ze f*(0,0) := 0, ziskdme funkci f* spojitou
zv1ast vzhledem k argumentu x a zv1ast vzhledem k argumentu y. Napt. pro kazdou hodnotu zg je zuZent
u(y) = f*(zo,y) = 1282352 funkce f* opét funkce spojita. Proto je f*(z,y) spojitd vzhledem k argumentu
y. Podobné pro x. AvSak ani takto ndmi vzhledem k obéma proménnym spojité prodlouZend (dodefinovand)
funkce f* (na cely prostor Eo) nemize byt v bodé O spojita podle 4.5.9 ¢asti 2) na str. 72, protoze napf.
na ptimce y = z, pfesnéji na dvojici opa¢énych otevienych polopiimek p; = {(z,y) € E2 |y =z, # 0}, je

lim f*(@,2) = Jim f(.2) =1 #0 = £*(0,0)

a navic jesté

ad b) dokdZeme, Ze zadani funkce f nemd v pocatku O(0,0) limitu, takze je to bod meodstranitelné
nespojitosti, prestoze f je spojita funkce v okoli vySetfovaného bodu O (dokonce v kazdém jeho
okoli z M, jak jsme v &asti a) ukdzali). Pro k € (—o0, +00) polozme

pr = {(z,y) € Ea |y = ka} \ {(0,0)},

a podivejme se, jak se chova f na svém zuZeni pi, coz je vidy dvojice opacnych otevienych polopiimek
prochézejicich pocatkem se smérnici k a neobsahujicich sviyj pocatek O. Je-li (x,y) € pg, pak je f(x,y) =

fla, kx) = Iz{fl]gﬂ = % ProtoZe je f na pi (pfi daném k) konstantni, je

2k
li = =:1 t.
(o (:0) f(z,y) 1752 x 7 cons
(z,y)Epy,

Jelikoz pro rtzna k, tj. pro rizné podmnoziny pr C M, jsou tyto limity I;, od sebe rizné, podle uz zminéné
poznédmky 4.5.9 v ¢asti 1. nema f v (0,0) limitu [. A to i presto, Ze obé& dvojnasobné limity existuji
a obé& jsou nulové, nebot

l1y = lim <lim %) — Jim 2 = lim 0 = 0, a podobng Iy, = 0,
y—0 \z—=0 2 + Yy y—=0y y—0
z ¢ehoz ve shodé s 4.7.8 opravdu neplyne existence limity.

Grafem (Viz obr. 4.13, 4.14) nasi funkce f je piimkovd plocha patiici?®) mezi tzv. pfimé konoidy a nazvana
Pliickertwv konoid?®. Jeho tvorici piimky jsou rovnobézné s (Fidici) rovinou Oxy protinajici osu Oz (Fidici
pfimku) a ¥idici kiivku z = 1J2r_y2, x =1, resp. z = %, y = 1. Limity I jsme hledali vlastné po ptudorysech
y = kx, z = 0 téchto tvoricich pfimek. Snadno lze ovérit, ze [ = l% pro k # 0, Illclea]é(lk =1 =1

Obr. 4.13 Pliickeruv konoid Obr. 4.14 Cést Pliickerova konoidu Obr. 4.15

4.8.2 Priklad Stejnomérné spojitou funkci na celém Ey je napf. funkce f(x,y) = sin(x + y), jak lze
dokazat pomoci trigonometrickych nerovnic.

24) Teorie tedy neni vzdy jen ,Seda“.
25)stejné jako hyperbolicky paraboloid
26) ¢ti: plykertiv
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4.8.3 Priklad Uréeme v poc¢atku O = (0,0) limitu funkce
tan(z3 + y3)
2= ——"".

.’L'2 + y2

vy

Reseni: Rozsifenim zlomku dostédviame
tan(z® + y?) . tan(z® 49 . 23+
—~ 2 = lim ——>% lim .
z—0 :L'2 —+ y2 x%g :c3 —+ y3 x%g :L'2 —+ y2
y—r y—r

Prvni limita je

t 3 48 tant
i PR YD), fant
20 T —|—y3 t—0 ¢
y—0

a druhou pfevedeme podle (4.35) do polarnich soufadnic

A A . 0%(cos® p +sin® )
lim = lim —
a=o 22 492 00+ p2(cos? p + sin® p)

y—0

— (cosd .3 : _
= (cos® ¢ + sin” ) gg%l+g—0,

tedy mame
tan(z3 + y3)

im =1.0=0.
(z.9)—(0,0)  x%+y?

4.8.4 Priklad VysSetiime v ,nekoneéném* bodé By, = (a1, +00), a1 € R z ptikladu (4.7.5) nésledujici

limitu
1 z‘yf 1 Y 2+yy 2.1 [y 1(1 1)y]
Ty z - lim | In(14++
lim (1+_) = lim [(1+_) ] L y _
Y Y

x—ay X—)BOO
y—>—+oo

2 li —“_In| lim (1+1)Y
o u)—(ay o) TV n[yirfoo( )" _ o2 line _ 2
3

kde po druhé rovnosti je vyuzito toho, ze

f=u’=emf =e"™" pro f,u > 0.

P kl d 1 zy z?2 1 M‘ﬁ Qz COS2</7 1 2 2
v’ . _ . in _ : : o“ cos®p _
4.8.5 Fikla Him (—z2+y2) LHHJPoo ( 5 ) QJIE@(COSQDSIH ®) 0,
y——+oo
nebot 0 < cospsing <1 pro0 < ¢ < 5.
4.8.6 Priklad Vypoétéme 1111?4 m
y—2
Reseni: Polozime x = —4 + pcos p,y = 2 + psinp a chceme pouzit 4. ¢ast poznamky 4.7.8. Plati

1 1
@4+ (Y2 o3(cos? g+ sin’ )

flz,y) = pro (z,y) € Dy.

Vyraz cos® ¢ + sin® ¢ viak méni znaménko. Protoze podle vzorce sina + sinf = 2sin O‘—‘Q"B cos O‘—;ﬂ plati

T _

sin(2 <p) + sinp = 2sin§cos(§ fgp) = V2cos (gfgp), a dale je cosyp = sin(ﬂfgp), muzeme pak

2
psat cos® ¢ + sin® ¢ = (cos ¢ + sin @) (cos? ¢ + sin® ¢ — cos psin @) = [sin (3 — ¢) +sing] [1 — 1sin(2¢)] =
V2 cos ((p — %) [1 — %} Druhy c¢initel je vzdy kladny, ale prvni je kladny napf. pro ¢ € (0, %ﬂ') a je
zaporny napr. pro ¢ € (%W, %w). V defini¢nim oboru Dy lezi jednak (oteviené) polopfimky s poc¢atecnim

bodem (—4,2) tvofené body, pro néz je ¢ € (0, %W) a body, pro néz je ¢ € (%W, %W). Proto pro ¢ € (0, %W)
plati

1
lim = +o00,
0—0+ g3(cos3 p + sin® )

a pro p € (%W, %7‘() plati
1
lim = —00.
0—0+ 03(cos3 ¢ + sin® )

VysSetfovana limita tedy neexistuje.
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2
4.8.7 Priklad Vysetfujme lim zf—eryz Zkoumejme limitu nejprve na ztzeni (restrikci), kterou oznacme
x—0

y—0
u, nasi funkce f(z,y) na mnoziny pr, = {X = (x,y) € Eo |y = kx} \ {(0,0)} neobsahujici pocéatek O, jez jsou
tvofeny svazkem piimek (pfesnéji polopiimek) o smérnicich k se stfedem v poc¢atku O. Pro k # 0 dostaneme

3
lim f(z, kx) = lim u(z) = lim vk i ke

— — lim —
X—0 z—0 2—0 x4 + k222 z—0 12 + k2
XGPk

=0.

Protoze f(x,0) = f(0,y) = 0, tj. f je nulova na soufadnicovych osich, lze shrnout, ze f md nulovou limitu
vzhledem ke svazku primek pj prochézejicich pocatkem. Aby vSak zadana ,globalni“ limita byla téz nulova,
musi (ve shodé s ¢asti 1. v pozndmce 4.5.9 na str. 72) byt nulové limita nejen vzhledem k py, ale ke kazdé
podmnoziné definicniho oboru Dy. Uvazujeme-li limity jen po primkéch, klesd k nule = i y linearné, tedy
rychlosti ,stejného fadu“. Co se stane, bude-li konvergence z-ovych a y-ovych soutradnic rozdilna? Uvazujme
proto napf. mnozinu g, = {X = (z,y) € E2|y = az®,a € R,a # 0} \ {(0,0)} tvofenou svazkem parabol
s vrcholy v pocatku. Pohybem po parabolach ¢, klesd x s prvni mocninou k nule, zatimco y s druhou
mocninou. Limita vzhledem ke g,

ax4 a

. 2\ 13 —
}LH& f(x’ax)_i%x4+a2z4_l+a2#0
X€qa

se tedy lis1 od limit vzhledem k pfimkam pg, a proto f nema v O limitu. Graf funkce f, je na obr. 4.15.

Zavér: Priklad ukazuje, ze z asymptotického chovani funkce z Bo vici primkdam jesté meplyne stejné
asymptotické chovdni funkce v Eo globdlné. Tento efekt nemd analogii u funkci jedné proménné.

4.8.8 Priklad Vydislime (trojnou) limitu

5 5
i el Flyl =] — = = 1 T =ed
oy dm el g+ )P ol + Iyl + 12l =t | = Jim (1+6)F =,
t— 0+

4.8.9 Priklad Ve shodé s prvnim odstavcem poznédmky 4.4.5 na str.68 a upozornénim 4.4.12 na str. 70
vySetfeme spojitost funkce f(z,y) = /—(2* + y*).

Reseni: Defini¢ni obor Dy = {(0,0)} tedy ,degeneruje“ na jednobodovou, tj. uzavienou mnozinu, obsahujici
pocatek O = (0,0), ktery je izolovanym bodem, a proto, jak jsme ukdzali v pozndmce 4.4.3 na str. 68, je
v ném f spojita. Protoze jinde uz funkce definovana neni, f je spojitd funkce. Je to zaroven elementdrni
funkce. Funkce f, pro kterou f(O) = 0, vSak v O nema4 limitu, nebot O neni hromadnym bodem defini¢niho
oboru.

4.9 Cviceni

K zopakovani si grafii funkce jedné proménné zvolte nejprve graf nekonstantni funkce y = f(z). Pro konstanty
k==4l,l=Flam,n¢c {:l:%, +2} pak nakreslete a geometricky charakterizujte grafy funkci
a)y=flx)+k b)y=fla+l), cJy=fla+)+k d)y=—-f(z),
Qy=m f), £y=rf(—), gy=fn-z),  h)yy=m- fn-z+)+k
i)y =|f(=)l, Dy=fzl),  K)y=f1)
Pro latkové mnozstvi n molid idedlniho plynu plati stavova rovnice pV = nRT', kde p je tlak, V objem, T je

termodynamicka teplota, R konstanta. Charakterizujte izobary (kde je p = const.).
{svazek piimek se stfedem v pocatku}

@ Pro jeden mol realného plynu plati Redlichova-Kwongova stavova rovnice pV = RT + p (b — ﬁ), kde

T3

—1
a,b, R jsou konstanty. Vyjadiete tlak p jako funkei V,T. fp=RT (v —b+ ) 1

Odpor R krevni cévy délky [ o poloméru r je z fyziologie dan Poiseuilleovou rovnici R = ar%, a > 0. Popiste,
kdy je odpor konstantni. {1 a r popisuje parabola ¢tvrtého stupnéj}

Urcete izoplochy neboli konstantni hladiny (vrstevnicové plochy) funkeci

27 tam kde inverzni funkce f~! existuje
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a) u=z+y+z {systém rovnobéznych rovin vytinajicich na souradnicovych osich tseky se stejnou
velikosti i znaménkem J}}
b) u=1In(z? + y? + 2?) {systém sousttednych kulovych ploch se sttedy v poc¢atku}
c) u= 2—2 + Z—; i—z {systém souosych elipsoidu v zékladni poloze s konstantnim pomérem poloos
doplnény o pocétek (0,0,0)}
d) f(x,y,2) =1/ zzzﬁ {systém rotaénich paraboloidi s osami v ose z, které maji vrchol v pocéatku,
jenz je

nutno vyjmout, vzhledem k podmince z # 0}

@ Urcete izoktivky neboli vrstevnice funkci a s pfipadnym vyuzitim metody fezt si udélejte predstavu o jejich
grafech. Poté geometrickou terminologii popiste tyto grafy

a) z= ﬁ {systém elips v zakladni poloze, které jsou vzajemné stejnolehlé se stiedem stejnolehlosti
v pocatku a s vedlejsimi poloosami o polovi¢ni velikosti. Graf je podobny plose z prikladu 4.1.9 na str. 60,
je v8ak nerota¢ni, nebot fezy rovinami kolmymi k ose z jsou zminéné elipsy }

b) z = ay {systém hyperbol s kladnymi, resp. zdpornymi kétami, jejichz vrcholy lezi na pfimce y =
—x, resp. y = x. Grafem je hyperbolicky paraboloid (sedlova plocha) vznikly otocenim hyperbolického

paraboloidu z = %(y2 — 2?) kolem osy z o tihel —% (ve smyslu otaceni hodinovych rucicek) a je jen ,méné
strmy“ oproti grafu funkce z = y? — 22 z pifkladu 4.1.8 na str. 60}

c) z = e~ (@ +v?) {systém soustiednych kruznic se stiedem v pocatku, jenz ma jednotkovou kétu (1),
kterd je nejvétsi ze vSech moznych kladnych két. Dy = Eo, Hy = (0,1]. Grafem je rota¢ni plocha, kterd
vznikne rotaci kiivky z = e_$2,y = 0 (Gaussovy krivky v roviné xz) kolem osy z. Plocha pfipomind
stihlejsi horu, kterd klesa do roviny xy, coz vyjadiuje nulova limita v nevlastnim bodé nekonecno

2 2 2 2
lim e &) —  Jim e (YY) =,
iz e

Cast grafu s prezdivkou , Gausstv klobouk® je znidzornéna na obr. 4.16. S funkci se lze setkat v teorii
pravdépodobnosti}}

d) z=—|z| {systém piimek (s nekladnymi kétami) rovnobéznych s osou y. Osa y je totozna s vrstevnici
o maximéalni kété ¢ = zpax = 0. Grafem je plocha sedlové strechy. Osa y je tzv. hrana mazrima zndma
pod nazvem hreben sedlové strechy}

e) z=1—l|z|—|y| {systém soustiednych ¢tvercti s vrcholy na soutadnicovych oséch. Grafem je plocha
plasté pravidelného é&tyrbokého jehlanu s hlavnim vrcholem (0,0,1)}

£) 2 = (2% + y2)e" @) {vrstevnice ¢ = (22 + y2)e~@*+v") nejsou 7adné povédomé krivky. Plati
vsak 0 < z = r2e_T2, kde 7 je polomér kruznice x2 + y? = 72, jejiz body maji tudiz stejnou kétu. Graf
dané (rotacni) plochy vznikne rotaci grafu (sudé) funkce z = y2 - e~¥" (ziskaného fezem narysnou z = 0)
kolem osy z. Je to plocha ,vulkdnu‘, kde dno jicnu (tzv. ostré globdlni minimum funkce je v pocatku
0 = (0,0,0) a okraj jicnu, tzv. hrana mazima, je kruznice 22 + y? = 1 lezici v roviné z = e~! (jsou to
tzv. neostrd globdlni maxima funkce). Situaci zachycuji obr. 4.17, obr. 4.18. Stejné kété z = ¢ € (0,e7 1)

vzdy odpovida dvojice soustfednych kruznic, a tedy i vrstevnicj}

g) z=kyax2+y%, k>0 {systém soustfednych kruznic véetné svého stiedu. Grafem je ¢ast rotacni
kuzelové plochy v poloprostoru z > 0 (tj. oteviené v kladném sméru osy z) s vrcholem v poéatku, vytvorené
rotaci polopfimky, kterd lezi v roviné Oxz a mé tam rovnici z = kz,z € [0, +00), popf. v prostoru Ozyz
mé parametrické rovnice x = t,y = 0,2z = kt,t € [0,00). Pfitom zadanou kuzelovou plochu lze vyjadfit
parametrickymi rovnicemi s parametry u, v napr. takto
r=u,y=1v,z=kvu?+ 02 u € (—00,00),v € (—00,00) nebo
x =wcosu,y =vsinu,z = kv, u € [0,27],v € [0,00) apod.}

h) z = ent /22 +¢2. 28 {graf funkce ziskdme rotaci grafu funkce z = ent x (kterd je rovnéz piikladem
funkce po éastech konstantni, suda a neni elementdrnt). Je slozen pouze z vodorovnych ploch ,rec-
kého amfitedtru” o nekoneéném poctu stupnt. Z obr. 4.19 je zfejmé, ze vrstevnice ent \/z2 4+ y2 = ¢
existuji jen pro kéty ¢ € N, nelze je uréit metodou fezii, nejsou to totiz kiivky, ale rovinné plochyzg)}}

Urcete a znazornéte, popr. geometrickou terminologii vystizné charakterizujte defini¢ni obory funkci

28) Funkce x — entz se nazyva charakteristika (starsi ndzev: funkce celd ¢dst), symbol entx oznacuje charakteristiku ¢i
entier realného ¢isla x, tj. nejvétsi celé ¢islo nejvyse rovné éislu z. Plati ent z < z < ent x+1. Napf. ent 2,9 = 2; ent(—2,1) = —3.

c=0,resp. c€ N\ {0} = N* je c-hladinou otevieny kruh, resp. mezikruzi (bez vnéjsi kruznice) v roviné Ozy.
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a) f(z,y,2) =Inz + ﬁ + i‘/g {vnittek prvniho oktantuj}
b) z = arcsin 373—296 + VY {osou & sikmo sefiznuty neohraniceny pas}
c) z=cosln i—*_'z + ﬁ { > |y|; vnitiek pravého ahlu pfimek y = 2,y = —x pro x > 0}
d) z = f(z,y) = arccos(1 — 2% — y?) + arcsin 2y {body lezici uvnitf nebo na hranici kruhu se stfedem
v pocéatku a polomérem /2, které zaroveii musi byt bud na grafech nebo mezi grafy rovnoosych hyperbol
y=>=+5:1
e) z = +/coszsiny {sachovnice symetrickd podle osy y}
f) z=lInsinz — Iny {neohranicené svislé polopasy o Sifce 7 v 1. a 2. kvadrantu}
g) u=vV1—22+/1—y2+1-22 flz| < 1A |y| < 1A|z|] <1; uzaviena krychle s délkou hrany 2}

h) w = ln(12+y2+2271)

{prostor mezi dvéma sousttednymi kulovymi plochami se stfedem v pocatku
4—z2—y2—z2

a poloméry 1,2}
i) u=1In(zyz) {1.,3.,6.,8. oktant bez soufadnicovych rovin}

i) f(r1, 20, 23,24) = /1 — 22 — /4 — 22 + /9 — 22 + /16 — 22
{otevieny ¢tyfrozmérny kvadr (té7 interval) se stfedem v pocatku a délkou hran 2,4, 6,8}

k) u=1In(z — k\/22 +y?),k > 0.

{kuzelovy prostor véetné rotacni kuzelové plochy popsané detailné ve cviceni }}

Slozenou funkci A vhodné rozlozte na funkci vnéjsi a vnitini, pficemz pomocné argumenty oznacte u, v apod.

a) z = h(z,y) = (2% + ¢ + 1)*n* fz = fluv) = u’u = gi(z,y) =2 +y> + Lo = gao(,y) =
sinay. Tedy f je vnéjsi funkce, a vnitini funkce g = (g1, g2) mé dvé slozky. Lze psat z = f(g(x,y)) =
flg1(z,y),92(x,y)) = h(z,y) = (f o g)(z,y). Pritom defini¢ni obor je D, = Ea, nebot zaklad u > 0
pro kazdy bod (x,y) € Eo. Chépeme-li funkci g jako (bodové) zobrazeni U, tj. ztotoZnime g = ¥, ¥ :=
(91,92) = (Y1,92), ¥ : E2 — Eo, lze psit 2z = f(¥(z,y)) = f(¢1(2,9), ¥2(2,y)) = h(z,y) = (f o ¥)(z, ) }

b) z=vr+2y—Vr—y {Z:\/_*\/EvuiwaLQy,U:SC*y;pOdrObnéjiz:f(%v):\/_f\/;’
U=g1($,y)=$+2y,v:gg(x,y):x—y}}
c) z=cos(z? +y? — 1)+ In(9 — 2% — y?) {z = f(u,v) = cosu+Inv,u = (z,y) =22 +y> — 1,0 =

oz, y) = 9 — 22 — 9%, pak ¥(z,y) = (¢¥1,¢2) = (22 + 32 — 1,9 — 2% — 4?) nebo u = Y1 (t) =t — 1,0 =
Po(t) = 9 —t,t = Az, y) = 2% + 2, pak U(t) = (Y1,¢2) = (t — 1,9 —t). V poslednim piipadé lze psat
2= f(U(A(z,y))) = f(1(t), ¥2(t) = f(W1(A(z,y)), Y2(A(z,y))) = (foWoA)(z,y), kde t je dalsi pomocny
vnitini argument a A (¢ti: velké lambda) je dalsi vnitini funkce ve funkei ¥ (tj. i v jejich slozkach 1)1, ¢2) }

d) r=h(z,y,2) =xy/T +y—2+e*. {f(u,v,w) =uv +w,u = xy,v = /T + y — 2,w =e* nebo
flu,v) =u+v,u=xyy/T +y—20v=ec* atd.}

@ Definujte sloZenou funkei h, je-li vnéjsi funkei f(u,v) a vnitfnimi funkcemi jsou napt. v = ¢1(x,y),v =
g2(x,y) [které uvazujme jako slozky vnitiniho zobrazeni ¥ = (g1, g2)]

a) f(u,v) =vw,u=z+yv=x—y {h(z,y) = f(¥(z,y) = V22 — 2, kde (z —y)(xz+y) > 0}
b) f(u,v) =u’,u=2%—y,v=ay {h(z,y) = (f o U)(z,y) = (22 — )™, kde y < 22}
c) flu,v,w)=u+ 2, u=sin(r +y),v =Mz —y),w= /7y

fin(z,y) = F(¥(2,) = f(91(2, ). 92(2, ), g3(,9)) = sin(w +y) + 2= kde y < Ay > 0}
Méjme funkei z = 2. Volbou posloupnosti bodit X = (4,+) — O,X; = (4, 7z) — O ukaite, 7e dand
funkce nem4 podle Heinovy véty o limité v poc¢atku O = (0,0) limitu. {fXp) = 1#2« f(X5)}

Vysettete limitu [ a pro porovnani téz vSechny postupné limity nasledujicich funkci. Vyuzijte poznamku
4.5.9 na str. 72 a poznamku 4.7.8 na str. 77

li r—3
(z7y)l—>m(3,2) e+y=5

pr Yy —2=k(x—3),k# —1 (nebot pfimka p_1 & Dy) ze svazku primek se stfedem (3,2) =: A, by totiz
dalo funkei f*

a) {{neexistuje I, nebof ztizeni funkce®®) f na libovolnou piimku

LS i [ (@) = —
1m = —.
ct2tk(x—3) -5 e T

f|pk::f*:

30)Viz 4.2.14 na str. 65
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To by znamenalo, ze na kazdé primce pr # p_1 by byla v bodé A jind limita; l;2 = lim(lim f(X)) =

y—2 x—3

}nig % {neexistuje I, nebot ztZzeni f na paraboly y = az?, a € R dava rtizné limity ;l12 = lo; = 0}
¥—0
(ryy%iﬁm(lﬁl) e {il=3=ls=1n}
(Iyy%iﬁm(O,O) S‘“;—zy) {i1=0=ly=1la}
P ARl {1 =1=ts=1In}
(z,y%i—>m(o,o) %ﬂﬁyﬂ? {l =400 =112 = l27. Plati
I= lim et = (8) = Im oty = seremrs Jm 58 = (§) =
kel
liz = ilg}) (;lg}) (=, y)) = ;IL% [y% (ilgb %)} = (+00) - (+00) = +o0; analogicky la1 }
- Zl)i_>m(1 1) (arcsin £ — cos ILW) {funkce je spojita v okoli bodu (1,1, 1), takze napf.

I321 = lim lim lim f(X) = f(1,1,1) = = +1 =1.
r—1ly—1z—1 2
Tutéz hodnotu ma i v8ech 5 dalsich postupnych (trojnasobnych) limit }
1. 2 + 2 si 1
(z,y>l—>m<0,0)(z vsin,
{1 = 0, nebot 0 < |(z% + ¢?) sin% < 22 + 92, a pak lze pouzit vétu o limité funkce seviené dvéma funk-
cemi; analogickymi nerovnostmi dokdZzeme /15 = lim (lim f(X)) = lim <y2 - sin l) = 0, pfi¢emz lim sin %
y—0 x—0 y—0 Y y—0 Y

neexistuje,!) zatimco funkce y? - sin% v okoli pocatku ,osciluje* s narustajici ,frekvenci“, ale klesajici

yamplitudou®; l2; neexistuje}

lim  f(z,y), kde f(x,y) =1na Dy = {(z,y) € E2|y > |x|}. Nacértnéte si.
(z,9)—(0,0)
{1 =1 = l12; 21 neexistuje (neméa smysl) }
( %Hn( )f(a:,y), kde f(z,y) =0na Dy = {(z,y) €E2|0 <z < 400 Az <y < 2z}. Nadrtnéte si.
x,y)—(0,0
{neuvidime}
Presvidite se, 7e i 2 1 y?)sin 1 = 0.
fesvédcte se, ze (z,y)lam(o,o)(x y*)sin oz
{funkce f(X) neni definovana v pocatku O, ktery je hromadnym bodem jejiho definiéniho oboru Dy =
Es \ {O}. Pro v8echny body X = (x,y), X # O mame odhad

If(X) = 0] < (2% +9%) - 1| = 2® +y* < 62, kde § > 0.
Pro takové body X, jejichz euklidovskou vzdalenost O oznacujeme o(X, O), plati implikace
0<0(X,0)=V(r—02+(y—02=Va2+y2<d=|f(X) -0 <e,

pro kazdé zvolené ¢ > 0, pokud J = /2. Takovou implikaci se vSak definuje uvedena limita. Lze ji odvodit
téZ uzitim véty o limité funkce seviené dvéma funkcemi, protoze

0< <224y A lim (22 +9?) =0}

2% + y?) sin
( v (2,y)—(0,0)

$2+y2

Rozhodnéte, zda dané bodové ¢i vektorové zobrazeni je prosté.

7(t) = (2 cost,sint) {neni, ale na kazdém intervalu krat$im nez 27 je}}
P = (%,zfy) {neni, ale pro x #y (y # 0) je}

3D nebot lze dokazat, ze v kazdém okoli bodu y = 0 nabyvé tato funkce jak hodnot +1, tak také hodnot —1



d)

a)
b)

a)

b)

)

a)

b)

84 4 UVOD K DIFERENCIALNIMU POCTU FUNKCI VICE PROMENNYCH

f = (e"~1, arctan(z + 5y)). {e}

Nacrtnéte si danou mnozinu M C [Es a bod A. Ukazte, ze A je hromadnym bodem M tak, ze si zvolite
prostou bodovou posloupnost {X;} v M takovou, aby X — A.

A=(0,0),M={(z,y) €Ba|z(z —y)(@®+y>—1)=0},tj. Ac M {napt. kli]fil (2.%) =A}
— 400
A=(3,3),M ={(z,y) €Ez |z —2y+3>0},tj. A¢ M. {napr. (3,3 - 1) — A}

Urcete, zda jsou spojité funkce (tj. zda jsou spojité prodlouzeny i v bodech, kde by jinak nebyly definovany)

sin(5zy)
T xy pro (ZL',y) 7é (050) .
f(@,y) = Y {lie}
5 pro (z,y) = (0,0)
) |m—£y| pro y # x {v E5 neni, nebot limita ! musi byt konec¢na. Je vSak spojita
T,Yy) =
+oo  proy =zx. na svém zazeni f|a, kde M =Ey \ {(z,2) € Eo} }

Urcete body nespojitosti funkci

flz,y) = m { celociselna souradnicova sit boda (m,n) € Eo,m,n € Z}
c= 12—31;2—1 {hyperbola}
z = ent \/22 4+ y2, kde ent z je funkce charakteristika.>? {kruznice 2% + y?> = n%,n € N}

Vysetiete limity L nasledujicich zobrazeni v bodech nespojitosti. Uvazte, ze je mtizete pocitat po souradnicich,
podle véty 4.5.5 na str. 72
Necht L = }in(l) ®(t), a necht (bodové) zobrazeni, tzv. parametrizace ® : E; — E3 popisujici v Es jistou
—
k¥ivku, je ddno soufadnicovymi funkcemi qﬁl( ), P2(t), P3(t) predpisem

t t =
zace, tj. t € Dy = E; \ {0}. Pro bod X = (z,y,z) k¥ivky mame X = ®(¢) neboli pomoci parametrickych

rovnic x = ¢1(t),y = ¢2(t),y = ¢3(t).

{L =(1,1,1) je bod z E3. Pak prodlouzenim (dodefinovanim) parametrizace ® na ®* jeji vlastni limitou
D(t) prot#0
(1,1,1) prot=0}

D(t) = (¢1, P2, P3) = (w, e=cost e'=1) Ykde parametr ¢ je bodem podmnoziny &iselné osy parametri-

mame v E; jiz spojité zobrazeni ®*(t) =

Necht L = hrn ®(u,v), a necht parametrizace ® : Eo — E3 popisujici v E3 plochu — pseudosféru je v Es

déna souradmcovyrm funkcemi ¢1(u, v), Ppa(u,v), ¢3(u,v) predpisem

O(u,v) = (¢1, P2, ¢3) = (asinucosv,asinusinv, a(cosu + Intan 3)),a > 0.

Pro bod X = (z,y,2) plochy mdme X = ®(U), kde bod U = (u,v) € Dg neboli po soufadnicich mame
= ¢1(u,v),y = ¢a(u,v),z2 = ¢3(u,v). Definiénim oborem parametrizace je obdélnik Dy = (0,7) X

[0,27),u € (0,7),v € [0,27]. Prestoze body [tsecek] (0,v) & Ds, (m,v) € Dg, jsou to hromadné (a zaroven

hrani¢ni) body Dg, takze v nich muZete limitu zjistovat.

{L = (0,0,400) = oo, kde cc je mevlastni bod nekonecéno v Ej z 4.7.3. Situaci vystihuje obr. 4.20.

Vsimnéte si, ze bod (2, Z) + (0,a,0), body [tsecky] (5,v) se zobrazi na kruzmici z = 0 A 2® + y* = a®
atd. }
z
0.5 al
2 0 T2y
Obr. 4.16 Gausstuv klobouk Obr. 4.17 Obr. 4.18

32)Viz str. 81
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Obr. 4.19 Graf funkce z = ent /22 + y2, resp. charakteristiky (celé ¢asti) z = ent z.

Obr. 4.20 Pseudosféra
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5 Diferencialni pocet funkci vice proménnych

5.1 Parcialni derivace
5.1.1 Definice Necht funkce z = f(z,y) je definovéna na oblasti G obsahujici bod A = (z¢, yo).

1. Ma-li funkce p(z) = f(x,yo) jedné proménné x, tj. ziZeni funkce f na proménnou xz, v bodé xg (vlastni)
derivaci ¢’ (x9), nazyva se parcidlni derivace funkce f(x,y) podle x v bodé A, znadi se napt.

5f($07 o) (’)f(A)
oxr ' Ox

Je ddna limitou

f;(l’o,yo), falﬁ(A)a falc|A7

1)

’ Z;|A, 81f(X)|X:A7 8If(‘r07 90)7

apod. (¢teme: df parcidlné podle dx).

/ 1 f(z,y0)—f(zo,y0) _ y: . f(xot+h,yo)—f(xo,y0)
filzo,90) = J}LHJ}O B %gr%) - .

2. M4-li funkee ¥(y) = f(x0,y) jedné proménné y, tj. ziZeni funkce f na proménnou y, v bodé yy derivaci
V' (y), nazyva se parcidlni derivace funkce f(x,y) podle y v bodé A a znadi se napt.

O0f(xo,y0) Of(A)
oy T Oy

fg/;(z()a yO)v fg/;(A)v fg/;|Aa

apod. Ptitom je

s 2|, 92 f (X)|x=a, 9y f (0, Y0),

(z0,y0+k)—f(%0,y0)
k b

/ — iy L@o)—f(@oyo) _ i f
fy(@o,y0) = yliny}o py=— = lim

kde misto redlnych ¢isel h, k piSeme nékdy prirtstky (diference) Az, Ay nezéavislé proménnych z, y.
5.1.2 Geometricky vyznam parcidlnich derivaci funkce z = f(z,y) ukazuje obr. 5.1.

Parcialni derivace f/(xo,30) predstavuje smérnici? tana
teény t, sestrojené v bodé T = (xo, yo, f(z0,Yyo)) ke kiivce
(), kterd je fezem plochy urcené grafem G(f) funkce
z = f(z,y) rovinou y = yo (rovnobéZnou s bokorysnou
xz), takze J#(x) je definovidna dvéma rovnicemi, napt. takto

z= f(x,90),y = yo. Je tedy

tana = f7 (20, y0) = 7df(§z’y°)

Zo

kde « oznacuje velikost smérového uhlu tecny t,, jehoz ur-
¢eni je ziejmé ze zminéného obrazku.

Podobné pro f;(wo,y0) a tan 3 tecny ¢, v bodé T ke kiivce
Obr. 5.1 Parcidlni derivace t%/(y) dané rovnicemi z = f(:EO; y)7 T = X plati

tan § = f; (x9,y0) = LGo)

Yo

Obéma teénami t,,t, je uréena (pro tzv. diferencovatelnou funkci f v bodé (zo, o)) teénd rovina 7> T.

5.1.3 Pojem a geometricky vyznam parcialni derivace funkce n proménnych, tj. parcialni de-
rivace funkce u = f(X) n redlnych argumentt 1, 2o, ..., z, se definuje analogicky. Necht f je definovéna
na oblasti G C E,, a bod A = (aq,...,a,) € G. Necht € je k-ty jednotkovy souradnicovy vektor (standardni
baze €1, ..., ¢, vektorového zamétreni V,, euklidovského prostoru E,) urcujici smér osy xj. Volme pro pti-
ristek h # 0 priristkovy bod X = (x1,...,x,) z redukovaného okoli O*(A) bodu A specidlné na ose xg, tj.
X = A+ héj, € G. Existuje-li vlastni (tj. konecnd) limita

_ h — _
f(a/17a/27 , A 17a/k+ y Ak+1, 7a/ni21 f(al,ClQ, y Ale—1, Ak Q41,4 ,G/n) :f;k(A)7 (51)

lim
h—0

D Nazev: parcialni derivace = éastecna derivace je odvozen z latinského pars = ¢dst. Symbol 0 vznikl nedbalym pFepisem
feckého malého delta §.

2) Smérnice k primky z = kx v soufadnicové roving Ozz znadi tangens thlu velikosti «, tj. k = tan o, ktery se nazjva smérovy
thel primky, o né&jz se musi otoc¢it v kladném smyslu kladna ¢ast osy Oz, aby poprvé splynula s uvazovanou pfimkou. Kladng
smysl otdceni je na obrazku naznacen Sipkou.
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kde k je jedno z ¢isel 1,...,n, nebo struc¢néji zapsano, limita

. A+héer)—f(A
lim HEERGI=HE = f1 (A) ], (5.2)

pak jeji hodnota se nazyva parcialni derivace, presnéji parcialni derivace 1. 7adu funkce [ podle
proménné x; v bodé A. Oznacuje se napr.

9f(A) u(A)
' (A, f! ! Oxf(A),Drf(A), 0y, f(A
flk( )7f_xk|Aa axk 7uzk|Aa alﬂk ) kf( )a kf( )a kf( )7
a je to opét hodnota derivace ¢ (x1) funkce ¢y (zy) jedné proménné zy, kterd je ziZenim funkce f(x1,...,xx)

na promeénnou Ty, tj. u tohoto zuzeni ¢y funkce f vSechny argumenty kromé x; povazujeme za konstanty.
Funkce X — 2L (X) definovana na mnoziné Mj, C E,, vSech takovych bodit X, v nich# existuje 4 (X), se

oy ox
nazyva parcialni derivace funkce [ podle xj a oznacuje se strucéné ’
of .
a—zk,f;k, popf. jen f,, atd.
7 jeji definice vyplyva, ze ng/nk C Dy. Lze fici, ze
Parcialni derivace f; (A) funkce f(z1,...,2,) podle z; v bodé A € E, vyjadfuje rychlost ristu

(resp. klesani p¥i jejim zdporném znaménku) funkce f, posunuje-li se pfirtistkovy bod X ptes bod A ve sméru
soufadnicové osy x (urceném smeérem k-tého jednotkového souradnicového vektoru éy).

5.1.4 Poznamka 7 definice parcidlni derivace funkce f(X) vyplyva, Ze ji poditdme stejnym zptisobem
jako derivaci funkce jednoho argumentu, nebot ztizeni py, funkce f na k-ty argument je redlné funkce jednoho
argumentu x. Plati pro ni vSechna pravidla jako pro derivaci funkce jedné proménné (derivace souctu,
rozdilu, sou¢inu, podilu atd.), protoze pfi derivovani podle xj, chdpeme ostatni proménné jako konstanty.
Zdtraznéme, ze zatimco u funkci jednoho argumentu z predstavovala derivace dy/dx = ¢’ podil dvou
diferencialii, u funkce dvou a vice argumenti symbol E?Tuk je nerozdélitelny, nebot symboly du, Oz pii
tomto oznaceni samy o sobé nemaji zadny matematicky vyznam.

5.1.5 Piiklad Pro funkci z = y? Inz uréeme pomoci limity parcialni derivace

1,1 12In(1 + Az) — 1%21n1 1
OfL ) _ gy, P4 A0 =PIl A S —Ine= 1.
oz Az—0 Ax Az—0
of . (y+Ay?hz—y*hhz B
a_y = A1.71!30 Ay = Al;rgo(Zy Inz+ Aylnz) =2ylnaz.

5.1.6 Piiklad Urcéeme parcialni derivace funkce

a) u= f(x,y,2) = 2%y> + 22y/z v bodé A = (3,2,1).

Resent: %(A) = (223 + 2y\/z)a = 52. Je mozné zvolit ziZeni ¢(z) funkce f na proménnou z, coz
derivovani velmi usnadni

af (A

p(z) =2%2% + 202 - 1= ¢/ () = 160 + 4 = % =¢'(3)=16-3 +4 =52,
x

Podobné?)
flla =322 + 22y/z](3.2,1) = 114,
0,u(A) = 03u(A) =0+ 2J:yﬁ|A = 6.
Pro ptislusné definiéni obory parcidlnich derivaci plati inkluze Dy, C Dy = D f= Dy.

b) f(s,t) = Inlnsin(st).
Reseni: Musi byt Insin(st) > 0 = sin(st) > 1 = D; = (), takZe neexistuji parcialni derivace, i kdy?
formalné je ,lze pocitat* a tak dospét k ,rutinérstvi®.

5.1.7 Poznamka Je znamo, ze ma-li funkce jedné proménné v daném bodé (vlastni) derivaci, pak je
v tomto bodé spojita (obracend véta neplati, jak je vidét z funkce y = |z|). Protoze vSak parcidlni derivace
popisuji chovani dané funkce pouze ve smérech souradnicovych os, zatimco spojitost funkce se tyka celého
okoli (naleziciho definiénimu oboru funkce) daného bodu, z existence (vlastnich, tj. koneénych) vSech
parcialnich derivaci nemuze vyplyvat spojitost funkce v daném bodé, coz potvrdi i nasledujici

3) Zapis pomoci svislice, stejné jako predchozi zapis pomoci zavorek, znamend, ze nejprve se provede dana operace pred
svislici, zde derivace, a pak se dosazuje do vyrazu.
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5.1.8 Piiklad Uvazujme funkci f(z,y) = %ﬁfyz z piikladu 4.8.1, jejimz grafem je Pliickertv konoid a
dodefinujeme ji na funkci f*(x,y) = f(z,y) takto: f*(0,0) = 0. Vime, ze v pocatku O = (0,0) neni f
spojita (téz dle 4.4.11, nebot f nema limitu v O, ackoli O je hromadny bod z Dy). Vime v3ak, ze f je spojita
v kazdém jeho okoli. Nami uz v onom piikladé dodefinovana a stejné oznacena funkce f* je, jak vime, spojita
pouze zvlast vzhledem k x a zvlast vzhledem k y, a mé& tam obé parcidlni derivace, nebot plati
9/7(0,0) 9/(0,0)
(2,0)=0=> ——"2>=0; f(0,y)=0=> —"-2=0.
£(@,0) 2 =0 £(0.0) 5
Lze ukazat, Ze tyto parcidlni derivace nejsou v poc¢atku O spojité.
Plati vsak nasledujici véta, ktera je disledkem Lagrangeovy véty o prirustku funkce n proménnych.

5.1.9 Véta Ma4-li funkce n proménnych v okoli O(A) bodu A parciélni derivace podle viech proménnych,
které jsou v tomto okoli ohrani¢ené, pak je funkce f v bodé A spojita. %

5.2 Diferencovatelné funkce. Diferencial. Te¢na rovina grafu funkce

5.2.1 Vyznam totalniho diferencidlu V zavéru piredchoziho ¢lanku jsme poznali, Ze na rozdil od funkci
jedné proménné, kde z existence (vlastni) derivace funkce f v daném bodé a vyplyva také jeji spojitost
v onom bodé, a navic, jak zndmo, je v bodé (a, f(a)) zaruCena existence tecny grafu G(f), u funkei vice
proménnych tomu tak neni. Tedy pouha existence vSech parcialnich derivaci funkce f v bodé A
nezaruéi ani spojitost f v A ani existenci te¢né roviny v bodé dotyku T = (A, f(A)). Ukazuje se, ze
teprve totalni diferencial garantuje jak spojitost f, tak tecnou rovinu v uvazovaném bodé, a proto
mé prvni zakladni vyznam v tom, Ze pro funkce vice proménnych je analogicky dulezity jako
existence derivace pro funkce jedné proménné, nebot zavisi na chovani funkce n proménnych
v celém okoli bodu. Pomoci néj lze prehledné objasnit mj. vztah mezi spojitosti a mezi parcidlnimi
derivacemi funkce. Jeho druhy zakladni vyznam spocivd v tom, Ze v daném bodé je linearni funkci
nezéavisle proménnych, ktera v jistém smyslu nejlepsim zpusobem linearizuje prirustek funkce v bodé.
To ma mimotradny vyznam v pribliznych metodéch i v inZzenyrskych aplikacich, napt. ve vyrovnavacim poctu.
Linearizaci komplikovanych funkénich vztaht se v inzenyrské praxi rozumi jejich pfevedeni na jednodussi
variantu, popsanou obecné soustavou linearnich rovnic. Pomoci totalniho diferencialu se dokaze mnoho vét,
napi. véta o derivaci sloZzené funkce. M4 také klicovy vyznam v teorii pole.

5.2.2 Definice Necht z = f(z1,...,2,) je funkce definovana v okoli O(A) bodu A = (ay,...,a,) € E,.
Rekneme, Ze je diferencovatelnd v bodé A nebo ze md v bodé A diferencidl, téz totdlni diferencidl
1. 74du, existuji-li takova ¢isla Dy,..., D, € R, Ze funkce e (chyba aprozimace funkce f) uréend pomoci
prirustku (167 diference) funkce v bodé A oznacovaném Az(A), Aza, popt. Af(A) a definovand rovnosti

Az(A) := f(A+R) — f(A) = Dihy + ... + Dyphy, + £(h), (5.3)

v niz priristkovy vektor je h = (h1,...,hn) € V(E,,) a priristkovy bod je A + h=:X= (z1,...,2n) € Dy,
ma vlastnost

—~ =09 (5.4)

(Rikéme, Ze funkce ¢ je pro h — & nekoneéné mald fadu vyssiho nez prvniho. Zhruba to znamené, ze
citatel e(h) konverguje k nule rychleji nez jmenovatel ||h||})

Vzhledem k pfirastkiim hq, ..., h, nezavisle proménnych z1, ..., x, linedrni ¢ast prirtstku funkce v bodé
A se nazyva totdlni diferencidl (1. 7adu nebo 1. diferencidl) funkce f v bodé A, oznacuje se d f (A, i_i)
nebo jen df(A), popt. dfa(X), a definuje se takto

|df(A) = Dih1 + ...+ Dohy = Dia1 —a1) + ...+ Do(wn — ) |- (5.5)

Rikame, Ze funkce f je diferencovatelnd na (v) mnoZiné M C E,,, kdy? je diferencovatelnd v kazdém
jejim bodé.

- 1
4 Pfitom nejéastéji uvazujeme euklidovskou normu ||h|| = (k2 + ... 4 h2)2. Mize ale jit o kteroukoli z norem v R” uréenou
nékterou z (ekvivalentnich) metrik na str. 32.
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5.2.3 Poznamka
a) Obé definiéni podminky (5.3),(5.4) pro diferencidl 1ze zahrnout do jediné podminky

Jim F(A+R) = f(A) = Dihy — ... — Dyhy _

= 0. (5.6)
h—& 12|l

—

b) Funkce (h) se nazyvé zbytek nebo chyba aprorimace pii nahrazeni funkce f(X) funkei linedrni, tj.
diferencidlem, v okoli uvazovaného bodu. Je zfejmé, ze £(0) = 0 a £(h) je funkce spojita pro h = 7, tj.
lim e(h) = £(6) = 0.

h—a
Funkce s(ﬁ) je nékdy oznacovana jako e(X), kde X € E,,. Pak plati

(X))
oAy (5:7)

odtud
)}1_1[}1/1A e(X) =¢(A) =0,

kde ¢ je (napf.) euklidovskd metrika v E,,.

¢) Limitni podminka (5.4) je ekvivalentni s tim, ze

o A(A) —df(A)
h—d 17|

To znamena, volné feceno, ze zbytek € neboli rozdil mezi ptiristkem funkce a jejim diferencidlem v bodé A je
ve srovnani s prirtistkovym vektorem h nezévisle proménnych libovolné maly, pokud norma ||ﬁH je dostatecné
mald, tj. pokud vzdélenost o(X,A) = ||i_i|\ mezi body X, A Gsecky AX je dostatecné mald. Odpovéd na otazku,
jak velky je zbytek €, nam da az Tayloruv vzorec. Proto se v teorii i aplikacich vyuzivaji ptriblizné rovnosti

[AF(A) = dfa(X) = F(X) ~ f(A) +dfa(X)]- (5.8)

5.2.4 Véta (Nutnd podminka diferencovatelnosti v bodé) Je-li funkce f(X) diferencovatelnd v bodé
A= (ay,...,a) € E,, pak

1) fjev A spojitd a
2) f ma v A (vlastni) prvni parcidlni derivace podle v8ech proménnych a diferencidl df(A) funkce f v A
je urcen jednoznaéné, pficemz pro ¢isla Dy, ..., D, z (5.5) plati rovnosti

_of

D, =
F awk

(A), k=1,...,n, (5.9)

a plati vzorec

df(A) = ZL(A) (@1 —a1) + ... + 2L (A)(@n — an) |- K (5.10)

Dikaz ad 1) Je-li f diferencovatelna v A, plati (5.3). Avsak limita pravé strany této rovnosti je s prihléd-
nutim k (5.4) pro h — & rovna nule. Odtud ihned dostavdme potiebny vztah

lim f(A+h) = f(A) neboli Jim f(X) = f(A) (5.11)

h—0o

dokazujici podle véty 4.4.11 spojitost f v A.
ad 2) Definujme nejprve linedrni funkci [(X) n proménnych ptislusnou diferencovatelné funkei f(X) v bodé
A pii pouziti symboliky z 5.2.2 takto

I(X) = f(A)+ Di(z1 —a1) + ...+ Dp(xn — ay). (5.12)

Urceme napf. parcialni derivaci podle z1 v bodé A. Zvolme proto pfiristkovy bod specialné X = A+ hy €1 =
(a1+h1,as9,...,a,) neboli piirtstkovy vektor je specidlné h = (hy,0,...,0), kde hy #0a e = (1,0,...,0) je
prvni soufadnicovy vektor ve V,,. Pfedpokladejme nejprve, ze hy > 0 (tim se ddle vyhneme nutnosti pouzit
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absolutni hodnoty). Pak vzdélenost bodit X, A na tseéce AX v E,, je o(X,A) = ||h| = hy al(X) = f(A)+D1h;.
Podminka (5.4), resp. (5.7) dava

L eX) ) —IX) f(A+hei) — f(A)
0= oA XBA  o(X,A) hllglcl)+< hq D1>’

nebot jde specidlné o limitu funkce g%(()-(/)\) neboli funkce E\\(Hh\\) vzhledem k podmnoziné vSech he V. z jejiho
defini¢niho oboru, pro néz je ha = ... = h,, = 0, a ta musi byt podle tvrzeni 1) v 4.5.9 taz, tj. nulova. Pro

hi1 < 0 a hy — 0— ziskdme stejnou rovnost. Tak je dokazano, ze

of - f(A+er) - f(A)

—(A)=1 = Ds. 5.13

oz, M = il 8 : (5.13)
Podobné existuji jednoznacné parcialni derivace f podle proménnych xs,...,z, v bodé A a jsou postupné
rovny koeficientim Do, ..., D,. &

5.2.5 Piiklad Funkce f*(z,y) = 12212;2 pro (z,y) # (0,0), f*(0,0) = 0 z prikladu 5.1.8 neni v poc¢atku
O = (0, 0) diferencovatelnd, nebot podle predeslé véty k tomu nesplituje jednu z nutnych podminek, zde ¢ast
1), tj. spojitost v bodé O, ackoli v O mé obé parcidlni derivace (rovny nule).

5.2.6 Piiklad Urceme chybu aproximace ¢ = Az — dz (z 5.2.3) diference Az funkce z = f(z,y) jejim
diferencidlem dz a porovnejme ji s chybami Az, Ay argumentt z, y, je-li z = 22 + 3y? — 4xy + 5z.
Piiriistkovy vektor bude i = (Az, Ay).

de = LAz + %Ay = (22 — 4y + 5)Az + (6y — 47)Ay

Az = (z+ Ax)? + 3(y + Ay)? — 4(z + Ax)(y + Ay) + 5(z + Azx) — 22 — 3y + 4wy — bz

e(Ar, Ay) = Az —dz = (Az)? + 3(Ay)? — 4AzAy.

Vidime, Ze aproximace € je fadové mensi, konkrétné o jeden ¥ad, vzhledem k malym chybam Az, Ay.

5.2.7 Véta (Kritérium diferencovatelnosti v bodé) Ma-li funkce f(X) prvni parcidlni derivace podle
v8ech proménnych spojité v bodé A, pak f je diferencovatelnd v bodé A (neboli v A existuje totalni diferencial

df(A) funkce f). %

5.2.8 Schéma k zapamatovani si t¥i pfedchozich vét® Plati implikace

spojitost ﬁ(A) Vik=1,...,n=3df(A) = Elaa—f
Ty

(A) Yk =1,...,n a spojitost f(X) v A.
al’k

Schéma 5.1: Dusledky spojité diferencovatelnosti f(X) v bodé A € E,,

5.2.9 Poznamka k dalSimu zipisu diferencidlu Uvazujme funkci z = f(x1,...,2,) = z1. Pak pro
jeji totalni diferencial plati
dl‘l :1h1+0h2++Ohn:h1:(:p17a1):A:E1 (514)
Podobné pro dxs, . .., dx,. Pak pfirtstky hq, ..., h, lze povazovat za diferencialy nezavisle proménngch
Z1,...,%n, takze vzorec (5.10) dava pro totdlni diferencidl funkce z = f(X), resp. zavisle proménné z,
uzivany v inZenyrské praxi
n
dz = f, (X)dz1 4+ ...+ fo (X)dz, = 3 fr (X)dzy, |, (5.15)
—_— ———— k=1
dzq 2z dg, 2z
kde dg, 2,...,ds, 2 jsou tzv. parcidalni diferencialy prislusného argumentu. Nésledujici tvrzeni je bezpro-

stfednim dtsledkem predeslé véty.

5.2.10 Véta (Kritérium diferencovatelnosti na oteviené mnozing) M4&-li funkce f vSechny své
parcidlni derivace 1. fadu spojité na oteviené mnoziné M, pak f je diferencovatelna v kazdém bodé z M;
iikédme, 7e je diferencovatelnd na (v) M.% %

5)které jesté rozsifime na schéma v 5.4.11 na str. 101
6) Casto je uvazovanou otevienou mnozinou okoli bodu.
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5.2.11 Definice Funkce f(X) majici spojité vSechny parcidlni derivace 1. fddu na oteviené mnoziné
M C E, (a podle schématu v 5.2.8 tedy spojitd na M) se nazyva funkce tiidy C' ma M (nékdy se
pise C1)| popt. C;) nebo funkce spojité diferencovatelnd na M nebo funkce hladkd (1. ¥ddu)
na oteviené mnozZiné M. Piseme f € C*(M) a misto C°(M) éasto jen C(M).7)®)

5.2.12 Poznamka Je ziejmé, Ze diferencovatelnost u funkci vice proménnych (tj. existence totélniho
diferencialu) je silnégjsi pfedpoklad neZ existence vSech prvnich parcidlnich derivaci. Diferencovatelnost
u funkci vice proménnych hraje ptiblizné stejnou roli jako existence vlastni derivace zarucujici diferenco-
vatelnost u funkce jedné proménné.

5.2.13 Poznamky ke schématu v 5.2.8 Ke schématu v 5.2.8 poznamenejme

a) Jsou funkce dokladajici, Ze pouhd existence parcidlnich derivaci funkce f v okoli O(A) bodu A neni
nutnou podminkou pro jeji diferencovatelnost v bodé A.

b) Existuji funkce, které sice nejsou tiidy C!, a presto jsou diferencovatelné, tj. piislusnost do tiidy C*
neni nutnou podminkou diferencovatelnosti funkce.

5.2.14 Véta (o invariantnosti’”) 1. totalniho diferencialu) Tvar (5.15) totalniho diferencialu 1.
fadu funkce f(X) je invariantni, tj. neméni se, kdyz jeji argumenty 1, ..., 2, jsou rovnéz diferencovatelnymi
funkcemi 1 = g1(t1,...,tk)y.- ., &n = gn(t1,...,t;) daldich argumentt ¢1,...,t;. Pro vyssi diferencialy
invariantnost nenastava.'?) %

Diikaz: je zalozen na vété o parcialnich derivacich slozené funkce z néasledujiciho ¢lanku.

5.2.15 Priklad k zavedeni rovnice teéné roviny a normaly plochy dané grafem funkce z = f(z,y)

Tyto rovnice lze odvodit za predpokladu, ze
funkee f(x,y) je v uvazovaném bodé (xg, yo) =
A (Viz obr. 5.2) diferencovatelna.

Pak v bodé (o, yo, f(z0,%0)) = T grafu G(f)
funkce f existuje teénd rovina T i norméla n
oné plochy dané grafem funkce. Te¢na rovina 7
grafu je urcena dvéma rtznymi tecnami ¢,y
majicimi prislusné smeérové vektory tecen
t_'m,t_; linedrné nezavislé, a protoze 7 jde bo-
dem T = (zo, Yo, 20), kde zo = f(z0,Yy0), mé
jeji rovnice tvar

Obr. 5.2 Te¢na rovina, normala, diferencial

z—z0=a(zx —x9) + by — yo), resp. a(x —x0) + b(y — yo) — (2 — 20) =0, (5.16)

kde je tieba urcit a,b. Protoze normdlovy vektor it = (—a, —b, 1) te¢né roviny 7 je kolmy k £, t_;!, piicemz
tyto vektory lze volit takto

te = (1,0, f1(A), £, =(0,1,f;(A)|, (5.17)

musi byt prislusné skalarni souciny vektort nulové, tj.

ity =—a+ fL(A) = 0=a= fL(A)
ity = —b+ fI(A) =0=b=f(A),

ncet (M) je linearni prostor funkci. Casto je onou otevienou mnozinou M okoli O(A) bodu A € E,,.
8)Sp0jité diferencovatelnost je samoziejmeé silnéjsi pozadavek na funkci nez jeji diferencovatelnost.
9)téz o superpozici 1. diferencialt

10)Pokud g; nejsou specialné napf. linedrnimi funkcemi.
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a tedy normadlovy vektor i1 grafu funkce (stejny vysledek pro 7 ¢tendr ziskd rovnéz vektorovym soucinem
7l =ty X t,) uzZ mame urcen

7= (_%(xo,yo),—g—fy’(xo,yo),l) . (5.18)

Te¢n4 rovina grafu funkce z = f(z,y) v jeho bodé dotyku T = (z0, yo, z0) m4 rovnici

z—z0 = [1(0,%0) - (x — w0) + f{,(fﬁo,yo) (¥ — o) |- (5.19)

Normdéla grafu v bodé T je pfimka n kolm4 k teéné roviné grafu v jeho dotykovém bodé T = (zg, yo, 20)
a tato normdla n'Y) ma pravé odvozeny (smérovy) vektor 77, takZe jeji parametrické rovnice s parametrem
t € (—o0,+00) a pro zg = f(x0,yo) maji tvar

=0 — [r(r0,90) - t, y=vo— fi(xo,y0)-t, 2=z +1] (5.20)

Nacrtnéte si 71.12)

5.2.16 Existence te¢né roviny motivaci pro diferencovatelnost Rovnice teéné roviny 7 plochy .
predstavované grafem G(f) funkce z = f(x,y) v bodé dotyku T = (A, f(A)), A = (x0,yo) jsme prostiedky
analytické geometrie zavedli za predpokladu, ze f byla v A diferencovatelna. To podle véty 5.2.4 zajistilo
spojitost f, a tedy 1) souvislost grafu G(f) funkce (podle véty 3.4.15) i 2) existenci vSech (koneénych)
parcidlnich derivaci %(A), g—i(A). Souvislost grafu umoznuje provadét na ném limitni proces priblizovani

bodu, jenz je nezbytny (Viz obr. 5.2) v nasledujici definici.

Definice (geometrickd) teéné roviny plochy‘ Rovina T se nazyvd teénd rovina plochy ¥ v bodé

dotyku T, je-li limita poméru vzddalenosti dist(Z,7) bodu Z plochy od roviny T a vzddlenosti o(Z,T) bodu Z
od bodu T rovna v bodé T nule, tj.

dist(Z,7) _ £5(Z) = 0. (5.21)

Primka n kolma k roviné T se nazyva normdala plochy v bodé T.
Tato definice vhodna pro libovolny (koneénérozmérny) euklidovsky prostor v sobé zahrnuje vSechny

‘Poiadavky na teénou rovinu 7 k plose . v bodé T |, a to

a) Existuje nejvyse jedna tecna rovina prochézejici bodem T (Lze ovéfit sporem).

b) Te¢na rovina prochézi dotykovym bodem T (Je zfejmé z jeji rovnice).

¢) Teéna rovina neni rovnobéznd se souradnicovou osou Oz (Derivace %(A), g—g(A) jsou konecné).
d) Plocha se k te¢né roviné v bodé T ,pfimyka“ (Objasnime).

Posledni pozadavek d) je geometricky vyjaddfen limitni rovnosti (5.21), coz matematickd analyza
ekvivalentné vyjadii v definici diferencovatelnosti 5.2.2 limitni rovnosti s chybou zbytku (5.7) nebo ve tvaru

(pouzitém uz pii diikazu véty 5.2.4)
X) —=1(X
JXZUX) 13 (5.22)

li =
X5A o(X,A)
Ze vsech nekone¢né mnoha linedrnich funkcei [(X) tvaru
z=1X)=f(A)+ Dy (r1—a1)+ ...+ Dy (xn — an), (5.23)

jejichz grafem je rovina (nadrovina, to p¥i n > 3) prochézejici bodem (A, f(A)) z E,4+1, vyhovuje limitni
podmince (5.22) zarucené diferencovatelnosti f(X) v bodé A pouze takova linearni funkce I(X), jejimz grafem
je tecna rovina. Véta 5.2.4 za podminky diferencovatelnosti f v A rovnéz zarucila, ze pro koeficienty plati
Dy = %(A), k=1,...,n, takZe jsou jednozna¢né urceny, a tim rovnéz te¢nd rovina. Mizeme tedy shrnout

‘Deﬁnice teéné roviny grafu (jeji rovnici) ‘ Necht funkce n argumenti z = f(X) je v bodé

A = (a1,...,a,) € E, diferencovatelnd. Poloime zg = f(A). Mnozina bodi euklidovského prostoru B, i1,
jehoZ souradnice oznacime x1,...,%y, 2, ktera vyhovuje rovnici

z—z():aa—a{l(A)(l‘l—al)-i-+%(A)($n_an) ) (524)

11) Smérovy vektor piimky je vektor s ni kolinearni.

12)Vektory {ts,%y,7} tvoii kladné (tj. pravoto¢ivé) orientovanou bézi zaméteni V3 euklidovského prostoru Ez (Pro&?).

13)jenz znamena, jak jsme v oné definici zminili, ze v ¢itateli F(X) — I(X), a toto priblizovani znamenajici pfiblizovani
bodt (z obrazku) Z = (X, f(X)) grafu G(f) k bodim Zz = (X,l(X)) tené roviny 7 je dokonce ,rychlejsi“ nez ptiblizovani
ve jmenovateli, kde konvergence vzdalenosti o(X,A) — 0 vyjadfuje, ze X — A.
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se nazyvd teénd rovina, resp. teénd nadrovina (kdyz n > 3) grafu G(f) zE, 11 funkce f v bodé dotyku
= (A, f(A)).

‘Véta o nutné i postacujici podmince existence te¢né (nad)roviny‘ K existenci tecné nadroviny v

E,t1 grafu funkce z = f(X) n proménngch v bodé dotyku T = (A, f(A)), kterd nent rovnobéind s osou Oz,
je nutné a stact, aby funkce f(X) byla diferencovatelnd v bodé A € E,,. %

5.2.17 Geometricky vyznam totalniho diferencialu funkce dvou proménnych

Totalni diferencial dz(A) funkce z = f(z,y) v bodé A, na rozdil od skuteéného pfirtistku Az zavisle
proménné z na grafu G(f) funkce f, pfedstavuje pf¥ibliznou, a to linearni éast prirustku (v piipads,
Ze je tato Cast zapornd pak ubytku) zavisle proménné z méfenou na teéné roviné.

Na obr. 5.2 je to kladnd hodnota (funkce roste) délky svislé tsecky oznacené tam dz s koncovymi body
Z1 = (X, f(A),Z2 = (X,I(X)) a zvyraznéné Sipkami.

Totalni diferenciél dz v bodé A uréime tak, Ze na te¢né roviné (existuje-1i) zméfime tieti soufadnici takového
bodu (na obrazku je to bod Zs), jehoz kolmym primétem do roviny Ozy je priristkovy bod X, a odecteme
od ni soufadnici f(A).'4)

Totélni diferenciél funkce v daném bodé reprezentuje absolutni a pribliZnou zménu zévisle proménné
vzhledem ke zméné vsech nezavisle proménnych, na rozdil od parcialni derivace funkce v daném bodé, ktera
reprezentuje relativni zménu zévisle proménné vzhledem k jedné nezavisle proménné.

5.2.18 Priklad aplikace diferencialu v teorii chyb méfeni S jakou absolutni chybou AV a relativni
chybou mtzeme vypocitat objem V rotacniho kuzele, jestlize pfi méreni poloméru r jeho zakladny a vysky
v bylo naméfeno r = (2,5+0,1)m, v = (3,0 £ 0,2)m?

Reseni:
Vv = %m"z = —7r2 5%2.3=6,25m, V =6,25rm?,
AV =dV = % (2rvdr + r?dv) = —7r(1,5 +1,25) = 0,927, dV = 0,927 m?3,
% ~ % = 2—2 = 0,15 neboli 15%.

5.2.19 Priklad Vypocitejme pfiblizné z = cot 43° sin 151° pomoci aproximace diferencidlem, tj. vzorcem
(5.8). Pouzijeme vztahy

™ . .
cot v = tan (5—04) , sina = sin(m — @),

a protoze pracujeme s funkcemi realnych argument, uzijeme pf‘evedeni stupiniové miry velikosti tihlé na ob-
louk(Z\?/ou HliI‘;lg v radidnech (ty se vétSinou nevypisuji), tj. 1° odpov1c£z; 150 gl(r)ad) Proto z = cot %w sin %7‘( =
tan {557 sin 155 m. Zvolime funkei f(X) = tanxsiny a bod A = (ﬁ”v 156™) = (%, 5). Hodnoty f(A) jsou
tabulkové, prirtstkovy bod je X = (1807r, 1280 ), prirtstkovy vektor je h= (dz,dy) = (128”0, 185) Proto

df = j(j;;y dx + tan z cosydy

7 sin 3 o 3 4

df(Ajh) = COSJ’W 180 T tan 7 cos §(— é <0 1\/7_1%0 = 36\((” = 0,0197916.

) =
fa

1
)+ df(A) = tan Tsin T + 42¥37 = 0519791,

z = [X)=fA)+Af(A)~

pfi¢emz hodnota pfimo (a pfesné) vyéislend je z = 0,519846. .. .

5.2.20 Priklad Odvodme horni odhad velikosti absolutni chyby |Az|, resp. relativni chyby (procentudlni)
|Az/z| funkce z = f(x,y), jsou-li argumenty x,y urdeny s chybami +Ax, +Ay. Pak provedme odhady pro
zavislost z = %

Reseni: Plati

|Az| & |d2| = |z, A2 + 2, Ay| < 27| - |Az| + |2y - [Ay]

1221100 < 100(/ 2| - [Ax| + 2] - |Ay)).

Pak pro podil nezavislych veli¢in x, y dostavame odhady maximalnich chyb

14)Na obrazku jsou také znazornény parcidlni diferencidly duz, dyz.
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A
Az < [5l|Az] + [ZF]|Ay| = |52+ 2152
A A A
|=2[100 < 100(] $I| + | yy|)
Formulujte posledni nerovnost slovné.

5.2.21 Priklad Cast rota¢ni kuzelové plochy v poloprostoru z > 0 s osou v ose z o rovnici z = /2 + y?2
nem4 ve svém vrcholu O = (0,0) te¢nou rovinu, nebot uvedend funkce neni v O diferencovatelna (Pro¢?).
5.3 Derivace slozené funkce. Derivace vyssich fadi. Zaménnost derivaci

5.3.1 Véta (o parcidlnich derivacich sloZené funkce — Fetézové pravidlo) Necht je ddna funkce
y = f(U) m proménnych, tj.

flur, ..o um) (5.25)
a déle zobrazeni g : E,, — E,, dané m funkceml 9a1(X), ... 7gm( ) n proménnych pomoci rovnic
giur =g1(T1, .y Tn)y ey U = G (X1, .oy Tp). (5.26)
Ozna¢me h = f(g(X)) slozenou funkci f(g) neboli f o g (n proménnych) danou predpisem
y=h(x1,...,2n) = flor(z1, - @n), ooy gm (X1, 20)), (5.27)
kde vnitini funkce g1, ..., gm jsou diferencovatelné v bodé!® A € E,, a vnéjsi funkce f je diferencovatelna
v bodé B = (g1(A),...,9m(A)) € E,,. Pak slozend funkce h je diferencovatelnd v bodé A a pro kazdé
k=1,...,n spliuji jeji parcidlni derivace vzorce — rTetézové pravidlo
0 Oy Ou Oy Ou oy Ouy,
A - e (5.28)
Oxr  Oup Oz, Ousg Ouy, Ouy, Ox
nebo s ponékud piesnéjsim oznacenim
) dg;
s (A) = Zl SL(B)g2 (A) . % (5.29)
j=

Dtikaz: se opira o existenci diferencialu prislusnych funkci a je slozity.

5.3.2 Dusledek 1 Specidlné, mame-li slozenou funkci

z = h(z) = f(91(2), g2(2)),
tj. funkce u = ¢g1(x),v = g2(x) jsou zavislé na jednom argumentu z, pak odpovidajici parcidlni derivace
prejdou v obyéejné a Fetézové pravidlo (5.28) dava

dz _ 9z du 9z dv
dz — dudz + ov dx |° (530)

5.3.3 Dusledek 2 Casto je slozena funkce dana takto

z = h(z,y) = f(z,y,95(z,y)), (5.31)
tj. vngjsi funkce f obsahuje z a y jednak piimo (neboli jako slozky u = g1(z) = x,v = g2(y) = y), jednak
prostfednictvim slozky w = g3(x,y) (popf. jesté dalsich slozek), takze

0 0 of o 0 0 of 0
9z _0f  Ofdw 0z _0f  Of ouw (5.32)
Oor Oxr Ow Or dy Oy Ow 8y

[Zde nelze pouzit oznaceni (5.28) a vpravo psat napf. a_; misto 6£ 1]

5.3.4 Piiklad Tlak plynu je ddn pfedpisem p = p(V,T'), kde V je objem plynu a T je termodynamicka
teplota, pricemz zéroven je V = V (T, S), kde S je entropie. Respektujme oznaceni z fyzikalnich a chemickych

aplikaci, kdy indexy u parcialnich derivaci predstavuji proménné povazované pri derivovani za konstantni,
a uréeme (g—g)s, (g—g)T.
Reseni: Tlak p je slozenou funkci p = p(V(T, S),T) argumentit T, S. Retézové pravidlo dava'6)

(ar), - @), (&), (), (36),= (), (&),

15)k tomu podle véty 5.2.7 a definice 5.2.11 sta&i, jsou-li v okoli uvazovaného bodu t¥idy C!, tj. maji-li zde spojité parcialni
derivace
16)g piihlédnutim k 5.3.3
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5.3.5 Piiklad Urceme % pro z = (zcosy)®” (zcosy > 0Ay #0). Polozime z = u¥,u = z cosy,v = ev.

Podle (5.28) je
e T l1 In(z cos y)
e p + EET—

v—1

xz
z Y
1 uv | &Lcosy

v
cosy+u’lnu-e m T cos 1

x
zh =zl ul 4z vl = vu + % In(x cos y)] = (xcosy)

Po tpravé casto derivujeme, s piihlédnutim k fetézovému pravidlu, podle prislusné proménné primo a
na ostatni proménné se divame jako na konstanty.

5.3.6 Logaritmicka derivace — Priklad Stejné jako u funkce jedné proménné je nékdy vyhodné
pred derivovanim funkci zjednodusit pri respektovani podminek pro jeji defini¢ni obor, a pak ji teprve deri-
vovat. Napf. logaritmovani pfevede mocniny funkei na jejich soudiny, resp. souéiny (podily) funkei na jejich
soucty (rozdily).

x

z = (zcosy)’ | In [tj. logaritmujeme obé& strany]
Inz = evlIn(zcosy) |6% [derivujeme obé strany]
%% = eiiln(zcosy)+e§“isycosy}
Z; = (;p Ccos y)ege% |:% + W} .

5.3.7 Parcialni derivace vyssSich fadua Ma4a-li funkce z = f(x,y) na mnoziné M; parcidlni derivace, je
kazda z nich na M; opét funkci dvou argumentu z,y, a pokud ma na neprazdné mnoziné My C M; opét
parcidlni derivace podle x, popt. podle ¥, jsou celkem ¢tyfi a nazyvaji se parcidalni derivace 2. r"adu nebo
druhé parcialni derivace. Znaci se obvykle

i o (8f\ _ 9if n 8%z 92 " .
a’) ZI(IL‘,’IJ), Ox (%) - a$27fw2(zay)v a_mgv D22 °1 Faxy Fxas

1 o (df\ _ 8*f 8%z 8 " .
b) zy(z’y)7 dy (%) ~ Oyoz ||’ dydx? ayaz'zvzwyvzzy’

" .
T 9xz0y ||’ dzdy’ dxdy 2 Zy$’ Py

2 2 2
O e v)|| 85 (5) = o || s 52

2 (o 2? 22
d) ';/y(zay)v y (8_5) = a_y];vf:;/?(zay)v a_ygaz'gyvzyy;

(napt. 92 f /0x? ¢teme: d druh4 f podle dx na druhou, 8% f /020y ¢teme: d druh4 f podle dx dy). V pripadech
b), ¢) jde o smisené parcidlni derivace (fadu 2).'") Derivace 2. fadu pro funkci f(z1,...,x,) v bodé
A € E,, definujeme takto

o ]
W&(A):%(ﬁ)m), k=1,...m1=1,....,n (5.33)

a muze jich byt celkem n?. Obecné se parcidlni derivace m-tého Tadu (m > 2) % funkce
mote 2 1
f(X) ziska z parcidlnich derivaci fddu m — 1 op&tovnym derivovanim podle ptislusnych proménnych. Derivaci
celkem miize byt n™ (pokud existuji). Je-li xx, # x;; pro nékteré indexy 4,5 € {1,...,m}, jde o smisené
derivace. Napft. agﬁ#g@ znamend, ze jsme funkci derivovali nejprve podle zo, pak podle x1, a pak opét podle
1
xXy.

5.3.8 Priklad — otazka zaménnosti smiSenych derivaci Urceme nésledujici smisené derivace 3. fadu
pro funkci z = 23 cos y. Dostdvame

0z 32 N 0%z 6 N 03z 6o si
— = 3z” cos — = 6z cos ——— = —6xsin
ox Y= e 4 Oyox? 4
0 02 o3
a—; = —23siny = axazy = —32%siny = 61:22y = —6xsiny,

coz jsou shodné vysledky a ptame se, kdy se sobé rovnaji derivace, které se lisi jen poradim derivovani.
Odpovéd ziskdme z déle uvedené Schwarzovy véty.

2
17) Oproti nami pouzité Legendreovy (¢ti: lezandrovy) symboliky se jesté setkdvame s obracenou symbolikou 6—‘1 (%) = a‘lafy.
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5.3.9 Definice Priihlédneme-li ke specialnim piipadtim v prikladu 4.3.4 na str. 67 a v definici 5.2.11
na str. 91, funkce f(X) majici spojité vSechny parcialni derivace do fadu k véetné, k € N = {0,1,2,...}
na oteviené mnoziné M C E,, se nazyva funkce tridy C* na M nebo funkce k-krdat spojité diferenco-
vatelnd na M nebo funkce hladkd k-tého ¥ddu na M. Piseme f € C*(M) (Mnozina C*(M) je linearni
prostor funkci).

Symbolem C*(M), kde M = M UOM, oznacujeme mnozinu vsech funkci z C*(M), jejichz parcidlni derivace
do tadu k véetné lze spojité prodlouzit na hranici OM mnoziny M (Viz 4.6.14 na str. 75). Rikdme pak,
7e funkce ma spojité parcialni derivace do fadu k véetné na M. P¥itom hodnotou parcidlni derivace da-
ného fadu v bodé B hranice OM rozumime limitu posloupnosti hodnot prislusné parcialni derivace daného
fadu v takovych bodech X;, € M, jejichz posloupnost {X;} konverguje k bodu B, tj. X;, — B. (Analogicky
definujeme mnoziny CK(M), kde M C M c M ) Pro k = 0 pfislusné mnoziny znaéime jednoduse jako
C(M),C(M). Symbolem C*°(M) oznacujeme mnozinu vSech funkci majicich spojité derivace vSech radi
na M (tj. jsou to funkce t¥idy C* na M pro kazdé ptirozené k).

5.3.10 Poznamka K tomu, aby existovaly parcialni derivace jistého fadu, je nutna existence parcialnich
derivaci vSech nizsich fadl. Ze spojitosti derivaci jistého Ffadu plyne spojitost parcialnich derivaci vsech
nizsich ¥ada, tj.

|c>= (M) € C* () C CF1 () € c(M) . (5.34)

5.3.11 Véta Schwarzovalg) (o zdménnosti smiSenych parcidlnich derivaci) Jestlize smiSené par-
cialni derivace f;,, f,., funkce f(z,y) existuji na okoli O(A) a jsou spojité v bodé A = (z,y), pak jsou si
rovny, tj.

wy(A) = [y (A) | %

5.3.12 Zobecnéna Schwarzova véta (o zaménnosti smiSenych parcialnich derivaci) Jestlize
funkce f(X) je tiidy C* na oteviené mnoziné M C E,, pak jeji parcialni derivace do k-tého fadu véetné,
které se lisi jen pofadim derivovani, se sobé rovnaji.'?) %

5.3.13 Dusledek Je-li f(z,y) € C*(M), pak na M plati f, = f/., fir, = fir, apod., aviak o zdmén-
nosti 4. a vyssich derivaci nelze tvrdit nic.
Predeslé dvé véty maji klicovy vyznam v mnoha nésledujicich ¢astech diferencialniho poctu.

5.3.14 Véta o vyssich derivacich slozené funkce Je-li funkce z = f(u,v) na oblasti M, aspon t¥idy
C*, a jsou-li také funkce

u=gi(z,y), v=ga(z,y)

na oblasti N,, aspon tiidy C*, pak i slozend funkce

z=h(z,y) = f(91(z,y), 92(z,y))

je na svém definiénim oboru D, (h) aspon tiidy C*. %
Drikaz: se provede matematickou indukci vzhledem k ¢islu k.

5.3.15 Pfiklad na transformaci diferencidlniho vyrazu Nechf z(z,y) je tiidy C? na oblasti G.
Do Laplaceovy?®) parcialni diferencidlni rovnice

Zny + 2y, =0 (5.35)

zavedme polarni soufadnice g, transformaénimi rovnicemi © = pcosp,y = psinp, kde p € (0,00),p €
[0, 27].
Reseni: Zde bude z = z(z(0, ¢),y(0, ¥))-

! _ 0z 0x 920y _ 1 , .
%0 = Bz do + oy 9o Zx COS(P+ZySIH(p

i 0z Oz 020y _ 1 ,
Zo = 9z 09 + dy 0p z(—osinp) + 2,0 COS .

18) Objevil i dokézal ji Francouz Clairaut, Alexis, Claude (1713-1765), Némec Schwarz, Karl Hermann Amandus (1843 -1921).
19)O dalsim zobecnéni véty viz poznamku pod carou k 5.6.4 na str. 117.
20)¢ti: laplasovy
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Z této soustavy dvou rovnic o nezndmych z;,z, mizeme nezndmé jednoznacné uréit, nebot determinant
nehomogenniho systému je roven g > 0, tj. je nenulovy. Pak mame

2, = 2, CO8p — z:OSi—r;‘ﬁ (forméIng) cos ¢ - 8% — Si_r;‘@ . %] P
zy = zpsinp + 2, £ (formaine) {sincp- 6% + ==L %] z
a pouzitim téchto derivaci dostaneme
=2 (o) = [cow- 2 _sing, %] o =
cos (cos<p gy Si;—fzfp - SmT“Ozgg - Si% (— sing - z, + cos - zp, — Lz — Si%zgg;) =
2 €05 p = 2, REL gl e e o R,

Podobné se odvodi

0 0 cosp O sin(2¢p) cos? o cos? ¢ sin(2¢p)
"o AN . s 2 " " / /
zyyf—ay(zy)f {smgp.a—QjL ) %] 2y = 25 80" 0 + 25, . + 24, 2 + 2, ’ — 2z, Ch
Sectenim z}, a 2/, ziskdme transformovanou Laplaceovu rovnici

1 1
Sop L2 —
Qo 92 pp 0 e

v polarnich soutadnicich, kterou lze téz pfepsat na tvar

10 0z 1 0%z
58—9 (Qa—g) + Ea—@? = 0. (5.36)

5.4 Derivace ve sméru. Gradient. Vypocet operatoru teorie pole

5.4.1 Motivace Nyninavazeme na tvahy v ¢lancich 4.2.5 az 4.2.10, kde jsme pomoci zobrazeni euklidov-
ského prostoru v E,, zavedli pojmy vektorovd funkce § = é(X) n redlnych proménnych (o m soufadnicich, tj.
7 € Vo), vektorové pole (M, f(X)) definované na M C E,, predpisem f : E, 3 X — 7 € V,,, kde V,, = V(E,,)
je zaméreni [E,,.

V prirodnich védach, zvlasté ve fyzice, se setkdvame s pojmy jako je pole teplot, napt. vzduchu, tlakové
pole atmosféry. Také Cernobily text na listé papiru muzeme chépat jako rovinné pole. V téchto p¥ipadech
jde o skalarni pole prostorové v E3 nebo rovinné v E,.

U skalarnich poli vyfesime otazku, jak rychle se méni hodnota sledované fyzikalni veli¢iny v daném sméru,
v jakém sméru roste nejrychleji apod.

Umluva Uvedeme-li v tomto ¢lanku, ale i dale v textu stru¢né: smér 5, minime tim vsude jednotkovy
vektor sméru §. V platné normé?Yje pro néj oznaceni €}, které by viak vzorce komplikovalo.

e Pii geometrickych tvahach vyzadujicich popis v souradnicich budeme vzdy predpokladat, ze je dana
libovolnd, avSak pevné zvolenéd kladnd neboli pravotociva kartézskda soustava souradnic.

5.4.2 Definice skalarniho i vektorového pole a pojmu z aplikaci Je-li v kazdém bodé X oblasti G
z E,, (nej¢astéji n = 3,2) definovéna (konecnd) redlnd funkce u = f(X), fikdme, ze na oblasti G je definovdno
skalarni pole f(X), podrobnéji (G, f). Je-li bodu X € G C E,, pfifazen misto ¢isla jediny vektor ¢ (tj. je

— —

déna vektorova funkce ¥ = f(X), X EN v'), fikdme, Ze na oblasti G je definovdno vektorové pole f(X),
podrobnéji (G, f) Pole, u néhoz piislusnd funkce nezavisi na case t, se nazyva staciondrni (tj. ustdlené)
pole (a na takova se omezime). Nezavisi-li ani na soufadnicich bodu X, jde o homogenni pole. Predstavuji-
li rovnice u(z,y,z) = ¢;, ¢; € R plochy, nazyvaji se hladiny nebo izoplochy ptislusného skaldrniho pole

u(z,y, z).

5.4.3 Poznamka k oznacovani vektoru a jejich derivovani ¢i integrovani

Vektorovym polem je napi. gravitacni pole Zemé, kdy gravitacni sila F méni smér i velikost v zavislosti
na tom, kde se bod X nachézi. Misto bodu X vsak k jeho popisu nékdy uzivame jeho radiusvektor (privodic)
7. Vime, Ze ve fyzice jsou sila F' i 7" tzv. vizané vektory. Pak se ve shodé s 4.2.6 mtizeme misto s funkei f(X),

— —

resp. f(X) setkat se zapisy f(7), resp. f(7) apod.

21 SN ISO 31-11, podrobnéji viz [5]
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. Vektorova pole znizoriujeme mnozinou sipek. Jsou-li i j k soutadnicové vektory ortonormalni baze
{z 7, k} v zaméfeni V(E3) prostoru Eg, lze vektorové pole F(z y,z) zapsat v polokartézském oznaceni
jako F(z,y, z) = P(z,y, )z + Q(z, vy, )j + R(z,y, )k, a rozlozit je tim ve t¥i skalarni pole P, @, R. Je-li
defini¢éni obor vektorového pole ¢asti roviny zy a souradnice (slozka) R = 0, jde o rovinné pole.

e Poznamenejme ve shodé s vétou 4.5.5, ze tak jak limitu, tak také parcidlni derivaci vektorové
funkce nebo wvektorového pole, struéné vektoru (resp. jeji neuréity nebo urcity integrdl), urcéime jako
vektor, jehoz soufadnice vypoéitame derivovanim (resp. integrovanim) po soufadnicich, tj. uvedené
operace aplikujeme postupné na viechny soufadnicové funkce tam, kde jsou tyto operace definovany. 22)

5.4.4 Definice smérové derivace Mséjme redlnou funkci f(X) definovanou na neprazdné oblasti G C
E,, bod A € G a nenulovy vektor ¥ € V,,, kde V,, = V(E,,) je zaméfeni euklidovského prostoru E,,. Necht
p: X =A+ht, h >0, je polopFimka v G s pocatkem A, pfi¢emz vzdalenost boda X, A € p je h||7||. Existuje-li
23)

f(A+ 1) - f(A)

limita

L(A) = i 5.37
fo(A) = lim, NG (5:87)
nazyva se derivace funkce f podle vektoru U (obecné ne jednotkového) v bodé A. Je-li ¥ = 3,
kde‘ g j. ||5]] = 1, pak se tato limita
of — 1 F(A+h5)—f(A)
Gh(A) = lim HALED-IA (5.38)

nazyva (smérovd) derivace funkce f ve sméru § (jednotkového vektoru) v bod€ A, a oznacuje se Z—J;(A)
(nebo 4L(A), popt. f4(A)).

5.4.5 Dusledek Je-li jesté navic §= e = (0,...,0,1,0,...,0), kde &, € V,, je k-ty soufadnicovy vek-
tor?® standardni bdze zaméFeni V,,, pak piisluind smérovd derivace %’;(A) v (5.38), smérovad derivace
v opaéném sméru —¢j oznacend jako %(A) a parcidlni derivace g—ggfk(A) funkce f podle k-té pro-
ménné v bodé A, vyhovuji rovnosti v nasledujicim

Nutnd a postacujict podminka, aby funkce f(X) méla v bodé A parcidlni derivaci aank(A)’ je, aby

L . . . Of . o . . . 9f . . o
mela v tomto bodé derivact E(A) ve SMETy €, 1 derivact W(A) v opacném smeéru —€ey, a aby

2LA) = —52L5 A | |= 2] (5.39)

5.4.6 Dalsi dusledky definice derivace funkce v daném sméru Méjme funkci z = f(z,y) spojitou
na oblasti G obsahujici bod A = (29, yo) a déle jednotkovy vektor sméru § € Vy urdeny nenulovym vektorem
U € Vy. Pak §17 ¢ jsou souhlasné rovnobézné vektory, a lze psat ¥ = (v1,v2) nebo 0 = v1i + vaj

1
§= U= L 2 = (cos o, cos B) = (81, 82), (5.40)
Vi + s \/U1 +v3

‘kde soufadnice s1, s sméru § jsou jeho smérové kosiny. ‘ 25) Pfitom

15112 = 5% + 52 = cos® a + cos> B = 1. (5.41)

a) Vyuzijeme-li predeslé geometrické symboliky, mtizeme defini¢ni vzorec (5.37) rozepsat v bodé A =
(20, yo) nasledovné

%(170790) _ hl_i,%l_,_ f(zo+hcos a-,yoJrhhcos B)—=f(xo,y0) 7 (5.42)

a takto se pro n = 2 Casto derivace ve sméru § jednotkového vektoru § = (cos «, cos ) definuje.

b) Plati-li —($0, yo) 6(6f;) ($07 y0)7 kde

%(170790): lim f(A+h§;)—f(A) — lim f([zmyo]+h‘(]1170))—f(®0,y0) — lim

+h,yo)— )
i f(zo y()]z f(0,y0) , (543)
+ h—0+ h—0+

22)tj. na priniku defini¢nich obort soutadnicovych funkci

23) Jde o limitu zdgens flp funkce f na polopfimku p, takze na p je f funkci pouze proménné h.

24)tj. ma k-tou soufadnici rovnu 1 a ostatni jsou nulové

25)tj. kosiny smérovyjch thli, co# jsou tihly a, 3, které svird dany vektor se soufadnicovymi vektory i = (1,0), j = (0,1), a
tedy i se sméry kartézskych souradnicovych os z,y
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f(xo—h,yo)—f(x0,y0)

—h )

f@o—hyo)=f(zo.y0) _ i

a podobné — =L~ (29, y9) = — lim h—0+

9(—1) h—04 h
s D i) ) )
pak existuje 2L (xo, yo) a plati &L (vo,90) = 2 (z0,30) [= — 5255 (w0, 30)].
c) 7 Casti a) je vidét, ze pii definici smérové derivace vlastné pouzivdme definici obyé&ejné derivace néasle-
dujici funkce jedné proménné h v bodé 0

f(xo + hs1,y0 + hs2) = f(zo + hcosa, yo + hcos ).

Je to slozend funkce p(h) = f(g)(h) s vnéjsi funkei f a vnitini (bodovou) funkei g o dvou soufadnicich g1, ga
danou predpisem

g(h’) = (91592) = (‘TO + h517y0 + h52) .

Za predpokladu diferencovatelnosti funkce f a uzitim dusledku 5.3.2 fetézového pravidla dostaneme
vzorec pro prakticky vypocet v aplikacich, ktery je zaloZzen na pojmu ,gradient funkce f v bodé A“

FE(A) = (0 = FE(A) S (0) + B (A) H52 (0) =
SL(A)s1 + GL(A)s = (%(A)v g—fj(A)) ~(s1,52) = (grad f|a) - 5. (5.44)

Pomoci skaldrniho sou¢inu jsme po posledni rovnosti dospéli k jisté vektorové funkei grad f(z, y) nazyvané
gradient funkce s hodnotou v bodé A, kterou lze definovat pro n = 3, tj. pro funkce t¥i proménnych z,y, z,
pricemz pak bude

§=(s1,52,53) = (cosa,cos f3,cos), cos®a+ cos® 3+ cos?y = 1. (5.45)
Pro n > 4 se gradient definuje podobné, jen se oproti pripadu n = 2,3 uZ nepracuje se smérovymi kosiny,

ale se soutadnicemi (s1,...,s,) =: § jednotkového vektoru sméru 5.

5.4.7 Definice gradientu skalarniho pole Bud u = f(z,y,z), popf. u = f(X) skalarni pole (G, f).
Ma-li funkce®®) f vSechny parcialni derivace (vlastni) v bodé A € G, pak

(LAY, F1(A). £1(A)) € V3. popE. (g—im),g—im),...,%m)) v,

se nazyva gradient skalarnitho pole f nebo gradient funkce f v bodé A, a oznacuje se

grad f(A), grad f|a, gradu(A), Vf(A), Vf|a, Vu(A).27

Existuje-li gradient funkce u = f(X) v bodech X oblasti G, pak se |vekt0rovém funkce| F(X) = grad f(X)
nazyva gradient pole f, a oznacuje se

grad f, Vf, gradu, Vu .

Symbol V je Hamiltonuwv?® operdtor, téz hamiltonidn®®) nebo operdtor gradient, ktery je definovan

jako | symbolicky vektor ‘ se ,souradnicemi* 6%, 6%, % v ortonormdlni bazi {Z, 7. k}
70 479 Lo _ (8 8 9
v'726$+]6y+k(’9z7 (Bw’ay’ z) ) (546)

n
grad=|V:= _‘ka%k (5.47)
k=1
pro funkci f(X) n argumenti, kde €3,...,¢, € V(E,) jsou souradnicové vektory standardni bdze

z vektorového zaméreni V,, = V(E,,) euklidovského prostoru E,,.

26) Casto se pozaduje diferencovatelnost f, zaru€ujici platnost nékterych vzorct, viz zavér prikladu 5.4.18, popf. aby byla
dokonce spojité diferencovatelnd, tj. f € C1(G), takze soufadnice gradientu f jsou pak spojité funkce.

27) Pouziva se i oznadeni f'(A),Df(A), pise se tu¢né grad, popi-. V.

28) Hamilton, William Rowan (1805-1865), skotsky matematik a astronom. Zakladatel vektorového a kvaternionového poctu.

29)Slovo nabla v jazyce Féniant znamenalo hudebni nastroj podobny harfé, kterou také symbol V piipomin.
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5.4.8 Disledek definice gradientu Casto zapis Vf ¢teme ,gradient f¢ misto ,nabla f¢. Formalné
mizeme pro u = f(x,y, z) psat vektorové rovnosti, kdy vektor V. ZPRAVA formélné ,nasobime“ skaldrem
f, tj. kazdou jeho soufadnici, takze touto operaci se skalarni pole f prevede na gradientni pole V f
vektorové, indukované polem f takto

grad f =|Vf = (%,%,%)f: (%g_;g) . (5.48)

Operatory (at uz diferencidlni ¢i integralni) jsou zobrazeni, ktera jistym funkcim (skaldrnim ¢i vektorovym)
pfifazuji pomoci uréitych operaci (derivovani, integrovani apod.) jisté funkce (skalarni ¢i vektorové).

Operator, napt. V, je tedy stejné jako napft. Na symbol, ktery pouze naznacuje, které operace je nutné
provést. Neni to tedy matematicky objekt.
Norma neboli velikost gradientu je

lgrad fl| = | IVl = \/f& + £ + fL]. (5.49)

Nasleduji dva pro aplikace velmi praktické vzorce pro vypocet smérové derivace pomoci gradientu.

5.4.9 Véta (o derivaci diferencovatelné funkce v libovolném sméru) Je-li funkee f(z,y,z) dife-
rencovatelnd v bodé A, pak v bodé A m4 derivaci v libovolném sméru § = (cos a, cos 3, cos~y) a plati

?TQA =35-Vfla= 35 grad f(A) = fi.(A)cosa + f,(A) cos f + fL(A)cos |. % (5.50)

Diikaz: pro n = 2, tj. pro f(x,y) jsme podali v 5.4.6 &asti c). &

5.4.10 Geometricky vyznam derivace funkce f(x,y) ve sméru ukdzeme pomoci obr. 5.3,

kdy bodem A = (xg,y0) vedeme pfimku p uréenou jednotkovym smérovym vektorem § = (s1,s2) =
(cos v, cos B) a zvolime na ni (piirtstkovy) bod X = (z,y) €
Dy, X # A. Ozna¢me p vzdalenost bodi A, X. Protoze ¢ =

A= o(A,X) > 0, lze bez jmy na obecnosti misto parametru h
k z definice 5.4.4 uvazovat téz vzdalenost p. Plati
T —xo=pCcoSq, Yy — Yo = 0sina = pcosp,
/T | takze prislusny priristek funkce f ve sméru s je
z P .
Jral - - Af(A) = f(X) = f(A) = f(zo+ocosa,yo+esina) - f(zo, o).
/ | /ﬁ S RS . . .. . T
Coo s LLw _)(:L/ Pak se lze v literatufe setkat s limitou (existuje-li)
-/ /
//fﬁf ~ 4 A 7 lim —Af(A),
/A/ O Xo $> Q_>O+ Q

Obr. 5.3

pomoci niz je smérova derivace funkce f ve sméru § v bodé A definovéna, t;j.

g_Ji(A): lim f(zo+ecos a,yo+ecos B)—f(xo,y0) ] (551)
s 0—0+ @Q

Rovnost |g—§(xo,yo)| = tan ¢ vyjadiuje to, Ze geometricky je absolutni hodnota smérové derivace
funkce f ve sméru § jednotkového vektoru v bodé A(xg,yo) ddna hodnotou funkce tangens tan ¢, kde
¢ je velikost ostrého vcetné nulového tihlu (0 < ¢ < %), pfesnéji, kde ¢ je odchylka poloteény t grafu
G(f) ztZeni funkce f (na polopfimku p)*?) v bodé dotyku T = (A, f(A)) od roviny Ozy.?V (Viz
jesté poznamku pod éarou32)). Vcetné znaménka smérové derivace a v analogii pfipominajici vyznam to-
talniho diferencidlu (Viz 5.2.17) funkce f(x,y) (Viz téz vztah (5.55) v 5.4.17) 1ze g—é(A) charakterizovat takto:

30) presn&ji, graf zdeni funkce na funkci jedné proménné p(0) = f(xo + 0cosa, yo + esina), 0 > 0

31) Neboli ¢ je odchylka polote¢ny ¢ od svého pravothlého prumétu do roviny Ozy, jimz je polopfimka p. Zminéna polotecna ¢
je v bodé T polotec¢nou ke kiivce, kterd je definovana fezem grafu G(f) polorovinou kX, jez je rovnobézna s osou z, jeji hrani¢ni
pfimka k kolmé k roviné Oxzy je urcena body A, T, pfi¢emz vnitinim bodem této poloroviny je libovolny bod X polopfimky
p: X =A+08, o> 0. Hodnota tan ¢ tak predstavuje velikost rychlosti rtistu (resp. kleséni) funkce f, pohybuje-li se p¥irtstkovy
bod X z bodu A ve sméru &, tedy velikost rychlosti zmén hodnot f(X).

32) NaSe (obecngjsi) definice derivace funkce f podle vektoru T, ||7]| # 0, resp. specidlné, definice smérové derivace
funkce f ve sméru §,||5]| = 1, je ve shodé s pojmem smér (Viz 1.2.2) (je to mnozZina vSech souhlasné orientovanych
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Derivace 2 55 ( ) funkce f v daném bodé A = (¢, yo) ve sméru jednotkového vektoru § predstavuje linedrni
¢ast skuteéného prirtstku A f(A)(resp. Ubytku, je-li zdporny) funkce f v bodé A méfenou na poloteéné ¢
s dotykovym bodem T = (A, f(A)) [popf. méfenou na teéné roviné s bodem dotyku T (to v pfipadé, ze f
je diferencovatelnd v bodé A)] pfi posunuti prirtstkového bodu X z bodu A o jednotkovou délku ve sméru
S, tj. specialné do prirtstkového bodu X* = A + s.

Na obr. 5.3 je to kladna hodnota (funkce roste) délky svislé tsecky zvyraznéné Sipkami s koncovymi body
Zy = (X*, f(A)), Za, kde Z5 lezi na polote¢né t a jeho primétem do roviny Oxy je bod X*.

5.4.11 Priklad a schéma se smérovou derivaci Je-li funkce f ti¥idy C' v néjakém bodé A, pak zde
ma i diferencidl (Viz schéma v 5.2.8 na str. 90), a lze tvrdit, Ze v A m4 derivaci v libovolném sméru §. Avsak
obracené tvrzeni neplati, protoze napt. funkce®® z = /22 +y2 ma v bodé O = (0,0) derivaci v kazdém
sméru, nebot

2 (cos2 2
02(0,0) lim v/ 02(cos? a + cos? 3) —m 2—1%0,
0s g—>0+ 0 0—0+ 0

tj. je v kazdém sméru rostouci funkci, ale nemé v O diferencidl, jelikoz obé parcialni derivace
ey
v O nejsou definovény (Ovéite si). Graf funkce f proto v O nemé teénou rovinu. Zminéné schéma tedy

vy

muzeme rozsirit takto

/

spojitost f(X) v A € E,

32LA) Vk=1,...,n
spojitost ( ) Vk=1,. = 3df(A) = B;k B .
30L(A) VFEV, (18] =1)

( spojita dlferencovatelnost ) ( diferencovatelnost )
existuje tetnd (nad)rovina v A € E,,

funkce f(X) v okoli bodu A € E,, funkce f(X) v A € E,

Schéma 5.2: Dalsi dusledky spojité diferencovatelnosti f(X) v bodé A € E,,

a je z néj ziejmé i to, Ze existence derivaci ve vSech smérech v bodé A neimplikuje v A spojitost funkce ani
existenci parcialnich derivaci funkce.

5.4.12 Priklad Urceme derivaci funkce v = a2 + % Sz 62, abe # 0, ktera je v Eg tiidy C°° (tj. nekonec-
nékrat spojité diferencovatelnd), v bodé (a,b,c) = A ve sméru radiusvektoru 7a bodu A.

Reseni: Radiusvektor 74 = OA = A— O = (a, b, ¢) obecné neni jednotkovym vektorem 5. Plati g—;ﬁ =5 -Vul,

- 7 1 . _ 9 9 0 _ _ _

5= Hti” j Va2+b2+c2? (a’b’c)’ gradu(A) VU|A - ( oz’ By’ az)“|A - (ul ul u/ )A - 2(%)%)%)A =
11 1y. _ 2 11 1y _

2(5, 3 ¢); 92(A) = W(a,b, o) (5,3,3) = W ”T 7 > 0, takZe funkce je rostouci ve sméru

7a; v opacném sméru je pak klesajici v bodé A. (P¥itom napf. smérovy kosinus: cos § = m)

5.4.13 Poznamka Z véty 5.4.9 také vyplyva, ze kdyz f je diferencovatelna funkce, pak

of _ of
(-5 — 05 (5.52)

(obecné rovnost platit nemusi), tedy rovnost vyjadiuje ,,antisymetrii opa¢nych smérovych derivaci diferen-
covatelné funkce, pficemz déle jeji derivaci f podle vektoru @, jenz neni nutné jednotkovy, nemusime pocitat
limitou z (5.37), ale pomoci gradientu (jak jsme uz provedli v pfedeslém piikladu), tj. postupem pouzitym
v 5.4.6 ¢ast c¢) a zaloZenym na derivovani slozené funkce lze odvodit, Ze

_ T _ 9f
f/fvafﬁ’v

kde § je jednotkovy vektor souhlasné rovnobézny s v, tj. § 11 .
Nésledujici priklad nazorné priblizi geometrickou predstavu o smérové derivaci funkce, kterd je vSude
spojita, avSsak v uvazovaném bodé neni diferencovatelna.

polopfimek), takze diisledné uvazujeme | jednostrannou limitu |7 kdy h — 04 nebo p — 0+, a tedy k uvazovanému bodu A

(na obr. 5.3) se ptiblizujeme jednostranné po polopfimce p urc¢ené timto bodem a danym vektorem @, resp. S, zatimco ve star§im

pojeti sméru (1épe feceno neorientovaného sméru) se uvazovala oboustranna limita, kdy h — 0, a k bodu A se pfiblizovalo

oboustranné po opac¢nych polopfimkach, jako u parcialnich derivaci. U diferencovatelnych funkci jsou vSak obé pojeti shodna.
33)jejimz grafem je ,horni polovina® rota¢ni kuzelové plochy
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5.4.14 Priklad na sedlovou stfechu z technické praxe Nadcrtnutéd ¢ast valcové plochy kolmé k sou-

fadnicové roviné Oyz, kterd je grafem funkce f(x,y) = 1 — |y, se v technické praxi nazyva sedlovd strecha
(Viz obr. 5.4).

V pocatku O = (0,0) uréete smérovou derivaci g—é ve sméru sj osy 1. kvad-

rantu a ve sméru $3 osy 3. kvadrantu (osa obou kvadrant ma rovniciy = z),
a také &L 9L 9f Of _Of Of

o7 7 o(— 1)’8:3’ a5’ a(— _])7 oy’
Reseni:

a) 1—y, proy>0,tjhpro0<a<m 0<3< g

[z, y) = ‘
b) 14y, proy<0,tiprod<a<m §<fB<
Pak :
af li 1—(04pcos 8)—140 _
a§|0 gi%gr - e cos 3,
b B)—1—
Obr. 5.4 Sedlova stiecha g—§|o ) fiy LHOtecosf)=1-0 _ B,
o—0+ e
2 3 3 2
51 = (cosﬁ,cos E) = £(1, 1), $3=(cos—-m,cos—7 | = \/_(1 1) = —s3,
4 4 2 4 4 2
soufadnicové vektory jsou i = (1,0), j= (0,1),
651 |o = —cosy = —@ < 0, tj. f klesd ve sméru 7 (v dostatecné malém okoli O(0)),
Shjo = contrm 2 <0,
E|° = —cosg =0, f =1 je konstantni v kladném sméru osy =,
| = —cos§ =0,

%|O = %b =0, lze ukazat, ze f je konstantni na hrebenu h stiechy,

%|o = —cos0 = —1, f klesa v kladném sméru osy y,

of
a(—39)

g—£|o neexistuje (Proc¢?), a tedy f neni v O diferencovatelna. V§imnéte si, ze napt. v A = (0, 1) je
of | a
f|A—)7COSO—71, = —,»|A:*1:_A7
0j 0(-7) oj 0(-7) 9y

ve shodé s (5.39). Gradient Vf(O) ani diferencial df(O) této vSude spojité funkce v pocatku
neexistuje (Pro¢?), takze jsme nemohli pouzit vzorec ai = §- V[, ale museli vyjit z (5.51).

o =cosm = —1

)

5.4.15 Véta o gradientu a smérové derivaci diferencovatelné funkce Necht f(x,y,z) je funkce

diferencovatelna v bodé A. Oznacuje li w thel® vektort gradientu V f ( a daného jednotkového vektoru 5=

)
(cos a, cos 3, cosy) [neboli w = (5, Vf ( )], pak smérova derivace 2L ( ) funkce je rovna pravothlému
53

prumétu gradientu V f(A) funkce v uvazovaném bodé A do sméru %) tj. plati vztah

UB — |Vf(A)|cosw,  (0<w< )|, (5.53)

kde ||V f(A)|| zna¢i normu (velikost) vektoru V f(A). %
Diukaz: je dusledkem ptedeslé véty o derivaci diferencovatelné funkce v libovolném sméru s, podle které je

of (A
J;(g) =5 VF(A) = 5] - [|(£2(A), £ (A), FL(A)) | cosw,
nebot ||5]| = cos? a + cos? B + cos® v = 1. .

5.4.16 Ptiklad Méjme skalarni pole f(x,y,2) = 22 + y? + 22. Gradient funkce f je tzv. gradientni
(vektorové) pole T(x,y,z) = Vf(x,y,z) = 2(xi + yj + zk) = 27 (kde 7 je radiusvektor) a je znzornéno
na obr. 5.5. Po¢atku O je pfifazen nulovy vektor g, ostatni vektory gradientniho vektorového pole ¥(X) lezi

34)j jeho velikost, zde ji rozumime velikost konvexniho thlu 0 <w <7
35)Viz 1.5.1 na str. 22
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Obr. 5.5 Smér gradientu Obr. 5.6 Gradient a smérova derivace

na polopfimkach vychazejicich z O, takze jsou kolmé na kulové plochy (stéry) se stifedem v O. Na dané sfére
o poloméru r maji vSechny vektory stejnou délku, ktera je 2r. Sféra .

S={X=(2,y,2) €Bs|f(X) =a® +y* +2°=¢, ce R}, (5.54)

kde ¢ = r? > 0, je konstantni hladina nebo izoplocha funkce f (té% c-hladina funkce f nebo ekviskaldrni
plocha) definovana v 4.1.6 na str. 59.

5.4.17 Véta o diferencialu funkce a smérovych derivacich Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé
A euklidovského prostoru E,,, pak ma v tomto bodé vSechny smérové derivace a plati rovnost diferencialu a
smeérové derivace

df(A,5) = ZL(A)| pro kazdy vektor &€ V,,, (5.55)

kde § je jednotkovy vektor ze zaméfeni V,, prostoru E,, a df(A,s) jsou hodnoty diferencidlu v bodé A pro
prirtstkovy vektor S. %

5.4.18 Priklad ke zjisténi diferencovatelnosti funkce Pomoci smérovych derivaci rozhodnéme, zda
funkce f(X) = /a* + y* + z* je diferencovatelna v po¢étku O = (0,0, 0).
Resen{: Pro smér uréeny vektorem 5= (s1, s2, s3) = (dz, dy, dz), kde ||5]| = 1, plati podle definice 5.4.4

aof f(O+ hs)— f(O) \‘I/(h81)4 + (h82)4 + (h83)4

—| := lim = lim
05| h—0+ h h—0+ h

= V/(dz)* + (dy)* + (d2)*.

V tomto piikladé smérové derivace v bodé O existuji v libovolném sméru s, avSak nezavisi
linearn&*®)na soufadnicich s, 2, s3 vektoru § neboli na diferencialech dz,dy, dz nezavisle pro-
ménnych, tedy neexistuje diferenciil df(O) [pokud totiz existuje, tak jeho definice ¥ika, ze diferencial
zavisi linedrné na soufadnicich vektoru § nebo (rovnéz prostfednictvim onéch diferencill) na argumentech
x,y, 2], takZe f neni v O podle piedeslé véty diferencovatelna.?”)

7 prikladu téz plyne, Zze k tomu, aby platily nékteré vzorce, napt. z predeslych dvou vét, je tfeba
uvazovat pojem gradient funkce (skaldrniho pole) f aZ u funkci, jeZ jsou aspon diferencovatelné.

5.4.19 Geometricky a fyzikalni vyznam gradientu Podle schématu z 5.4.11 postacujici podmin-
kou existence gradientu V[ funkce f je jeji diferencovatelnost. Pokud f je dokonce funkce tridy
C! (a to podle véty 4.5.2 o spojitych soufadnicich na str. 71 nastane pravé tehdy, jsou-li soufadnice gradientu
Spojité), coz v tomto odstavci budeme predpokladat, lze rozvijet ¢etné geometrické i fyzikalni avahy:

a) Podobné jako v piikladu 5.4.16 o sféte, predstavuje-li .7 obecné néjakou konstantni c-hladinu funkce f, tj.
ekviskalarni plochu®®) o rovnici f(x,y, ) = ¢, pfi¢emz v kazdém jejim bodé A existuje nenulovy gradient,
tj. Vf|a # 0, lze ukazat, 7e teéna rovina 7 ekviskalarni plochy®?) .#je v bodé A kolmé ke gradientu
V f|a neboli gradient je normélovym vektorem 7 plochy .7, jak naznacuje obr. 5.6, tj. je to vektor
kolmy k c-hladiné prochazejici timto bodem.

36) Podrobnéji, nejsou linedrnimi formami soufadnic piiriistkového vektoru (obecné ne jednotkového), ktery jsme oznacovali h.
Totalni diferencial lze pfimo definovat jako linedrni formu na vektorovém prostoru V,,. Z algebry je znadmo, ze jde o zobrazeni
d : V, — R, tj. Vy do télesa redlnych &isel R, (které je aditivni a homogenni). V naSem piikladu je smérova derivace
zobrazenim 5 {/ s‘l1 + s% + s% homogennim (a lze také ukazat, ze v pt¥ipadé derivace ve sméru § je tomu tak vzdy), ale neni
zobrazenim aditivnim, takZe neni ani linearni formou na Vs.

37)7e f mneni diferencovatelna plyne v tomto prikladu téz z toho, 7e v O neexistuje 7adna z parcidlnich derivaci, takze v O
nema funkce f ani gradient.

38)Pojem plocha bude definovan pozdéji, zatim ji chdpejme intuitivné, popf. ve smyslu 4.6.6.

39)v piipadé tzv. potencialniho pole, viz East j), se & nazyvé ekvipotencidlni plocha
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b)

d)

Podrobnéji|, bud G C E, oblast, bod T = (29,...,2%) € G, U(X) k-krat spojité diferencovatelna
funkce na G, tj. U € C*¥(@G), s nenulovym gradientem v T, tj. VU(T) # 6. Pak v okoli takovych bod@ T
urcuje mnozina

S ={XeG|UX)=c=U(T), ce R}, (5.56)

téz predepsand rovnici (v anulovaném tvaru)

U(z1,...,xp) —c=0, (5.57)

(reguldrni) plochu tridy C* v E,, (presnéji nadplochu, kdyz n > 4), resp. specialné (reguldrni) krivku
nebo (rovinnou) izokrivku ¢ tridy C* funkce U(z,y) (kdyz n = 2). Tecnd (nad)rovina plochy . (. se
nazyva téz c-hladinanebo izoplocha funkce U(X) nebo ekviskaldrni plocha nebo droviiovd plocha funkce
U(X)* je v bodé T dana (nulovym skaldrnim soucinem kolmych vektort) rovnici

|VU(T)- (X=T)=0]|. (5.58)

e Uvazujeme-li piipad kdy ¢ = 0, piSeme misto U obvykle F, tj. uvazujeme rovnici F(X) = 0 a . se
pak nazyva reguldrni plocha ¢ nadplocha t¥idy C* v E,, definovand implicitné (implicitni rovnici
F(X)=0).

Tedy gradient VU(T) spojité diferencovatelného pole U(X) je normadlovy vektor i tecné roviny
hladiny pole U(X) v bod& T, jinymi slovy, je (smérovym) vektorem it normdly n pole U(X) procha-
zejiciho bodem T, takze s prislusnym jednotkovgm normdélovym vektorem 7i° (kde pro zjednoduseni
misto 71(T), popt. fit piSeme jen 7) jsou dény vztahy

g, _ (29U 29U oU —o _ _VU
n=VU = (%,a—y,g) 5 n°e = T~UT |- (559)

Pokud je asponi U € C*(G), méa gradient, a tedy také i spojité souradnice, fikdme pak, ze .7 je hladkd
plocha nebo plocha (zde hladina) se spojité se ménicim normadlovym vektorem i ¢i normdlou.

Je-li vychozi oblast rovinna, tj. G C E,, je %—g = 0 a misto plochy, jak jsme pfedeslali, jde o geometricky
objekt, rovinnou (reguldrni) krivku # = {X € G C Ey|U(X) = ¢ = U(T)} tridy C* a misto tecné
roviny jde o teénu ke JZ. Tedy v pfipadé funkce U(x,y) je £ vlastné vrstevnice, téz izokrivka funkce
z=U(z,y) o kété c, téz vrstevnice pole U(x,y) v bodé T, gradient VU (T) urcuje smér dvojslozkového
normélového vektoru 7(T) kiivky ¢ v kazdém jejim bodé T a .# m4 rovnici

U(z,y) —c=0. (5.60)
—_———
F(z,y)

Piiklad 1 Najdéme jednotkovy normalovy vektor kiivky 322 + 4y? = 7 (elipsy) v bodé T = (1, 1).
Resent: Kiivka 7 je vrstevnice pole U(x,y) = 322 +4y? o kété ¢ = 7 (Mimochodem, mé rovnici F(x,y) =
0, kde F(z,y) = 32? + 4y?> — 7= 0). Gradient pole U v T je

. . 1
VU|r = 627 +8yjla,1) = 67 + 8] = it = (3,4) = 71} = £(3,4).

P¥iklad 2 Najdéme normalovy vektor plochy z = y? — 2% (hyperbolicky paraboloid — obr. 4.3, str. 60)
v bodé T = (2,4,12).
Resent: Plocha .7 je c-hladinou skalarntho pole U (X) = 22 — 4% + 2, kde ¢ = 0 (tj. nulovou nebo zdkladni
hladinou pole) neboli (regularni) plochou o rovnici 2% — 3 + 2z = 0.

———

U(z,y,z)
VU(T) = (2z,—2y, 1)t = (4,-8,1) = 7i(T) = (4,-8,1).

V pripadech, kdy nase geometricka predstava selhava, pomohou nam c¢asto situace z fyziky.
Tézko si predstavit graf prostorového skaldrniho pole u = f(x,y, 2), jimZ je ,trojrozmérnd (nad)plocha
ve Ctyfrozmérném prostoru“. Predstavme si vSak teplotni pole v = f(z,y,2). U néj napf. smérova
derivace g—;ﬁ je zménou teploty u na jednotku délky ve sméru s.

Podle véty 5.4.15 o gradientu je derivace 6{9(;) funkce f ve sméru § maximalni, resp. minimalni a toto
¢islo je rovno cislu ||V f(A)|l, resp. —||Vf(A)|| pravé tehdy, kdyz cosw = 1, resp. cosw = —1, tj. pravé
kdyz thel sméru § a gradientu V f(A) m4 velikost w = 0, resp. w = 7, tj. pravé kdyz jednotkovy vektor §
je souhlasné, resp. nesouhlasné rovnobézny s V f(A), jak znazortiuje obr. 5.6.

40) Anglicky: level surface.
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f)

g)

h)

J)

Gradient funkce f(X), tj. vektor Vf(A) (resp. vektor —V f(A)), uréuje smér nejrychlejsiho
rustu (resp. klesani) funkce f(X) v daném bodé A a jeho dostate¢né malém okoli O(A) a
pomoci jeho normy =+||Vf(A)| &iselné vyjadiujeme rychlost tohoto ristu (resp. klesani).*!)

Specialné, pro n = 2 a funkci z = z(z,v), jejiz graf G(z) modeluje terén, pak gradient??) Vz se nazjvé
spad Vz funkce z(x,y) a predstavuje na mapé terénu (obecné ne jednotkovy) vektor, jehoz smér urcuje
maximélni spad plochy v uvazovaném bodé. Pohybujeme-li se ve sméru gradientu (tj. spadu), budeme
maximalné stoupat. Vydame-li se ve sméru opacném, budeme maximalné klesat a velikost vertikalni
rychlosti bude zaporné. Pujdeme-li ve sméru kolmém na gradient (tj. po kiivce o rovnicich z = z(z, y),
z = ¢, jejimz pramétem do roviny zy je vrstevnice z(x,y) = ¢ o kdté ¢, bude nage vertikdlni rychlost
nulovd, nebot mame konstantni nadmotskou vysku c¢. Norma (délka) gradientu diferencovatelné
funkce z(x,y), tedy ||Vz||, v daném bodé udava strmost (prikrost, velikost spadu) svahu, nebot
tuto strmost lze téz (podle obr. 5.6) vyjadiit v prislusném sméru §,,.x jako tangens jistého tihlu
(odchylky) ¢max. Plati totiz

% cos0 = || V2.

tan pmax =

Vz
=|IVz| - |I5 cosw = ||Vz|| - ||-=—
1920 sl conio = 1921 | 5

Z definice gradientu by se mohlo zdat, Ze zavisi na zvoleném systému soufadnic. Smér maximalni zmény
skalarniho pole samoziejmé z geometrického hlediska nemiize zaviset na tom, jaky souradnicovy systém
jej popisuje.

Gradient pole je invariant vzhledem ke zméné systému souradnic a je to lokdlni pojem
vztahujici se k bodu a jeho dostateéné malému okoli.

Bod A € E,,, v némz je gradient (diferencovatelné) funkce f(X) nulovy, tj.
Vi(A) =0,
se nazyva staciondrni bod funkce f.*3)

Je-li h nenulovy prirustkovy vektor z vektorového prostoru V,, s € V,, jednotkovy vektor definujici tyz

smeér § = H_%II’ plati pro totalni diferencial, resp. smérovou derivaci v bodé A vztahy*%

df(AR)=Vf(A)-h|, |%L=df(A3)|. (5.61)

Dva priklady fyzikalnich poli  Skaldérnim polem je potencidlni elektrostatické pole U(X), resp.
potencidlni pole ¢(X) rychlosti ¢ ¢i rychlostniho pole ¥ (prostorové) proudici tekutiny (tj. kapaliny,
napf. taveniny polymeru, popf. plynu). Potencial U(X), resp. ¢(X) se nazyva elektrostaticky, resp. rych-
lostni potencidl. P¥itom ¢ je vektor rychlosti ¢astice tekutiny protékajici bodem X. Hladiny obou poli
U(z,y,2) = ¢, o(x,y,2) = ¢, ¢ € R, se nazyvaji ekvipotencidlni plochy. Gradientem pole je v kazdém
bodé definovana vektorova funkce (vektorové pole) predstavujici intenzitu (tj. silu) E, resp. zminénou
rychlost ¢/

E =+VU(X), resp. 7=+Vp(X), (5.62)

kde volba kladného gradientu [podle ¢&sti f) tohoto odstavce] znaci spdd skalarniho pole U(X), resp. ¢(X),
tj. smér maximalné rostouciho potencialu. Vsechny vektory obou gradientnich poli VU,V indukovanijch
prislusnym skalarnim polem tvoii vektorové pole. Kiivky, které se v kazdém svém bodé dotykaji tohoto
pole, tj. v kazdém bodé takové kiivky je gradient jejim teénym vektorem, se nazyvaji silokrivky, resp.
proudnice.*®) Muze nastat obracens situace:

Je-li v oblasti G C E5 dén vektor (vektorové pole)
F(X) = P(x,y,2)i + Q(z,y, 2)] + R(x,y, 2)k (563)

a muzeme najit takovou skaldrni funkci U(x,y, z), Ze v kazdém uvazovaném bodé lze F vyjadrit pomoct
gradientu funkce U, tj.

—

Flr,y,2) = +VU(z,y,2) |, (5.64)

41) Obrécens, chceme-li dostat linearni ¢ast rychlosti prirtistku funkce f(X) v libovolném sméru § neboli % v daném bodé A,
sta¢i uréit pravouhly (kolmy) pramét [Viz definici 1.5.1 na str. 22] vektoru V f(A) do tohoto sméru.

42) Upozornéme, e fada autorti spdd pole (funkce) definuje opaéngm (zdporngm) gradientem.

43)setkame se s nim pii vySetfovani extrémi funkci

44)Vztah pro smérovou derivaci uz zname z véty 5.4.17.
45)Pfip0mef1me, ze v kinematice zavadéné proudnice jsou vektorové kiivky vektoru rychlosti ¥ rychlostniho pole a pti nesta-
ctondrnim poli (proudéni) ¥(X,t), kde t je ¢as, jsou obecné proudnice riuzné od trajektorii ¢astic.
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pak se toto vektorové pole nazyva potencidlni pole nebo konzervativni pole. Skalarni funkce U(X) se
nazyvéa potencidal vektorového pole F'(X) v G.

Ne kazdé pole sily (jeho intenzity) E a ne kazdé pole rychlosti ¥ je indukovano potencidlem. Plati o tom
véta, kterou uvedeme za prikladem 5.4.21, v némz je hlavni myslenka casti jejiho dikazu. S vétou se
setkdme pri urcovani nezavislosti kiivkového integralu ve vektorovém poli na integracni kfivce.

5.4.20 Priklad k jednoznacnosti ur€eni potencidlu vektorového pole Urceme, kolik potenciali

U(X) méa konzervativni vektorové pole (F'(X), G).
Reseni: Podle (5.62) volme napi. F' = +VU. Je-li V jiny potencial pole F', pak plati

AU -V) oU-V) a(U-V)
or 7 9y 7 0z >

0VUVV<

(pro kazdy bod X € G, U,V € CY(@G)), odkud plyne, ze U — V = const. (Pro¢?), coz znamena, 7e existuje-li
potencial U vektorového pole, je uréen jednoznaé¢né az na aditivni konstantu.

5.4.21 Priiklad k nutné podmince konzervativnosti vektorového pole VySetfeme nutnou pod-
minku k tomu, aby vektorové pole bylo na oblasti konzervativni.
Reseni: Je-li na oblasti G vektorové pole f(X) = (P(X), Q(X), R(X)) z (5.63) konzervativni neboli je gradi-
entnim polem indukovanym skalarni funkei U(X), pak

- ou ou ou

f=VU <— P=—,Q=—, R=— pro kazdy bod X € G.

Oz dy 0z

Je-li na oblasti G funkce U dokonce tifdy C? (tj. je tam spojita se véemi parcidlnimi derivacemi do 2. fadu
véetné), lze vyuzit zobecnénou Schwarzovu vétu o zdménnosti smiSenych parcidlnich derivaci (str. 96), podle
niz

"o
UL =0,

yx>

U{/Z — U// U// — U//

2y zx xz)

coz dava hledanou nutnou (ne vSak postacujici) podminku konzervativnosti spojité diferencovatel-
ného pole

Pl=Q., Q.=R,, R, =P, VYXeGl| (5.65)

—

Pro rovinné pole f(X) = P(X)i + Q(X)] je nutnou podminkou konzervativnosti spojité diferencovatelného
pole jen

Pl =Q,, YXeGl| (5.66)

T

Dokéazali jsme tedy implikaci:

Vektorové pole tiidy C! je na oblasti G konzervativni = na G plati nutnd podminka konzervativnosti pole
(5.65).

K tomu, abychom ziskali i podminku postac¢ujici, musi navic byt oblast G tzv. ,jednoduse souvisla oblast.*
Presnéji:

5.4.22 Véta o existenci potencidlu vektorového pole Necht vektorové pole f: G — Vs, f(X) =
P(X)i + Q(X)] + R(X)k je tiidy C! na jednoduse souvislé oblasti G C Es, tj. f € C*(G). Potom toto
vektorové pole je konzervativni neboli potencidlni, pravé kdyz pro kazdy bod X = (z,y,z) € G plati
nutnd podminka konzervativnosti pole dand tiemi (skaldrnimi) vztahy (5.65)

nebo kdyz plati s ni ekvivalentni nutna podminka konzervativnosti pole dana jedinym vektorovym
vztahem

rot f(X) = |, ¥Xea, (5.68)

kde rot f je operdtor rotace pole f.46) %

46) p¥idems rot f = (R, — QL)+ (P, —RL)j+(Q, — Pz;)/g, (Viz definici 5.4.38), odkud nulovost rotace ihned ziskame



5.4 Derivace ve sméru. Gradient. Vypocet operatori teorie pole 107

5.4.23 Poznamka 7 véty a pifkladu 5.4.21 je ziejmé, Ze chceme-li ziskat postacugjici podminku*”

ke konzervativnosti neboli KRI TERIUM konzervativnosti rovinného & prostorového spojité dife-
rencovatelného pole (G, f), musime k nutné podmince ve skaldrnim tvaru (5.65) nebo ve vektorovém tvaru
(5.68) pridat pozadavek, aby oblast G byla také jednoduse souvisld. Tento pojem nazorné zavadi (nikoli

definuje) néasledujici odstavec. Postac¢ujici podminka se dokazuje aZ v integralnim poctu.

5.4.24 Pojem jednoduse souvislé oblasti Rekneme: oblast*®)G méa topologickou vlastnost, 7e je to

v Es, resp. v B3 jednoduse souvisld oblast,*®) pravé kdyz v oblasti G z Eo, resp. z Es lze kazdou jedno-
duchou (neboli neprotinajici se) a uzavienou kiivku £ (neboli jeji pocatecni bod je totoZny s koncovym
bodem) lezici v G ,spojité stdhnout* (tj. fyzikdlni terminologii feceno: ,elasticky deformovat®) do bodu
v G, a pfitom s ni pohybovat, aniz by se dostala mimo G (Bez Gjmy na obecnosti lze v§ude jako kiivku ]
uvazovat uzavieny polygon, viz 3.4.13 na str. 54). Pojem jednodusSe souvislé oblasti v Ey a v Es pozdé&ji
zavedeme s vyuzitim Jordanovy véty v Eq a Es.

5.4.25 Priklady oblasti, které jednoduse souvislé jsou nebo nejsou

e V E, miiZe byt jednoduse souvisld oblast G definovana té7 jako ta, u niz ,,vnitrek“®?) kazdé jednoduché
(tj. neprotinajici se) uzavrené krivky J¢v G, oznacovany jako int ] je ohrani¢end podoblast v G. Tedy
jednoduse souvisla oblast v [Eo nemtize mit ,diry* jako ementalsky syr. Nebo lze vyuzit, ale specidlné jen
pro Eo, dalsi koncepci, kdy se oblast G C Es definuje jako jednoduse souvisla v Es, je-li jeji doplnéek v Eo
(tj. mnozina Ey \ G) mnozina souvisld (Viz 3.4.1). Tato koncepce zalozend na mnozinovém doplitku a v Eqg
velmi praktickd by vSak zcela selhala v E3 (napf. vnitiek anuloidu by podle ni ,byl* mnozinou jednoduse
souvislou).

e Jednoduse souvislymi oblastmi v Ey jsou: celd rovina Eg; polorovina bez polopiimky; vnitfek, tj. G°
mnoziny G, kterou mize byt obdélnik; déle to muze byt geometricky vnitfek elipsy a obecné vnitrek int 2
kazdé uzaviené rovinné kiivky ¢ (chdpané zatim intuitivné); ale nejsou jimi: (oteviené) mezikruzi (jeho
doplnikem v Es je nesouvisld mnozina skladajici se z disjunktnich ¢asti, kterymi je uzavieny mensi kruh a
uzavieny vnéjsek vétsiho kruhu); kruh s vyjmutym bodem, napf. stfedem, nebo rovina Eg s vyjmutym bodem
nebo obecnéji Ey bez ohranicené a uzaviené (tj. kompaktni) mnoziny [v obou ptikladech existuje uzaviena
kiivka — napt. kruznice nebo uzaviend lomena ¢ara (uzavieny polygon) — napf. obdélnik, které, obsahuji-li
ve svém vnitiku onen vyjmuty bod ¢i onu kompaktni mnozinu, nelze stdhnout (kontrahovat) do bodu leziciho
v zadané oblasti|.

e Naproti tomu v E3 jednoduse souvislymi oblastmi jsou: cely prostor E3 nebo E3 s vyjmutym bodem
(protoze pokud by pfi smrstovani zavazela dira po vyjmutém bodu, 1ze uzavienou kiivku posunout stranou a
zase pokracovat ve smr$fovani az do bodu); déle vnitfek, tj. G° mnoziny G, kterou muze byt kvadr ¢i koule,
a obecné vnitiek libovolné uzaviené plochy (chapané zatim intuitivné); déle ji je dutd koule, tj. prostor
mezi dvéma soustfednymi sférami. Nejsou ji vsak prostor E3 s vyjmutou pfimkou nebo vyjmutou valcovou
plochou ¢i vnitiek anuloidu (jeho modelem je nafukovaci kolo) nebo i vnéjsek anuloidu; neni ji také oblast
tvofena dvéma do sebe zaklesnutymi nedotykajicimi se anuloidy (otevienymi, tj. bez svych povrchit). Neni
to totiz ani mnozina souvisla.

5.4.26 Poznamka V postacujici podmince ke konzervativnosti vektorového pole lze jesté oslabit po-
zadavek na jednoduchou souvislost oblasti. Jinymi slovy, existuji konzervativni (potencialni) pole i
v oblastech, které nejsou jednoduse souvislé. Tim se vSak nebudeme zabyvat.

5.4.27 Priklad Kterym smérem pii bezvétii odleti za nejvyraznéjsi vani kvéta z bodu O = (0,0,0)
véela, jestlize v kazdém bodé X = (z,v, 2z) jejiho letu je koncentrace u(X) aromatickych latek kvétd dana

vztahem5)

w(X) = Ay (22 + y?)e 2@ ) \geha27 (5.69)

47) podminka postacujici = KRITERIUM

48)tj. oteviend a souvisla mnozina

49) Pesna formulace, vyzadujici neméalo matematickych prostfedki z topologie, je: Oblast G v Es je jednoduse souvisld, je-li
homeomorfnim obrazem (jednotkové) koule. Tj. zhruba feceno: je-li ji mozno ziskat z koule ,elastickou deformaci“. Pojmy
homeomorfni zobrazeni i topologicka vlastnost jsme sice definovali v 4.4.14 na str. 71, nyni se vSak pro struc¢nost pfi objasnéni
pojmu jednoduchd souvislost opfeme o geometrickou intuici. Pouzité terminy kfivka a plocha zavedeme az v integralnim poctu,
kde se s jednoduse souvislymi oblastmi pracuje.

50) Pojmy ,,vnitrek® int J¢, popt. ,unéjsek ext ¢ uzaviené kivky J#v Eg, resp. ,vnitrek® int .7, popf. ,,unéjsek” ext .# uzaviené
plochy . v E3 jsou geometricky ndzorné pojmy, avsak uptesni je az Jordanova (&ti: Zordanova) véta v Eg, resp. v Es.

51) Obecné by $lo o nestaciondrni skaldrni pole u(X, t), tedy zavislé rovnéz na case t.
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Pfitom méfici jednotka veli¢iny u je kg-m™2 a ); jsou kladné konstanty, kde pro prehlednost vysledku, necht
je jejich velikost rovna jedné.
Regeni: Véela odleti ve sméru gradientu Vu koncentrace u. Plati

% o = )\1 [21' + (IE2 —+ y2)(—>\2)2$} efAz(x2+y2)‘o — O7 Podobné g_Z(O) —-0.
% = )\32)\4@2)\4Z|O = 2)\3)\4 =2.1-1=2. Tedy VU(O) _ OZ+ O;+ 2];:' _ 2];;
(6]

Véela odleti piimo vzhiiru.’?) V tomto sméru koncentrace viiné roste 2 jednotky (koncentrace) na metr.>*)

5.4.28 Definice divergence vektorového pole Bud f(X) = P(X)i + Q(X)j + R(X)k vektorové pole,
které je ttidy C! na oblasti G C E3 (tj. jeho slozky jsou tiidy C! na G). | Skaldrni pole | definované pomoci

skalarniho sou¢inu vzorcem

divf=V-F= (&2, %) (PR =2%+52+92 (5.70)

se nazyva divergence pole (f,G) ¢ divergence vektorové funkce f. Struéné mluvime o operdtoru
divergence.

5.4.29 Upozornéni na skalarni diferencialni operator Neplati komutativni zdkon v pfedchozim
vzorci, tj.

— —

vV -f£F-v| (5.71)

—

Vyraz napravo f -V se nazyva skaldarni diferencidlni operdtor a pro f(X) = (f1(X), f2(X), f3(X)) ma
tvar

> 0 0 0
f'fongrfza—vafsa, (5.72)

kdy ,soutradnice* vektoru V ZLEVA formélné ,ndsobime* skaldrnimi funkcemi, coz zde neznamena parci-
alni derivovani, jak je tomu u divergence.

5.4.30 Fyzikalni interpretace operatoru divergence Uvazujme stacionarni proudéni tekutiny po-
psané vektorem rychlosti ¥(x, y, z). Ndsledujici bilancni vztahy se odvozuji uZitim integrdlniho poctu v hydro-
dynamice, v niz byl pojem divergence pomoct plosného integrdlu zaveden. Kladna (resp. zdpornd) divergence
pole ¥ v ur¢itém bodé A znamena (objemové) mnozstvi tekutiny, které vytede (resp. vtede, pti zdporné di-
vergenci) z jednotkového objemu (obklopujiciho bod A) za jednotku ¢asu a takovy bod A, kde div@(A) > 0
(resp. div ¥(A) < 0), se nazyva zridlo nebo zdroj (resp. propad nebo zdporng zdroj) a predstavuje bod,
odkud tekutina vytéka (resp. kde se pohlcuje). Jinymi slovy, ve zfidlech vektorové kiivky (Viz 5.4.19 j))
zacinaji a v propadech kondi (tj. maji tam sviij koncovy bod oznacovany Sipkou).

‘ Kladn4 divergence vektoru ¥ v bodé A predstavuje vydatnost ziidla A vzhledem k jednotkovému objemu. ‘

Vektorové pole, jehoz divd = 0, se nazyva nezridlové (mize napf. jit o nestladitelnou kapalinu bez
ziidel), nemé ani zdroje ani propady, a tedy ani body, kde vektorové kiivky zacinaji ¢i konci. Vektorové
k¥ivky jsou bud uzaviené nebo zacinaji, popt. konéi na hranici definiéniho oboru takového pole. Kazdou
plochou vtéka stejné mmnozstvi kapaliny jako z ni vytéka, takze se kapalina nikde nehromadi, a tedy ani
nestlacuje. Proto se pole s nulovou divergenci rovnéz nazyva nestlacitelné pole.

7 rovnice kontinuity dokonalé tekutiny

92 4 odivi=0|, kde

=S

=% 7.9, (5.73)

ylokalné* vyjadiujici zdkon zachovdni hmotnosti v kontinuu reprezentovaném dokonalou tekutinou o hus-
toté o a rychlosti ¢ jejiho proudéni v daném misté ziskdme pro nestlacitelnou kapalinu, kdy ¢ = const.,
rovnict nestlacitelnosti, téz rovnici kontinuity nestlacitelné kapaliny

[diva=0]. (5.74)

52)D4le se vak jeji smér obecné muize ménit.

53)tj. v méfici jednotce kg - m—2.
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5.4.31 Priiklad Najdéme divergenci vektorového pole

- Q T 7
E=—" — —k— 5.75
4meg 3 r3 ( )
. . = . ’ 7’ ’ . — H . 7 .
reprezentovaného intenzitou E elektrostatického pole bodového néboje @, ¥ = OX = (x,y, 2) je radiusvektor

bodu X = (z,y, z), k je konstanta.
Resent: div E(F) = kdiv(57) = kdiv m(x,y,z).

aE d 3_3 k < OBy OBs . 1o [ 6E aE
Protoze L= ki (I2+y2+22)3/2 =k TG”” L = % (r? — 32?), a podobné Gy Bty JedivE = L4+ G2+

Tedy v elektrostatickém poli bodového naboje umisténého v pocatku O soustavy souradnic nejsou v bodech

e

r # 0 zfidla ani propady. V bodé ||7]] = r = 0, tj. v O, kde je umistén nidboj, neni pole E urceno. Jde
o neziidlové pole. M4 tam singularitu. Vektorové kiivky tohoto pole se nazyvaji silokiivky.>*

5.4.32 Poznamka Specidlné pro rovinné pole fje R =0, takze div f: ‘g—i + %—Q
Je-li f(X) = (f1(X),..., fa(X)), kde fr € C1(G),G C E,, pak

div =20 1 . 426 = z o

Oxy

5.4.33 Definice laplacianu pole (¢ti: laplasidnu) Bud f(X) € C?(G) skaldrni pole. Skalarni pole defi-
nované divergenci gradientu pole f, tj. vzorcem

70

se nazjvé Laplacetv®® operdtor pole f nebo laplacidn pole f (popt. delta operdtor pole f).

5.4.34 Poznamka k laplacianu Piimo z definice laplacidnu pole f plyne, Ze formalné lze ,nasobit“
Af=V-Vf=
(E’%+I%+Ei)( +74 Ea—ﬁ):
£ (%) + 8 (3) 230 = (B v i),

takze obecné pro pole f(X) v E,, lze definovat samotny laplacién v E,

A=V V==Lt Bt Zamk, (5.77)

a je to uz operdtor 2. ¥adu oproti operdtorim 1. fadu, jakymi jsou gradient (tj. hamiltonidn), divergence
a rotace.

e Funkce f(X), resp. pole f tiidy C? vyhovujici Laplaceové rovnici zapisované ve tvaru Af = 0, popf.
—Af = 0 na oblasti®® G se nazjva harmonickd funkce, resp. harmonické pole na G.°7)

e Poznamenejme, 7e (napt. u elektromagnetického pole) Laplaceuv operator muZeme na oblasti G
v E3 (obecné i v E,) aplikovat té% na vektorové pole f(X) = (P(X),Q(X), R(X)) t¥idy C2(G), a
¢tenéf si snadno odvodi, Ze vysledkem bude vektorové pole, pricemz plati

0? 0? 0?

:@Jra—yQﬁL@. (5.78)

Af = (AP,AQ,AR) |,

e Laplaceovo pole (téz harmonické pole) se nazyva vektorové pole f tiidy C? na oblasti G, kdyz
Af=a.
(tj. kdyz jeho soufadnice P, @, R jsou harmonickd pole na Q)

54) Tento termin, ktery je zde analogii terminu proudnice, zavedl Michael Faraday (1791-1896).

55) Laplace, Pierre Simon (1749-1827), francouzsky matematik, fyzik a astronom.

56) Nekteri autofi pozaduji jesté ohranicenost oblasti G a pii neohraniGenosti G pak to, aby funkce f ,byla rovna nule
v nevlastnim bodé (v nekonecnu)“.

57)P#i neohranicenosti G se pozaduje ohranicenost pole f.
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5.4.35 Priklad Urceme, zda je harmonické skaldrni prostorové pole f(r), kde r = ||7]] = /a2 + y2 + 22
je délka radiusvektoru bodu X = (z,y,2) € Eg, a f(r) = L.
Reseni:

% = —2(2? +y2 +22)"3 = -5
2 _5 2
%:—T%Jr%x(szLyQaLzZ) 22x:—7}3+3%5.

Zbyvajici derivace nemusime diky symetrii pole f vzhledem k argumenttim z,y, z ani pocitat, takze

2 2 2 2 2 2 2 2
Af:%Jr%Jrgf:(&,L)jL(ﬂ,L)f(%7%3):73(1+T%+Z)7%:;—57%:0_

z y 22 5 r3 rb r3

Pole f(r) je harmonické, nebot je feSenim Laplaceovy rovnice A(%) =0, r > 0, v celém prostoru s vyjimkou
pocatku, avSak tam neni ani definovano, fikame, ze tam pole ma singularitu.

5.4.36 Stacionarni teplotni pole v E; i E3 jsou harmonicka, ne vSak analogicka

a) Vysledek trojrozmérného piipadu feseni rovnic A(%) = 0 se shoduje s teorii parcidlnich diferencialnich
rovnic, v niz se odvozuje, ze elementdrni teseni Laplaceovy rovnice®® Au(r) = 0 v E,, kde r =

(22 + ...+ 22)2 se singularitou v bodé r = 0 (pfi vhodné volbé konstant), je

u(r)=Int pron=2||u(r) = 5= pron>3]|.

Naprostd odlisnost priibéhu rovinného (harmonického) pole oproti (harmonickym) polim dimenze n > 3
doklada, ze

7Z tvaru feSeni parcialni diferencialni rovnice v rovinném ptipadé obecné nelze usuzovat na ana-
logicky prubéh i ve vyssich dimenzich.

b) Ptikladem harmonického pole je staciondrni teplotni pole vzniklé vedenim (tj. kondukei) tepla v té-
lese, které je v urc¢itém misté stejné intenzivné ohiivano nebo ochlazovéano, takze ve vzdalenéjsich mistech
je teplota jina, ale neméni se s Casem. Také elektrostatické pole v E3 bez naboju je harmonické.

c) Piipomerime, Ze v piikladu 5.3.15 jsme vlastné odvodili transformaci Laplaceova operatoru
do polarnich soufadnic (pficemz je r = ), takZe plati

r or

2 2 2
Py Ot Au=10 4 L2

To je uzite¢né pti reseni tloh o kruhové membarné o poloméru r, kruhovych deskach, pti studiu proudéni
tavenin polymert kruhovymi profily apod.

5.4.37 Poznamka Laplacidn ma vyznamné pouziti v rovnicich matematické fyziky, pro jejichz studium
je Laplaceova rovnice vhodnym vychodiskem. Patfi mezi né rovnice vedeni tepla v télese, rovnice kmi-
tani bubliny, membrany, desek, vlnové rovnice, ale také ruzné reakcéné difuzni rovnice zasadniho vyznamu
v chemickych oborech i jiné rovnice.

5.4.38 Definice rotace vektorového pole Bud f(X) = P(X)i + Q(X)j + R(X)k vektorové pole, které
je tiidy C! na oblasti G C Es. | Vektorové pole | definované pomoci vektorového soucinu vzorcem

> - OR 0Q\- [(O0P OR)\ - 0Q 0P\ -
_ o o o |—(2%_ 9% gar _on &9
rot f=V x f 5 By s (ay 82) 1+ (8,2 &E)j + (8z ay) k (5.79)
P Q R

se nazyva rotace pole ( f_’; G) ¢ rotace vektorové funkce f Misto rot f se pouziva® také curl f

58) Laplaceova rovnice je nejjednodussim typem tzv. eliptickych rovnic. Ty popisuji ustalené neboli stacionarni stavy fyzikalnich
procesu nestacionarnich neboli evolucnich (tj. jejichz pribéh se méni téz s ¢asem), které jsou casto modelovany rovnicemi
parabolického nebo hyperbolického typu.

59)z anglického curl = vir
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5.4.39 Fyzikalni interpretace operatoru rotace Je-li ¥ obvodova rychlost kapaliny rotujici jako
celek, tj. jako miniaturni disk kolem svého stfedu A ve smyslu ohnutych prsti pravé ruky, pak podle pravidla
pravé ruky 1.10.4 uréuje vztyCeny palec (kolmy) smér vektoru rot o(A) i smér osy rotace prochazejici
stfedem A rotace, kolem které kapalina vytvafi vir. Jinymi slovy, pohled proti sméru vektoru rotace
rot 7(A) znamend vidét vir otacejici se proti smyslu ota¢eni hodinovych ruéicek.

Délka (norma) vektoru || rot #(A)|| je dvojndsobkem velikosti tthlové rychlosti w (rad - s7!) této rotace,
takze je mirou rychlosti rotace viru (Viz piiklad 5.4.41).

5.4.40 Poznamky k rotaci

—

a) Je-li f(X) = Pi+ QJ rovinné pole, pak P a Q nezaviseji na z, R =0 a

— .
rotf:(a—gf%—g)k.

Rovinné pole ma tedy rotaci, ktera je vSude kolma k roviné zy.

b) Vidime, ze k vypoétu rotace prostorového pole si sta¢i zapamatovat tuto posledni souradnici (uz proto,
ze se bude vyskytovat i v dilezité Greenové véte, ale téz v podmince konzervativnosti pole — viz nésle-
dujici ¢ast) a ostatni prostorové souradnice snadno dopiSeme po cyklické zaméné pismen usporiddanych
lexikograficky (tj. abecedné) nebo pouzijeme symbolicky determinant.

¢) Z definice rotace pole je vidét, pro¢ podminka rot f=av (5.68) ve vété o existenci potencidlu vekto-
rového pole na str. 106 je ekvivalentnim vektorovym vyjadienim nutné podminky konzervativnosti
(neboli potencidlnosti) pole oproti tfem skaldrnim podminkdm Q) = Py, R = Q, P, = R,. Z4-
roven se ale takové pole, které ma nulovou rotaci, nazyva nerotaéni nebo nevirové pole, pricemz
souhrnné kazdé nekonzervativni pole nazveme disipativni pole.?) Zminénou vétu tedy zformulujeme
jesté takto:
V jednoduse souvislé oblasti G (Viz 5.4.24) je vektorové pole ftf“idy C' konzervativni

(potencidlni), pravé kdyz je nevirové neboli plati-li rot f =oviude v G. %

Diikaz: nutnosti podminky konzervativnosti pole Ize mimo zptusobu, ktery jsme uvedli vyse, vést nasle-
dovné. Predpokladame, Ze ¢ je potencial pole fv G C E3. Tedy f: Vo v G. Ctenéi si snadno dokéze,
ze pak rot Vo = 0, tj.

rot f =0.
Priklady nevirovych poli jsou vSechna konzervativni pole, napf. gravita¢ni sila F' nebo intenzita
elektrostatického pole E.

K urc¢ovani konzervativnosti (potencialnosti) vektorového pole f t¥idy C' na oblasti G 1ze®V) ve shodé
s dosavadnimi poznatky pouzit t¥i testovaci schémata konzervativnosti pole

T1) rot f;é o YWXelG= fneni konzervativni pole, je to disipativni pole
T2) rot f =0 VX € GG a G je jednoduse souvisla oblast = f je konzervativni pole

T3) rotf=4 VYXeG aG nenijednoduse souvislé oblast = nelze rozhodnout.5?)

d) Pro divergenci gradientu (skalarniho) pole f byl zaveden Laplacetiv operator onoho pole. Pro rotaci
gradientu pole f toho neni zapottebi, nebof se snadno odvodi vektorovy vztah

rotgrad f = =(0,0,0).

Rovnéz pro vektorové pole f se snadno odvodi, Ze

divrot f=0].63

6O)Pouiivaly nebo se pouzivaji cetné dalsi vystizné nazvy jako pole potencialni, Newtonovo, lamindrni. V opacném pripadé,
pole s viry se nazyva rotacni nebo virové, nekonzervativni (¢i které nent potencidalni), nenewtonské, turbulentni apod.

61)y disledku véty 5.4.22

62)na zakladé véty 5.4.22, pficemz existuji jesté podrobnéjsi vysledky, ale nebudeme se jimi nyni zabyvat

63)Vzhledem ke skladéni dvou zobrazeni bychom méli presnéji psat divorot, ale je to spiSe méné obvyklé.
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5.4.41 Priklad Téleso rotuje kolem osy z konstantni tthlovou rychlosti & proti smyslu ota¢eni hodinovych
rucicek pfi pohledu pozorovatele proti sméru osy z. Urceme rotaci vektorového pole ¥ obvodovych rychlosti
hmotnych boda X télesa opisujicich kruznice se stfedy S na ose z a poloméry R v rovinach kruhovych drah
kolmych k ose z. Situace je na obr. 5.7.

Ziw - IR
p Reseni: Je-li X = (z,y, z) bod télesa, pak S = (0,0, z), ¥ = & x R, kde pravodic¢
R=5SX= (z,9,0) a HRH = R je polomér uvazované kruznice .7, jejiz vektorova
= —

S+t rovnice je OX = ¥ = (Rcost, Rsint, z). Pole ¥ ur¢ime z toho, Ze jeho norma je
X 7 evidentns ||7]] = ||& x B|| = wR = w\/2? + 32, kde oznacujeme w = ||&|| a 7 je

kolmy na vektor R. Jejich skalarni soucin v - R = 0, tudiz

\
/O y U =w (—y,z,0).

X Potom, napt. Laplaceovym rozvojem podle prvka 1. fadku, vypocitame rotaci

pole ¥ v bodech S
Obr. 5.7

j

3 — 9 o
rotv(S) = w| Z =
x

(0,0,2w) = 2w(0,0,1).

Délka rot v je 2w ‘ v obloukové mife a rot 7 mé smér k = (0,0,1), coz je smér osy z, ktery je smérem vektoru
thlové rychlosti . Tento vysledek je zaroven i odvozenim fyzikalni interpretace rotace pole rotujici kapaliny
z odstavce 5.4.39.

5.4.42 Spolecné vlastnosti operatoru gradientu, divergence a rotace

e Stejné jako gradient skaldarniho pole (Viz 5.4.19 g)) také divergence i rotace vektorového pole jsou
tnvarianty vzhledem ke zméné systému soutadnic. Jsou to také lokdlni pojmy vztahujici se k bodu a
jeho dostateéné malému okoli.®%)

e Jde o operatory 1. 7ddu, které jsou linedrni (Viz 4.3.4 str. 67).

Prehled probranych zakladnich operaci z teorie pole, v niz je pro lepsi zapamatovani vyuzivan tzv. tecka—
kiizkovy formalismus, shrnuje tabulka 5.1.

Typ pole Operace Oznaceni Formalismus Vysledné pole
tecka — kiizek

skalarni gradient Vf Vf vektorové

vektorové  divergence div f V- f skalarni

skalarni laplacidn Af V2if skalarni

vektorové  rotace rot f V x f vektorové

Tabulka 5.1: Zakladni operace teorie pole

5.5 Implicitni funkce

5.5.1 Definice Uvazujme anulovanou rovnici F(z,y) = 0 a mnozinu vSech jejich kofent ozna¢me M, tj.
bodové: M = {(x,y) € By | F(x,y) = 0}.5°) Rekneme, Ze rovnice F(z,y) = 0 definuje implicitné funkci

64) Invariantnost, zde nezavislost téchto operatorii na souradnicich, neni viibec ziejma. Je to déno tim, #e jsme uvedené
operatory definovali ,souradnicové” a diferencialnimi operacemi pomoci Hamiltonova operatoru V. Ve skutecnosti vsak byly
v teorii pole vSechny tfi operatory zavedeny jako jisté limity vyjadrené pomoci integralti. AvSak limita je pojem lokalni a
je uréena (pokud existuje) jednoznaéné.

65) M je binarni relace v E2 a misto o grafu této binarni relace se nékdy nepfesné mluvi o ,grafu rovnice® F(z,y) = 0.
Geometricky je M mnozina bodl uréend prinikem prostorového grafu funkce z = F(z,y) s rovinou z = 0, tj. M je nulova
vrstevnice (¢ = 0), téz izokrivka (existuje-li) této funkce. Pfipomenime, Ze geometrie takové mnoziny M muize byt dost

odlisné od intuitivni piedstavy o kiivkach (Viz 4.9).
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jedné proménné y = f(x), resp. z = ¢(y) na okoli O(Xp) bodu Xg = (xg,y0) € E2 nebo obracens, Ze na onom
okoli je funkce y = f(x), resp. x = ¢(y) dand implicitné, ¢i struéné, ze je to tmplicitni funkce urcéend
rovnici F/(z,y) = 0 na okoli bodu X, jestlize F(Xo) = 0 (tj. Xo € M) a plati

V(z,y) € O(Xo): F(z,y) =0<+=y = f(z), resp. = p(y).

| Stru¢né shrnuto: | Funkce definované anulovanou rovnici (v okoli jistého bodu, ktery této rovnici vyhovuje)
se nazyva funkce dana implicitné nebo strucéné implicitni funkce.
[Implicitné znamend nepiimo vyjadiené, skryté; explicitné znamend pfimo vyjadiené, zietelné|

5.5.2 Piiklady s poznamkami Nésledujici piiklady dokumentuji, Ze rovnici F(x,y) = 0 nemusi byt
vzdy definovan graf explicitni funkce y = f(z), resp. © = p(y) a situace je velmi rozmanitd. Vidime
téz, ze v rovnici F(z,y) = 0 je postaveni proménnych x,y naprosto rovnocenné®, podobné v rovnici
F(x,y, z) = 0, aviak nasledujici piiklady, véty a vzorce uz budou vzdy formulovany vzhledem k jedné zavisle
proménné, kterd bude dana funkei zbyvajicich proménnych, tj. y = f(x), resp. posléze z = f(z,y) apod.
Rikame, Ze vichozi implicitni rovnice je ,roziesena“ vzhledem k proménné y, resp. z.

e Rovnici 72 + y? + 1 = 0 je v Ey uréena mnozina M bodt (x,y) ji vyhovujicich, ktera je viak prazdna,
takze ji neni definovana zadna implicitni funkce.

e Rovnici 222 + 3y? = 0 je v Ep uréena mnozina M = {(0,0)} jednobodova a je ji téz uréena (napt.)
implicitni funkce y = 0 definovana pouze pro x = 0.

e Rovnici \/22 + 2zy + y2 —2—y = 0, ekvivalentni s rovnici®?) \/(z + y)2— (z+y) = 0 & |z +y|—(z+y) =
0, tj. ekvivalentni s nerovnici « + y > 0, je v Es urcena jedna z polorovin o hrani¢ni pfimce = 4+ y = 0, takze
mnozina M neni grafem zddné implicitni funkce.

e Rovnici 42 — z = 0 je v Ey uré¢ena®®) mnozina M bodi lezicich na parabole oteviené ve sméru osy
s vrcholem v pocatku (studenty nazyvand ,lezata“). Pro kazdé z > 0 méa rovnice y? = z dvé riizna feseni

y = fi(z) = Vx, y = fa(x) = —/7, takZe rovnici y> — x = 0 je definovano nekone¢né mnoho implicitnich
funkci v intervalu 0 < x < +o00. Ten lze vzdy rozdélit na dvé ¢asti tak, ze v prvni volime y = \/z, ve druhé
y = —y/x. Pozadujeme-li navic spojitost funkce, pak existuji jen dvé funkce spojité na intervalu 0 < z < 400,

atoy = /T,y = —/7. Pozadujeme-li jesté déle, aby graf funkce y = f(z) dané implicitn{ rovnici y?> — 2z = 0
prochézel uréitym zadanym bodem, tzv. poddtecnim bodem, napt. (1, 1), pak takto ziZeny, ale v praxi ¢asto
feSeny problém, m4 zde jediné feseni, funkci y = /x. Zvolime-li bod (0,0) za pocdtecni bod, prochazi jim
grafy dvou spojityjch funkei y = \/z, y = —/x vyhovujicich rovnici y? — x = 0, nebot v bodé (0,0) se spojuji
obé vétve ,lezaté“ paraboly y? = x (uvedend tvrzeni lze ovéfit vétou 5.5.3).
Je ziejmé, ze kazdou explicitni funkci y = g(x) argumentu = lze zapsat jako implicitni funkci
o rovnici y — g(z) = 0, ale obrécené, z rovnice F(z,y) = 0 to obecné nelze.
e Napf. z rovnice zy + Iny = 0 nelze vyjadrit y jako explicitni funkci x. Pfirozené nds mohou napadnout
otazky:
e Kdy existuje implicitni funkce y = f(z) uréend implicitni rovnici F(z,y) = 07?
o Kdy existuji derivace funkce y = f(z)?
Lze ocekavat, ze véta FeSici obé otazky bude mit lokdlni charakter. Uvedeme ji bez dukazu, ktery je
obsahly, ale v prikladu 5.5.5 odvodime vzorec pro derivaci implicitni funkce, ktery je v ni obsazen.

5.5.3 Véta o existenci, jednoznacnosti a hladkosti implicitni funkce jedné proménné UvaZzujme
rovnici

F(z,y) =0.

Ozna¢me M mnozinu vSech bodu (z,y) € Eg vyhovujicich této rovnici. Necht funkce F'(z,y) mé tyto tii
vlastnosti:

(1) v (poc¢ateénim) bodé Xg = (xo,y0) je F(Xo) = 0 neboli Xg € M C Eo,
(2) F je t¥idy C" v okoli O(X) bodu Xg,%?
(3) parcialni derivace F (Xo) # 0.

Potom je na uré¢itém okoli O(Xy) rovnici F(x,y) = 0 definovdna pravé jedna funkce y = f(z), kterd ma
tyto vlastnosti

1. f ma graf prochdzejici bodem X neboli yg = f(xo),

66)y tom smyslu, kdy gradient VF (Xo) # &, piicemz F/,(Xo) # 0 A F;(Xo) # 0, jak pozname v nasledujici vété

67) Rovnice jsou ekvivalentni, kdyz mnozina viech feseni jedné rovnice je rovna mnoziné viech feseni druhé rovnice.

68)Stejnou rovnici y2 — = 0, aviak v E3 je urcena mnozina bodt kolmé parabolické vélcové plochy. Proto je uvedeni
uvazovaného prostoru nezbytné.

69)Viz 5.3.9.
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2.

3.

f je t¥idy C! na ur¢itém okoli O(zg) bodu zg € Eq,

ptifemz pro x € O(z) lze tuto spojitou derivaci y' = f'(z) urcit ze vztahu

F,+F,y' =0 meboli|y = f'(z) = —7 | (5.80)

Navic, kdyz vSechny parcidlni derivace funkce F' do k-tého faddu véetné (k > 2) jsou spojité v okoli
O(X0),™ pak f,f,..., f*) jsou téz spojité v urcitém okoli xo, tj. f je hladkd k-tého ¥adu v (zo —
5, Zo + 5) *

5.5.4 Poznamka

a)

b)

d)

Véta vyjadiuje postacujici podminku, kterou je definovéana implicitni funkce y = f(x) rovnici
F(z,y) = 0 a poateénim bodem Xy = (¢, yo) (tj. po¢ateéni podminkou f(z¢) = yo) v okoli tohoto
bodu (xg,yo), tudiz véta mé pouze lokalni charakter. I kdyZ nefika, jaky ma f(z) konkrétni
explicitni tvar, ani jak velka jsou zminéna okoli bodu (zg,y0) a zg, presto definuje derivaci
implicitni funkce y = f(x) na okoli bodu zq (jakozto funkci dvou proménnych).

V oblasti G se neprazdnd mnozina bodi # = {X € G C Ez|F(z,y) = 0, VF(X) # &,F € C*}
nazyva rovinnd (reguldrni) krivka tridy C* uréena rovnici F(x,y) = 0. Kazdy jeji bod se nazyva
reguldarni bod. O regularni kiivce tfidy C* dané rovnici F/(x,y) = ¢, kterd piedstavovala vrstevnici
skaldrniho pole F(z,y) o kété ¢ € R, jsme se poprvé zminili v éastech b), ¢) odstavce 5.4.19. Napt.
hyperbola dana rovnici 22 — y> — 1 = 0 je reguldrni k¥ivka t¥idy C°, piestoze ma dvé disjunktni
vétve, tj. neni to souvisld mnozina, zatimco (pootocdend) elipsa s hlavni osou na pfimce y = = dana
rovnici (z — )2 + 3% — 1 = 0 a t¥idy C™ je souvisld mnozina.”" Vé&ta ¥ika, %e na uréitém okoli
pouze takovych bodit Xy = (,%0) rovinné regularni k¥ivky t¥idy alesponi C' uréené rovnici
F(z,y) = 0,% kde je i-ta soufadnice gradientu VF(X,) (i = 1 nebo i = 2) nenulova (véta je
formulovéna pro i = 2, tj. F,(Xo) # 0), lze tuto i-tou soufadnici — proménnou vyjadrit jako
funkci zbyvajici proménné, konkrétné y = f(x), a také urcit jeji 1. derivaci (popt. vyssi), pficemz
na zminéném okoli graf takové funkce y = f(z) splyva se zadanou k¥ivkou.

Je-li I (Xo) = F;(Xo) = 0, tj. VF(Xo) = = (0,0), nelze rovnici F'(z,y) = 0 ,rozfesit* na okoli bodu
Xo vzhledem k zadné z obou proménnych y a x. V tom piipadé se nazyva bod Xy singuldrni bod
krivky F(z,y) = 0. Takové body jsou pfedmétem studia v diferencidlni geometrii.

V bodé Xo = (0, 0) neexistuje jedina funkce y = f(z) dana implicitni rovnici 42—z = 0 ,lezaté“ paraboly,
nebot neni splnén predpoklad véty 5.5.3, aby Fy(Xo) # 0. Ozna¢me si pro dalsi tivahy vSechny
takové mnoZziny M, v jejichZ okoli neexistuje pravé jedna implicitni funkce, tj.
kde F(N) = 0, F;(N) = 0, a v§iméme si, Ze v tomto piikladé, ale i obecné v bodech N, je norméla
n rovinné reguldrni krivky # tridy aspon C! uréené anulovanou rovnici F(X) = 0 (tj. ¢ je
specidlnim pfipadem mnoziny M bodu v Ey z definice 5.5.1, pficemz zde ,lezatd“ parabola M = % je
tiidy C*°) kolma k ose zavisle proménné y (k ose funkénich hodnot). Jinymi slovy, v bodech
N ma krivka JZ ,,svislé“ tecny.

Stejné tak vidime (Obr. 5.8), Ze celou Bernoulliovu lemniskdtu™) (z%4y?)%—a?(2®>—y?) =0, a > 0,
jejiz pribéh nazorné vystihuje symbol co svym stfedem umistény do pocatku, nelze v jakémkoli malém
okoli pocatku Xo (ma tam singuldrni bod) vyjadiit jedinou funkci y = f(x). Také zde je F}(0,0) =
0. Splnéni podminky Fy(zo,y0) # 0 neni vSak podminkou nutnou, coz ukazuje priibéh kubické
paraboly™ z — 3> =0 (Obr. 5.9).

Flo. i . . . .. . . s .
Ze vzorce y' = — 7% je vidét, Ze tato derivace je obecné funkci x i y, a je tomu tak i u vyssich derivaci

y",y" atd. Mélolycdy se (totiz) poda¥i najit konkrétni ,rozreSeny* explicitni tvar funkce
y = f(z) dané implicitné, i kdyZ véta zaruéuje jeji lokalni existenci a jednoznaénost (Funkéni
hodnoty yo = f(xo) implicitni funkce f(z) v8ak lze na okoli daného pocétecniho bodu Xo = (20, yo)
pocéitat numericky itera¢nimi metodami).

0)tj. F € C*(O(Xo))
"Viz 3.4.1.
"2)jez je Casti mnoziny M viech bodi X = (z,y) z E2 anulujicich rovnici F(X) =0

73) D¥ive se pouzivala jako prechodnice na plynuly smérovy prechod mezi piimou Zelezniéni trati a plnym obloukem.

74) Jako prechodnice se v Zzelezni¢nim stavitelstvi dnes pouziva cast kubické paraboly, zatimco u silnic se vyuziva Casti
klotoidy.
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y
|
0 X 0 X
Obr. 5.8 Obr. 5.9 Obr. 5.10 Obr. 5.11

5.5.5 Piiklad Odvodme vzorec pro 1. a 2. derivaci funkce y = f(x) dané implicitné rovnici F(x,y) = 0.
Reseni: Derivujeme obé strany identické rovnosti F(z, f(z)) = 0 podle = a vyuZijeme-li Fetézové pravidlo
(Viz 5.3.3), tj. derivujeme slozenou funkci F' proménné z, dostaneme

d d FE
Fi(x, f(2)) - == + Fl(x, f(2)) di 0=y =——=L

dx E)
Tedy vzorec (5.80) si nemusime pamatovat. Druhou derivaci, za pfedpokladu, ze plati véta 5.5.3 pro k =
2, 1ze ziskat derivaci uz derivované identity nebo z ni vyplyvajiciho podilu. Prvni zptusob dava pfi zjedno-
duseném zapisu vztah
ElL+ELy + (F,+ Fy')y + Fy" =0.

’

Dosadime-li sem za y’ = —%% a pouzijeme zaménnosti smiSenych derivaci podle Schwarzovy véty, Ze totiz
Y
Fy, = F,., ziskdme vzorec
1 2
"o 1 ! 11 ! /! 1/ /!
- (F)3 [_Fzm (Fy) +2FzszFy Fyy (Fm) } ) (5.81)
Yy

ktery casto nepouzivame, nebot i pii vypoctech vyssich derivaci lze derivovat slozené funkce pfimo s vyuzitim
aprav.

5.5.6 Piiklad Pokud existuje, uréeme rovnici teény ¢t a norméaly n k¥ivky dané implicitné rovnici z¥ —

* =0 (Na obr. 5.10 systém Maple znézornil v E5 body vyhovujici této rovnici) v bodé Xy = (1,1).
Reseni: Vzhledem k zaménitelnosti proménnych x a y v rovnici je jedno, zda hleddme y = f(z) nebo z = p(y).
Oznacme F'(z,y) = 2V —y®. Pak F'(1,1) = 0, FF € C*°(DF), kde D = (0,0) x (0, 00), F = z¥ Inx—azy* 1,
F,(1,1) = =1 # 0. V urcitém okoli bodu X, existuje jedind funkce y = f(z) spliujici 3 pfedpoklady existenéni
véty 5.5.3 tudiz i pozadavky zadéni piikladu. MtZeme derivovat podle z identitu 2¥(®) — [y(2)]* = 0|-L a
pouzit toho, ze

/

I v I
u(x)v(x) _ elnu _ (evlnu)/ _ evlnu v/lnuqtvu— = U/E +v'Inu ,
u u

avsSak vyjimecné zde vyuzijme vzorec z predeslého prikladu

F! yr¥~! —y®lny

y = fl(z)=— F’:i = ff(1)=1=k,

YInzy — xy*!

kde k; je smérnice te¢ny t. Smérnice k,, normaly n Je ky, =

—ki =—-1.Pakt: y=ua;n: y=—x+2 (popt.
bychom vyuzili toho, Ze normélovy vektor 7(1,1) = VF(Xo) =

(Févag)Xo = (1a 71))

5.5.7 Piiklad Urceme druhou derivaci funkce f(z) implicitné dané rovnici zy + Iny = 0 (Obr. 5.11) a
bodem X, = (0,1).

Reseni: Snadno ovéiime splnéni predpokladid pro existenci jediné implicitni funkce. Derivovanim mame y +
oy + yy_ =0=1y = zy—i—l _2yy @yt -y’ (ytay)

(wy+1)?
y"(Xo) = 3 > 0. Implicitni funkce f(z) je v bodé xg = 0 klesajici a (ryze) konvezni.

= y'(Xo) = —1 < 0. Derivovanim ¢y’ pak méame 3" =

5.5.8 Poznamka Vsechny vysledky, zejména geometrické, které se tykaly kiivek F(z,y) = 0, lze s pfi-
hlédnutim k tvahdm souvisejicim s gradientem funkce F' v ¢dstech b), ¢) odstavce 5.4.19 bezprostiedné
zobecnit na plochy F(z,y, z) = 0, popf. nadplochy F(X,y) =0, kde bod X = (z1,...,2,) € E,, n > 3.
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5.5.9 Véta o existenci, jednozna¢nosti a hladkosti implicitni funkce dvou proménnych Uva-
zujme rovnici
F(x,y,2) =0.7)

Ozna¢me M mnozinu vSech bodd (z,y,2) € Es vyhovujicich této rovnici. Necht funkce F(z,y,z) mé tyto
tfi vlastnosti:

(1) v (pocatecnim) bodé Xy = (20, Yo, 20) je F(Xo) = 0 neboli Xg € M C Es,
(2) F je tifdy C! v okoli O(Xp) bodu Xo,
(3) parcialni derivace F.(Xo) # 0.

Potom je na ur¢itém okoli O(Xp) rovnici F(x,y,z) = 0 definovana jedind funkce z = f(x,y), kterd ma
tyto vlastnosti

1. f m4 graf prochdzejici bodem Xy neboli zo = f(zo, yo),

2. fje t¥idy C! na uréitém okoli O(xg,yo) bodu (x¢,yo) € Ea,

3. pticemz pro (z,y) € O(xo,yo) lze tyto spojité derivace z. = %(m, Y), 2y = g—i(ac, y) urc¢it ze vztaht
OF OF 0z . F
M + 9% o = 0 neboli | 2/, = 7F—Z , (5.82)
OF OF 0z ) F!
a—y + Ea_y = 0 neboli ZY/J = 7F—Z . (583)

Navic, jestlize F' € C*(O(x0, 90, 20)), k > 2, pak f € C*(O(w0,%0)), tj. f je hladkd k-tého fadu na onom
okoli. %

5.5.10 Teéna rovina a normala regularni plochy .7 tiidy C* dané implicitné v dotykovém bodé
T oblasti G C E,, (kde speciélné n = 3) implicitni rovnici F(z,y,z) = 0 maji podle ¢asti b) ¢lanku 5.4.19

normalovy vektor iit, T = (20,0, 20), urcen gradientem F, tj. |7it = VF(T) = (I}, F,, F)T | za piedpo-

kladu, ze F' € C*(G), kde k > 1. Plocha .¥ = {(x,y,2) = 0| F(x,y,2) = 0} chapana jako nulova hladina
skalérniho pole v = F(xz,y,z) mé podle (5.58) v bodé T tecnou rovinu o rovnici VF(T)- (X —T) =0,
nebo po rozepsani skalarniho souc¢inu ma rovnici v symetrickém tvaru

L (T)(@ = zo) + F(T)(y — yo) + FL(T)(z — 20) = 0. (5.84)

5.5.11 P¥iklad Uréeme a) rovnici teéné roviny 7 k plose .7 : 322 +2y2 + 22 — 21 = 0, kter4 je rovnobézna
s rovinou o : 6z +4y+ z = 0, b) diferencidl v obecném bodé funkce z = f(x,y) definované implicitné rovnici
plochy .7, ¢) Laplacetiv operator Az = V22 této implicitni funkce.

Reseni: a) Proménnou z lze vyjadiit dvéma explicitnimi funkcemi 2z = 4/21 — 322 — 2y2, te¢nou rovinu viak
jednoduseji uréime i v této ¢asti prikladu pomoci implicitni funkce. Ozna¢ime F'(z,y, z) = 322 +2y?+22—21.
Je to polynomicka funkee, tj. je dokonce t¥idy C'*° na celém Eg, F, = 2z, tj. funkce f neni jednozna¢né
uréena podle existen¢ni véty v bodech (g, yo,0). Rovina 7 ma rovnici 6x + 4y + z + d = 0. V bodé dotyku
T = (20, Yo, 20) je normalovy vektor 7i,(T) = (6,4, 1) roviny o kolinedrni s normalovym vektorem 7 o(T) =
(620, 4y0, 220) plochy .7, tj. fi.» = ki, neboli 629 = k-6, dyg = k-4, 220 = k-1. Tedy T = (k, k, %), a protoze
T € ., splituje rovnici pro .7, tudiz plati 3k? + 2k + (£)2 = 21 = k = £2. Zaroveii T € 7 = d = F21.
Existuji dva body dotyku, v nichz jsou te¢né roviny trojosého elipsoidu ¥ se stfedem v pocatku rovnobézné
s danou rovinou

T2,2,1)€m: 6r+4y+2-21=0, Ty(-2,-2,-1)Em: 6x+4y+2z+21=0.

b) dF(X) = F;(X)dz + F;(X)dy + F/(X)dz = 0 neboli 6xdr + 4ydy + 2zdz = 0 = dz = df(z,y) =
—1(3zdz + 2ydy) pro z # 0.

¢) Derivovénim rovnosti F(z,y, z(z,y)) = 0 podle = dostaneme konkrétné 6z + 2z - 2z, = 0 = 2z}, = =2£.
Derivaci tohoto podilu podle z je 2!/, = —3°3= = — 3 (2 4+ 23%) = — 3 (22 + 322). Podobné derivujeme

podley : 4y+2z-2;, =0= 2, = %Qy,zgy = —2% = -3 (z2+2y?) = - %(21-32?), Az = (36_;2+§_;2)Z =
2tz = —S (22 4+ 22 4+ 14).

Laplacian implicitni funkce je tedy funkci, kterd neni definovana v bodech roviny zy, stejné jako implicitni
funkce.

75)Ana10gicky, zde je M ternarni relace v E3. Geometricky je M mnozina bodi uréend prinikem grafu (lezictho uz v Eq4)
funkce u = F(z,y, z) s nadrovinou z = 0 (v E4), tj. M je nulova hladina (c = 0), téz izoplocha této funkce.
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5.6 Vyssi diferencialy a Tayloruv vzorec

5.6.1 Motivace Také u funkci vice proménnych je zakladnim tkolem diferencialniho poctu, a ¢asto také
inzengyrskych aplikaci matematiky, nahrazeni komplikované funkce f(X) v okoli uvazovaného bodu A polyno-
mem, a to nejen linearnim, jak tomu bylo u diferencialu 1. fadu, ale polynomem vyssiho stupné. S polynomy
se rovnéz dobfe pracuje, napt. se snadno derivuji i integruji. Jinymi slovy, ze znalosti hodnot funkce f(X) a
jejich derivaci v bodé A, tj. z lokdlniho chovani funkce f(X), chceme ziskat informaci o hodnotéch
funkce v dalsich bodech, tj. o globalnim chovani této funkce. Vyfeseni tohoto tkolu aproximaci funkce
f(X) Taylorovym polynomem vice proménnych se formalné nebude odliSovat od uz zndmé situace u funkce
jedné proménné, pouzijeme-li k zapisu Taylorova vzorce totalni diferencialy vyssich fada. Taylorav vzorec,
snad nejvSestrannéji pouzivany vzorec matematické analyzy, nejen umozni presnéji nez diferencial 1. fadu
aproximovat prirustek funkce, ale, coz je zasadni, také odhadnout chybu této aproximace.

5.6.2 Totalni diferencial vyssiho fadu Z definice 5.2.2 vime, Ze totalni diferencidl funkce z = f(z,y)
je pro prirustkovy vektor h = (hy,hs) € V(E3), tj. pro konstantni dz = hy,dy = ho, opét funkei dvou
proménnych x, y.

5.6.3 Definice Necht funkce z = f(x,y) ma v okoli bodu A = (z0, yo) totélni diferenciél, a necht parcidlni

derivace 5 5
/ /
g &Y 9y (z,y)

maji totalni diferencidl”® v bodé A. Pak fikame, Ze funkce f(X) md v bodé A totdlni diferencidl 2.
radu strucné druhy diferencidl, nebo Ze funkce je dvakrat diferencovatelnd. Timto diferencidlem
rozumime vyraz, ktery oznacujeme d?f (A, h), d?fa(X), & jen d?f nebo d?z,

0? 0? 0?
%2 = 135 (oo, u0) + Zhaha L (o) + 185 L (.0,

kde h = (h1, ha) € Va je prirastkovy vektor. Misto hq, hy Casto piSeme dx, dy.

5.6.4 Poznamka Druhy diferencial dostaneme pii vyuziti zdménnosti smiSenych derivaci 2. fadu for-
méalné jako diferencil 1. diferencialu v bodé (zg,yo) pii konstantnich™ hy, ho

2= d(%ha+Gha) = d (ZL) + had (L) = by (M Bk +ho f) + by (o + ha k) =

W22L 4 2hyhs

> f 20°f _ 9 2\’
ZL+msh = (mE+mg) 1|

Pouzili jsme podobného symbolického operatorového oznaceni, které uz zname z definice gradientu funkce
(str. 99), a které zuroc¢i nasledujici

5.6.5 Definice Necht funkce f(x,y) a vSechny jeji parcidlni derivace do (k — 2)-ho faddu véetné, k > 2,
maji v okoli bodu A = (z9, yo) totdlni diferencidl a parcidlni derivace (k—1)-niho fddu maji totalni diferencial
v bodé A. Pak fikame, ze funkce f(X) je k-krdt diferencovatelnd v bodé A, nebo ze funkce f(X) mé
v bodé A totalni diferencial k-tého radu, strucné, k-ty diferencidl, a rozumime jim vyraz

d*f(AF) = (hla% + m%)k FX)|a =

k L k - k k
LY 4 (04 ok () und

kde h = (h1,h2) € V3 je libovolny, ale pevné zvoleny pririistkovy vektor. Pfitom definujeme diferencidl
nultého Tadu funkce v daném bodé konstantni funkci v tom bodé nasledovné

d°f(A) = f(A)|. (5.85)

76)Vime, ze k tomu postacuje, aby f € C2 (O(A)).

77) P¥itom nemusi byt f € C2(O(A)), nebot plati
Zobecnéna véta o zaménnosti derivaci Md-li funkce f v bodé A € E,, diferencidl k-tého Fadu (k > 2), pak jsou parcidlni
derivace funkce f aZ do Tddu k-tého véetné v bodé A zdménné (tj. hodnota takové derivace v bodé A zdvist jen na tom, kolikrdt
se derivuje podle x1, kolikrdt podle xo atd., a ne na tom, jaké bylo poradi derivovdni). %
Véta je podstatnym zobecnénim zobecnéné Schwarzovy véty na str. 96.
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5.6.6 Poznamka Obdobné se definuje k-krdat diferencovatelnd funkce n proménnych z = f(X), jejiz
k-tg totélni diferencidl je pro kazdy prirustkovy vektor h = (hy,..., h,) € V,, ddn vyrazem

(5.86)

Obr. 5.12 Obr. 5.13

5.6.7 Piiklad Urceme, kolikrat je diferencovatelnd funkce (Obr. 5.12) f(x,y) = cosz + §7y2\/§ v bodé
A() = (7T, 0)
Reeni: f, = —sinz, f; = Zy\/_ vy = 0= fio [y = —cosw, ), = 3y, filry =0 = [0 fure = sinx.

Protoze f]!! = -, neni T, 0) vlastni (konecna), takze f,\ neni v bodé A, diferencovatelna (Viz

napt. schéma v 5.4.11). Funkce f(z,y) je tedy v bodé Ay dvakrat diferencovatelna (je totiz nejen v jeho
okoli, ale dokonce v Ey spojité diferencovatelna neboli f € C?(Es)).

5.6.8 Piiklad Stanovme d?f (A,ﬁ), kde z = f(x,y) je funkce z piedeslého piikladu, ale volime bod
A= (m1).
Reseni: S operatorovym oznacenim ve vzorci z odstavce 5.6.4 pracujeme jako s binomickym vzorcem takto
- 2
A2 f(X,h) = (hla% - mgy) flz,y) = (h% Lo+ 2hha sl + 32, ) flzy) =
;’zh% + 21, hiho + f1l 5.

Jelikoz f (A) = —cosz|a =1, =0, fi,(A) =3yla = 3, je

A2 f(A,h) = h? + 3hZ,
nebo ve tvaru uzivaném casto v inzenyrské praxi, kdy h= (dz, dy), je

d?*z(A) = dz? + 3dy?,
nebo pro pfiristkovy bod X = (x,y) z okoli bodu A, kdy h=X—-A= (x —my—1),je

d*falz,y) = (x —7)* +3(y —1)°.

5.6.9 Poznamka Tak jako je prvni totalni diferencial funkce f v bodé A € E,, linedrni forma na V, =
V(E,,) (Viz piiklad 5.4.18), je druhy diferencial kvadratickd forma, t¥eti diferencial pak kubickd forma na 'V,

(tj. forma soufadnic pFirtistkového vektoru h= (h1,...,hyn) €V,) atd.

5.6.10 Poznamka Podotknéme, ze kdyz h je nenulovy prirustkovy vektor z V,,, pak § = i h”h (kde

|h|| = /B2 + ...+ h2 je euklidovskd norma) je jednotkovy vektor téhoz sméru jako h, a k-td derivace
Sfunkce f(X |k: krat diferencovatelné v bodé A| ve sméru § = (s1,...,8,) v bod€ A oznalend jako

(. (& (g); ))...)|a nebo struéné g L(A) souvisi ve shodé se vzorcem (5.61) ze str. 105 s k-tym diferencialem

této funkce v bodé A takto

2L =dtf (AR (5.87)

"8)K tomu postacuje, aby f € C*(O(A)).
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Operator smérové derivace 6% se nékdy oznacuje jako Jz. MuZeme definovat a psat 6% =5V =
516%1 + ...+ sn%. Pro jeho k-nésobné pouziti, tj. pro jeho k-tou mocninu lze (pro aplikaci na k-krdt

diferencovatelnou funkci) psat

k
= (%)k:(g.v)k:(gla%Jr...Jrsn%) : (5.88)

5.6.11 Priklad Pro funkci z piedeslého piikladu (dvakrat (spojité) diferencovatelnou) uréeme pomoci
2. diferencialu druhou smérovou derivaci ve sméru uréeném vektorem i = (3,4) opét v bodé A = (m, 1).
Reseni: ||i_i|\ =32+42=5+#1,tj. h neni vektor jednotkovy. Uréime souhlasné kolinedrni smér jednotkového
vektoru § = £(3,4). Bylo zjisténo, ze d*f(A, h) = h2 + 3h2, takze podle (5.87) je

9 f s oo (3Y 4\* 57
ﬁ(ﬂ,l)81+382<5> +3<5) —%>0

Vysledek %(A) > 0, resp. < 0 muzeme geometricky interpretovat struénym : graf funkce f(z,y)
je v bodé (A, f(A)) ve sméru 5 (ryze) konvexni resp. konkdvni kiivka . (podrobnéji: graf ziZeni
Sfunkce f(x,y) na polopfimku s po¢atkem A € Ey a smérem § € V(E3) je v bodé (A, f(A)) ryze ... kiivka).

5.6.12 Priklad Predesly priklad feSme operatorové.
Reseni: bude podstatné ptimocatejsi. Podle (5.88) totiz plati vzorec

K k
0F = (39S = (s 4 tsn) S| (5.89)

2 2 2
2 fla = [s17% +525%]2f|A = (15 +2518232—3y +5§59_¢)f|A =

2
Tedy gela = (5-V)*fla = [(s1,52) - (& &
52 + 3s3 atd.

e (A)sT + 21, (A)s1s2 + f, (A)s =

5.6.13 Vé&ta Taylorova®®) o mocninném rozvoji funkce vice proménnych

Necht funkce n proménnych f(X) ma v kazdém bodé uzaviené tsecky AX spojujici body®") A = (ay, ..., a,),
X=A+h=(z1,...,2,), kde vektor h = (hy ..., h,) # 0,%?) totalni diferencialy do (k+1)-niho fadu véetné.
Pak existuje ¢islo (parametr) 0 < ¥ < 1 tak, ze plati Tayloriv vzorec

N 2 k k+1 *
FA+R) = f(X) = f(A) + LA 4 LR g LA L0 (5.90)
k _ ’
= 3 B F(A) + ed A,

kde bod A* = A + 9h = (a1 + Oh1,...,an + 9h,) je (blize neurdeny, ale pevny) vnitini bod uvedené tisecky
AX, pficemz funkce Ry (podrobnégji oznacend Ry (X;9) nebo Ry(h, 1))

5 p k41 .
Ry = SR (hig2s+. +hn ag'n) F(A®)
(k+1)! (e 1)!

(5.91)

je (nejcastéji pouzivany) tzv. Lagrangetv tvar zbytku v Taylorové vzorci (po k-tém diferencidlu), ktery
splnuje limitni podminku
Ri(X;9)

Ry(X;9) .
—OV0 T — (0 peboli lim —=2 =(.83) 3% 5.92
X—A ||X*A||k h—o Hth ( )

Diikaz: neni obtizny a je zaloZen na vété o derivaci slozené funkce.

79) Piesnéji, graf ztZeni funkce f na funkci jedné proménné p(t) = f(zo + ts1,yo0 + ts2), kde bod A = (z0,y0) = (7, 1),5 =
(s1,s2),]|5]] = 1,t > 0.

80) Taylor, Brook (1685-1731), anglicky matematik.

81)z n rozmérného euklidovského prostoru E,,

82)pfiéemi h patii do zaméfeni V,, prostoru E;

83) Tuto limitni podminku slovné vyjadiujeme tak, e funkce Ry je pro h — & nekoneéné mald ¥adu vyssiho ne? k-tého.

S 1
Ptitom, stejné jako v (5.4) na str. 88, nejéastéji uvazujeme euklidovskou normu ||h| = (k% + ...+ h2)Z.
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5.6.14 Dusledky Taylorovy véty

a) Prok = 0, tj. pro diferencovatelnou funkci f, kdy &dof(A) = f(A), dostaneme z (5.90) Lagrangeovu®®

vétu o stredni hodnoté, téz Lagrangeovu vétu o prirustku funkce vice proménnych v bodé A

FX) = FA) = ha 2o (A%) + .+ 2 (A7) = ihiggi (A%, (5.93)

kde X, resp. h opét mizeme nazyvat prirustkovy bod, resp. prirustkovy vektor.

b) Je-li bod A = O, dostaneme tzv. Maclauriniv®® vzorec

ko
F(X) = ;m + Ry, kde Ry = T 0the) 1o € (0,1) |, (5.94)

pricemz funkce Ry je opét podrobnéji oznacovand jako Ry (X;d) nebo Rk(i_i; 9).

5.6.15 Tayloruv (nadhradni) polynom 7} (X) proménnych z1,...,z, k-tého stupné funkce f(X)
n-proménnych v bodé A, jenz nazyvame stred polynomu Ty (X), ziskdme, vynechdme-li na pravé strané
v (5.90) posledni ¢len, tj. zbytek Ry, a polozime h= (dzq,...,dz,) = (#1 — a1, ..., 2, — ay), takze je
k i

Ti(X) = Zo (T1—a1) g% + -+ (20— an) 5= | f(A). (5.95)
Pro A = O = (0,...,0), tj. pro stied v pocatku, ziskdme Maclauriniv polynom M;(X), stejné jako
u funkce jedné proménné. Lze ukazat, ze

e Zminény Taylorav polynom T} (X) funkce f(X) n proménnych existuje pravé jeden, a navic ze vSech

polynomt Q(X) téhoz stupné k prochazejicich bodem A nejlépe aproximuje funkci f(X) v okoli O(A)
bodu A, tj.

100 = Tu(X)| < [£00) — Qu(X)| YQu(X) ¥X € O(A).

Diusledkem toho je mimotradny vyznam Taylorova vzorce v mnoha odvétvich matematické analyzy i v pri-
bliznych metodéach pouzivanych pfi reseni inier_{yrskych aplikaci na poéitaéi.
e 7 jiz, uvedeného je zfejmé, ze velikost |e(h)| chyby aproximace (h) funkce f(X) Taylorovym poly-
nomem 7T} (X) v bodé A
()] = [ (X) = Ti(X)] (5.96)

nalezneme, urc¢ime-li zbytek Rj v Taylorové vzorci, nebot jde o tutéz funkci. Pouzijeme-li tedy k vypoctu
f(X) v prirtstkovém bodé X pfiblizné rovnosti

FX) = Tr(X), (5.97)

pak pfi malé vzdalenosti o(X,A) = Hﬁ” bodit X, A je velikost chyby, které se dopustime, || = |Rg|, a je
fadové mensi nez ||||*.

e Taylortiv vzorec lze rovnéz vyuzit pfi vySetfovani prubéhu funkce f(X) v okoli bodu Ag, coz bude cilem
zavéru této kapitoly.

5.6.16 Piiklad Aproximujme funkei f(z,y) = 2zy* + Lsin®z + 3y — 5 v okoli pocétku O = (0,0)
Maclaurinovym (bikubickym) polynomem Mj(z,y) t¥etiho stupné dvou proménnych a odhadnéme velikost
le| chyby e této aproximace pomoci zbytku Rs(x,y;d).

Refeni: Plati f(z,y) = Ms(z,y) + Rs(z,y;9), el = |f(z,y) — Ms(x,y)| = |R3(z,y;9)|. Piitom plati
priblizné rovnost

‘f(x,y) ~ M3(z,y) s piesnosti na D-desetinych mist, kdyz |¢| < 0,510~ ‘ (5.98)

Pouzijeme-li predchozich oznaceni, mame
hi=dr=2-0=z, hy=dy=y, (dz)"=dz",

a pro k-ty diferencidl mizeme pouzit vztah v 5.6.5. Dale je A* = (0 + 9h1,0 + dhe) = (Jz,Jy). Nejprve
d°f(0) = f(0) = —5; f; = 2y® + 3sin(2x), £1(0) = 0, f, = 4y + 3, f(0) = 3 = df(0) = 3dy = 3y;

Yo = Zeos(2a)lo = 2, f1lo = 4ylo = 0, f},lo = 4wlo = 0 = d*f(0) = 2a% fil,lo = —#sin(22)]0 =
Oa f;léyk) = 0; f;léy|0 - 4, fély/y|0 = 0. Pak

84) Lagrange, Joseph Louis (1736-1813), francouzsky matematik, mj. zavedl nazev derivace
85) Maclaurin, Colin (1698-1746), skotsky matematik
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Ef(x,y)lo = (degh + dy£)* f(@,9)|o = filr,da® + 3f1/1, dady + 3f), dedy® + [} dy®lo = 3 - 4dady® =
12zy2;
Protoze féi)m = —% cos(2x) a ostatni derivace 4. fadu jsou nulové, je
d*f(A*) = d*f(Vz,0y) = —2cos(2¥x)da? = —Ex*cos(20z), f(x,y) = —b + 3y + 5227 + F12xy* +
$i(=2)at cos(202) = =5+ 3y + 222 + 2xy* — % cos(20x), kde 0 < ¥ < 1.

Jestlize v okoli O(0) je |z| < 1, pak v takovém okoli po¢dtku plati odhad |e| = |R3(z,y;9)| = |[d* f(A*)| =
| — M| < g7 < 35 = 0,5-1071, takie je tam (nebot D = 1) f(z,y) ~ Ms(x,y) = 2zy* + 1a® +3y — 5

21
s presnosti na jedno desetinné misto, coz vyjadiujeme nésledujicimi tfemi ekvivalentnimi zapisy

|f(x,y) - M3($ay)| < |€|’ M3($ay) - |5| < f(x,y) < M3($ay) + |5|a f(a:,y) ~ M3($’y) + |5| :

Mensi chyby e dosdhneme pfiddnim dalsich ¢leni Maclaurinova mocninného rozvoje funkee f (tj. zvétsenim
k) nebo zmenSenim uvazovaného okoli (tj. zmensenim velikosti x). Na obr. 5.13 je graf aproximované funkce
f(z,y) tmavy a aproximujictho polynomu M3(z, y) svétly. K jejich odliseni jsme museli vzit dostatecné velky
interval proménné y.

5.7 Lokalni a globalni extrémy funkce
7Z hlediska soucasné matematiky i aktualnich inZzenyrskych aplikaci jsou tlohy vedouci na feseni problému

extremalizace mimotfadné diilezité a také velmi casté. Jmenujme asponn metodu nejmensich ctvercti.

5.7.1 Definice Rikdme, 7e v bodé P € M C Dy je (neostré) mazimum funkce f(X) na mnoziné
M (téz vzhledem k mnoziné M), plati-li pro vSechna X € M

f(X) < f(P) neboli® f(X) — f(P) <0 (5.99)
a toto maximum funkce oznacime
f(P)= max f(X) = max f(M). (5.100)

Plati-li ostré nerovnosti, jde o ostré mazrimum funkce na mnozZiné M (v bodé P).
Podobné fikame, ze v bodé P € M C Dy je (neostré) minimum funkce f ma mmnoziné M, plati-li
pro vSechna X € M

f(X) = f(P) neboli f(X)— f(P) =0, (5.101)
a oznacujeme je
f(P) = min f(X) = min f(M), (5.102)

resp. ze v P je ostré minimum funkce f na mnozZiné M, plati-li odpovidajici ostré nerovnosti.
Maxima nebo minima funkce f na M jsou extrémy funkce f(X) na mnoZiné M.
Je-li mnozina M definiénim oborem D funkce f, mluvime (struéné) o globdlnim (neboli absolutnim)
extrému funkce [ (neostrém ¢i ostrém). Piislusné body P nazveme body globdlniho maxima, resp.
body globalnitho minima funkce f a oznacime je

GMAX, resp. GMIN. (5.103)

5.7.2 Definice Rekneme, Ze v bodé P € M C Dy je (neostré) lokdlni mazimum, resp. ostré lokdlni
mazximum funkce f(X) na mnoZiné M®7) (téz vzhledem k mnoziné M), existuje-li redukovane®® okoli
O*(P) bodu P tak, ze pro kazdy bod X patiici do M a zarovenn do O*(P) plati

XeMNO*(P)= f(X) < f(P), resp. f(X) < f(P). (5.104)

Takovy bod P oznac¢ime LMAX; podobné definujeme bod (neostrého) lokédlnitho minima, resp. ostrého
lokdlnitho minima LMIN pomoci obrdcenych nerovnosti (Je-li M = Dy, opét vynechdme dodatek: vzhledem
k Dy &: na Dy) a souhrnné mluvime o lokdlnich®® extrémech na (vzhledem k) mnoZiné M.

86) Nasledujici ekvivalentni (anulovand) nerovnost se ¢asto dokazuje mnohem snadnéji.

87) Uvédomme si, ze M muze byt napf. kiivka.

88)tj. okoli bez samotného bodu P

89)Rikdme jim té7 volné lokalni extrémy funkce, chceme-li je odliit od tzv. vdzangch lokalnich extrémt probiranych dale.
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5.7.3 Dulezité poznamky k extrémum

a)

b)

d)

f)

g)

h)

V definici lokalnich extrému autofi nékdy navic predpokladaji, ze bod P musi byt vnitinim bodem
mnoziny M. V téchto bodech je nase obecnéjsi definice s jejich totozna.

Rozdil mezi extrémem neostrym a ostrym je zfejmy. Napft. funkce z = 2 + 42, jejimz grafem je rotacni
paraboloid, méa v pocatku O = (0,0) bod ostrého lokdlntho minima, ktery je zaroveri bodem jejiho
ostrého globalniho minima, tj. LMIN(0,0) = GMIN(0,0), zatimco maximum funkce neexistuje. Funkce
z = 1—|y|, jejimz grafem je sedlovd stiecha (z ptikladu 5.4.14 na str. 102), ma v bodé (0, 0) neostré lokalni
maximum, které je zaroven jejim neostrym globalnim maximem. Lze psat fimax(0,0) = fomax(o,0) = 1-
Body sedlové strechy prislusné témto maximiém tvofi dokonce pfimku, tzv. hranu mazima sedlové
strechy, v technické praxi znamou jako hieben sedlové strechy.

Pfipomenime, Ze u zminéné sedlové stiechy je z;(0,0) = 0, zatimco z; (0, 0) neexistuje.

Oba priklady z ptredeslé c¢asti ilustruji

Tvrzeni: Je-li funkce f(X) definovand na mnoziné M C E,, pak body mnoziny M, v nichz f mé
ostry lokélni extrém na M, tvofi mnozinu nejvyse spocetnou.

Tvrzeni neplati pro neostré extrémy, nebot napt. funkce konstantni v néjakém otevieném (n-rozmér-
ném) intervalu méa dokonce v kazdém bodé takového intervalu neostry lokalni extrém (zaroven minimum
i maximum), tj. takovych bod je nespoc¢etné mnoho a tvoii kontinuum.

Tvrzeni: Ma-li f(X) v bodé P € My C M C Dy ostré lokalni minimum (maximum) na M, pak mé f
v bodé P téz ostré lokdlni minimum (maximum) na M;. Kontrapozice tvrzeni dava

‘Kontrapozice tvrzeni: ‘ Nema4-li funkce f(X) v bodé P € My C M C Dy ostré lokdlni maximum

(resp. minimum) na aspoii jedné vlastni podmnoziné M; mnoziny M (tj. My # M), pak jej f téz nema
v bodé P na mnoziné M (obsahujici M; jako vlastni ¢ast).

Piipad, kdy bod P je hrani¢ni bod i hromadny bod mnoziny M C Dy (resp. Dy = M) a je nutno
hledat na jeho okoli M NO*(P) (resp. DyNO*(P)) lokalni extrémy, procvi¢ime zejména u tzv. vdzangch
lokalnich extrémii.

Je-li bod P izolovany bod mnoziny M C Dy (tj. i jeji hrani¢ni bod), jde o ,nezajimavou situaci®.?)

Piipomenime (Viz 5.4.19 ¢4sti h)), ze bod P, v némz je gradient (diferencovatelné) funkce f nulovy, tj.
Vf(P)=3d neboli f, (P)=0,...,f, (P)=0,

x

se nazyva staciondrni bod funkce. Pro f diferencovatelnou ve staciondrnim bodé P je ovSem téz
df(P)=0.

Sedlovy bod funkce je stacionarni bod P defini¢niho oboru Dy funkce f (tj. jsou v ném vSechny
jeji parcialni derivace rovny nule), v némz nenastéva lokalni extrém. Sedlo funkce f je bod (P, f(P))
grafu f odpovidajici bodu P, v némz je sedlovy bod. Napi. funkce z = y? — 22 z piikladu 4.1.8
na str. 60 ma v pocatku (0,0) sedlovy bod se sedlem (0,0,0). VSimnéme si, Ze v sedlovém bodé je
f2(0,0) =0 = f,(0,0). Obvykle oba terminy pfili§ nerozlisujeme.

Pfipomenme, ze podle 4.6.11 postacujici podminku pro existenci globalnich extrémi funkce uvadi

‘ (Zobecnéna) 2. Weierstrassova véta ‘: Necht f je funkce n proménnych, kterd je spojitd na ne-

prazdné kompaktni mnozingé M C E,, (neboli uzaviené a ohrani¢ené). Potom existuje (globalni) ma-

ximum a minimum funkce na mnoziné M. Tedy je-li mnozina M jen uzaviena a neni ohranic¢end, napr.
tj. jde o symetralu 1. a 3. kvadrantu, pak je na M napf. funkce z = f(z,y) = = + y (jejimz grafem

je rovina) neohranicend shora i zdola, takze na M nemtZze mit ani globalni maximum ani globalni
minimum. Podobné, je-li M jen ohranicena a neni uzaviend, napf.

M = (0,1) x (0,1),
pak na tomto otevieném ctverci M taz funkce z = x + y evidentné globalnich extrémi nenabyva
(dokonce ani lokalnich). Zato na ¢étverci M = [0,1] x [0, 1], ktery je mnoZinou kompaktni, ma v jeho
hraniénim bodé (1, 1) nejvétsi hodnotu fmax(1,1) = 2, a v hraniénim bodé (0, 0) mé globalni minimum
s hodnotou fin(0,0) = 0.

‘ Zavér: Na nekompaktnich mnozinach extrémy funkci nemusi existovat. ‘

90) Funkce f ma v izolovaném bodé automaticky ostré lokalni minimum i ostré lokalni maximum (a tedy také (neostré) lokalni
minimum i (neostré) lokalni maximum).
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5.7.4 (Zobecnéni) Fermatova®) véta (Nutni podminka existence lokalniho extrému) Ma-li
funkce n proménnych f(X) ve vnitinim bodé P = (p1, ..., pn) definiéniho oboru D lokalni extrém a existuji-li
v P vSechny prvni parcialni derivace, potom je gradient funkce v bodé P nulovy, t;j.
af af
VfP)=0o boli —(/P)=...=—(P)=0
fP) =5 meboli 5L (P)=...= 2L (P)

(tedy P je nutné stacionarni bod). %
Dikaz: Z predpokladt vyplyva, ze pro kazdé k = 1,2,...,n ma funkce jedné proménné o (zy) =
f1, . Pk—1, Tk, Pkt1s - - -, Pn) V bodé pi lokdlni extrém, pFicemz plati vatahy

of

- awk

a ty jsou ekvivalentnim zapisem vztahtl z tvrzeni dokazované véty. &

5.7.5 Dusledek (Nutna podminka existence lokalniho extrému) Ma4-li funkce n proménnych f(X)
ve vnitinim bodé P defini¢niho oboru D¢ lokalni extrém a je v P diferencovatelnd, potom pro kazdy nenulovy

prirtistkovy vektor A € V,, plati
df(P, k) = 0 neboli Vf(P) == (0,...,0).

(Tedy P je nutné stacionarni bod diferencovatelné funkce)??)

5.7.6 Prvni poznamka o hledani bodu podezielych z extréma Ma4-1i f uvnité Dy lokalni extrém,
pak (podle predeslého dusledku) bud

1) jde o staciondrni bod funkce f nebo

2) f v tomto bodé neni diferencovatelnd (to se obecné obtizné ovéiuje, a je nutné postupovat piipad
od pfipadu), coz konkrétné napf. znamend, ze v ném neexistuje alespori jedna z 1. parcidlnich derivaci
vt = 1,...,n (tj. neeristuje v ném ani gradient funkce Vf), pfiemz zadnd ze zbyvajicich 1.

parcialnich derivaci, ktera existuje,?®) neni riizna od nuly, tj. je nulova (Uvedené situaci vyhovuje
piiklad sedlové strechy z = 1 — |y|, kde v pocatku O = (0,0) neexistuje z,(0) a 2,,(0) = 0).

Plati totiz nasledujici véta, jejiz dikaz i geometricky vyznam je analogii funkce jedné proménné.

5.7.7 Véta (Kritérium neexistence extrému) Existuje-li v bodé A = (ay,...,a,) definiéniho oboru
Dy funkce f(X) n proménnych aspon jedna z jejich 1. derivaci f; (A) (1 <i < n), kterd je rzna od nuly,
potom f nemé v A lokalni extrém (ostry ani neostry). %

5.7.8 Piiklad Funkce z = |z|+ |y|, jejiz ¢ast grafu pFipomind plochu ndsypky ve tvaru plasté pfevracené
pyramidy,®® viz obr. 5.14, neni v poc¢atku O = (0,0) diferencovatelna a ma v O ostré lokdlni minimum. V O
neexistuje ani z; (0) ani 2, (O) (avsak existuji vSechny smérové derivace funkce v O).

5.7.9 Druhi poznamka o hledani bodi podezielych z extrém Body z definicniho oboru Dy
funkce f (popf. uvazujeme jen néjakou mnozinu M C Dy), v nichz miZe nastat extrém funkce (lokalni nebo
globélni), nazveme body podezrelé z extrémi, strucné podezrelé body funkce f a budeme je oznacovat
P, tak jak doposud (nékdy se nazyvaji kritické body, z anglického critical points). Podle piedeslé véty

9V Kklasické Fermatové vété pro f(X) je silngjsi predpoklad, ze f je spojité diferencovatelna, tj. je z t¥idy C'' na okoli O(A)
bodu A, pfi¢emz u funkce jedné proménné f(z) tomu odpovida piredpoklad, ze v bodé a existuje f’(a);
Pierre de Fermat (1601-1665), francouzsky matematik, zakladatel algebraicky pojaté analytické geometrie. Tzv. Velka Fer-
matova véta: Rouvnice a” + b"™ = ¢ nemd v oboru prirozenych cisel pro n > 2 fesent, vyslovend Fermatem v r. 1637, o niz
velky némecky matematik Carl Friedrich Gauss (1777-1855) svého ¢asu prohlésil, Ze jde o nefesitelny problém, byla po vice nez
350 letech dokézana. Anglican Andrew John Wiles (¢ti: wilis) (1953-), absolvent univerzit v Oxfordu a Cambridge odstranil
v r. 1994 posledni nedostatky svého dikazu z r. 1993 a jeho ¢lanek s historickym dtkazem Velké Fermatovy véty , Modular
eliptic curves and Fermat’s Last Theorem* vysel v r. 1995 v Annals of Mathematics.

92) P¥ipomenime, #e kdyz f(X) je funkce diferencovatelnd v bodé A, pak v A existuje tecnd rovina (resp. nadrovina, v pripadé
t¥i a vice proménnych), kterd je nutné v bodé lokdlniho extrému kolmé na osu funkénich hodnot.

93)tj. je to derivace vlastni neboli kone¢na,

94)¢j. plasté pravidelného &tyibokého jehlanu
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X

A
1 1y

Obr. 5.14 , Néasypka“ Obr. 5.15 Obr. 5.16

Podeztelé body P jsou
1) viechny vnitini body P definicniho oboru Dy (neboli P € D$, kde D$ je wvnitiek mnoZiny®® Dy),
které jsou

a) staciondrni nebo
b) v nichz neni funkce diferencovatelnd (podrobnéji viz ¢ast 2) pozndmky 5.7.6)
2) vSechny hraniéni body P uzavieného definiéniho oboru (neboli P € 9Dy, kde 0Dy je hranice

mnoziny Dy). Hledani lokalnich extrému na uzavienych mnozinach D, popi. M C D vede na hledani
tzv. vazangych lokadlnich extréma.

5.7.10 Priklad a moZnost pouzit smérové derivace k uréovani extrému Funkce

1 -y proy=>0
2(z,y) =1+ 5yl = 3y) =
1-2y proy<0

mé graf, ktery ze zminéné sedlové sttechy f(z,y) = 1 — |y| (v p¥ikladu na str. 102) vznikne dostacujicim
otoCenim jeji Casti definované nad 3. a 4. kvadrantem kolem hfebene stfechy ve sméru osy z. Graf také

pripomind otevieny sesit s nadzvednutym levym okrajem, viz obr. 5.15. Napf. v poé¢atku O = (0, 0) neexistuje
2,(0) a 2;(0) = 0. Pfestoze u této funkce, ktera neni diferencovatelna, je bod O podle ptedeslé poznamky

podeziely bod, neni v ném lokéalni extrém. Urceme nékteré smérové derivace v O.

22(0) = lim Zlzotocosayotocos f)=z(toyo) lim 1o (Otocos PIZIED — —cos B = — cos0 = —1, takze funkce
o— o—
kles4 v kladném sméru osy y (v okoli bodu O), a(Bz;) (0) = liIglJr 172(0+QC;SL3)71+0 = —2cosfl = —2cosT = 2,
— oy
takze funkce roste v zaporném sméru osy y. Déle je %|o = a(af{) lo = —cos § = —cos § = 0, takze funkce je

v kladném i zaporném sméru osy = konstantni.
Priklad naznacuje, ze

k urcovani podminek pro existenci extrému funkce lze u funkci, jez nejsou diferencovatelné, pouzit smérové

derivace funkce, které vystihnou lokalni vlastnosti funkeci (neni-li jednodussi postupovat podle definice
extréml, tj. pfimo vysetfovat funkéni hodnoty v okoli bodu).®)

Tvrzeni (Postacujici podminka): Existuji-li ve vnitinim bodé P definicniho oboru spojité funkce f(X)
viechny jeji smérové derivace,®”) které jsou kladné (resp. zdporné), funkce md v bodé ostré lokdind minimum
(resp. mazimum,).

Uvedenému tvrzeni vyhovuje predesly priklad s nasypkou.

5.7.11 Véta (Kritérium existence lokalniho extrému) Necht mé funkce f(X) ve svém staciondrnim
bodé P € E, (tj. df (P,l_i) = 0) druhy totalni diferencial d? f(P,i_i) s nenulovym priristkovym vektorem

—

h=(hi,...,hy) € V,, kde V,, je zaméFeni prostoru E,,. Jestlize

95)je mnozina viech vnitinich bodd, viz 3.3.8
96) Funkce z prikladu 5.7.10 nema v O extrém. V jeho okoli jsou jak mensi, tak vétsi hodnoty, nebot

[0,y >0) = f(0,0)=1-y—-1=-y<0 = f(X)<[(O),
O,y <0)—f(0,0)=1-2y—1=-2y>0 = f(X)> f(0).

97) P¥itom nemusi existovat zadné jeji parcialni derivace, a tedy funkce nemusi byt diferencovatelna.
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(1) d%f(P,h)>0VheV,, pak v P je ostré lokdlni minimum

(2) @f(P

a existuji-li (nenulové) vektory hi, o tak, Ze

(3) d2f(P,hy)-d2f(P,hy) <0, pak v P neni lokdlni extrém, ale sedlo. %

Dtikaz: je zalozen na Taylorové vété o mocninném rozvoji funkce f(X).

h
,l_i) <0VheV,, pak v P je ostré lokalni maximum

5.7.12 Hessova matice druhych derivagi, hessian Druhy totalni diferencial funkce f v bodé P je
vyhodné vyjadiit v maticovém tvaru (vektor h € V,, necht je opét fadkovy vektor)

" " . " hy

T1T1 T1T2 T1Tn
" " . " h2
2 7 T1T2 T2T2 T2Tn
d*f(P,h) = (h1,h2,... ,hn) _ o , I (5.105)
" " . " h
T1Tn T2Tn TnTn n

neboli stru¢né | d? f (P, i_i) = hHAKT , kde étvercova matice H fadu n, podrobnéji oznacena H (P) a sestavend

z druhych parcidlnich derivaci, kterd je v bodé P symetricka z divodu zdménnosti smiSenych derivaci
(podle tvrzeni v 5.6.4, kdyZ f je k-krat diferencovatelna v P nebo je dokonce t¥idy C* v bodé P), takze
pro jeji prvky h;; plati h;; = J’C’Mj,hij = hji, 2hi; = hij + hj;, se nékdy nazyva Hessova®® matice funkce
f. Jeji determinant n-tého stupné se nazyvé hessidn a v bodé P jej oznaéime H, (P).

Maticové vyjadreni je vlastné jen jiny zapis totalniho diferencialu 2. fadu jako kvadratické

formy q(h) nad V,,, tj. n-arni kvadratické formy n proménnych hy, ..., h,, které jsou souradnicemi
prirastkového vektoru h, tj.

g(h) = A2 (P 1) = 32 30 il (PYhihy = 3 flo,(PYR2 +23° 1 (P)hsh; (5.106)
i=1j=1 i=1 i#j

a hovofime o kvadratické formé generované symetrickou matici.

5.7.13 Poznamka V algebfe se definuje redlnd n-drni kvadratickd forma jako homogenni (tj. bez

absolutniho ¢lenu i linearnich ¢lenid) polynom 2. stupné o n proménnych hq, ..., h,
q(hl, ey hn) = Z aijhihj == Z a”hf + 2 Z aijhih]‘ = ﬁAﬁT 5 (5107)
ij=1 i=1 i#j

kde a;; = aj;,2a;; = ai; + aj; jsou dand ¢isla, kterd tvori prvky symetrické matice A. Protoze pro nulovy
vektor 6 = (0,...,0) jsou vSechny kvadratické formy q(f_i), h= (hi,...,hyn) € V,, nulové, tj. ¢(d) = 0, délime
je podle toho, jakych hodnot nabyvaji pro vektory h # ¢’ s vyuzitim clenéni predeslé véty na tyto druhy:

(1) Forma q(f_i) je pozitivné definitni, kdyz q(f_i) > 0Vh # 6.

(2) Forma q(f_i) je negativné definitni, kdyz q(f_i) < OVh #a.

(3) Forma q(h) je indefinitni, kdyz 3hy # & 3ha # 6 : q(hy) - q(hs) < 0.99)
(4) Forma je

(a) pozitivné semidefinitni, resp.

(b) negativné semidefinitni, kdyz q(l_i) > O0Vh # &, resp. q(f_i) < OVh # &, a kdy# existuje hy # &
tak, ze q(h1) = 0 (v obou pfipadech).

Matice A pozitivné (resp. negativné) definitni kvadratické formy se nazyvd pozitivné (resp. negativné)
definitni atd.

98) Hesse, Ludwig Otto (1811-1874), némecky matematik.
99)Neboli nabyva jak kladnych, tak zapornych hodnot.
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5.7.14 Poznamka Véta 5.7.11 nefik4 nic v piipadé, ze d%f (P, l_i) je v P tzv. semidefinitni kvadratic-
kou formow, coZ je piipad zahrnujici jak (4a), tak (4b) v 5.7.13. V semidefinitnim p¥ipadé proto mize,
ale nemusi nastat lokalni minimum, resp. maximum. Tento piipad vsak lze casto zodpoveédét uzitim vyssich
derivaci (stejné jako u funkci jedné proménné, kdy napi. funkce y = 2% m4 v nule ostré lokalni minimum a
y = o3 tam extrém nema).

Poznamenejme, Ze vétou 5.7.11 rozhodnuté tii pifpady odpovidaji po fadé tomu, kdy d?f(P, ﬁ) je kvad-

-

ratickd forma ¢(h) pozitivné, resp. negativné definitni, resp. indefinitni.

5.7.15 Priklady definitni a indefinitni kvadratické formy jsou pozitivné definitni forma (nad Vs)
@1(h) = q1(hy, hy) = h2 +h2, negativné definitni forma g, = —h2 — h2 a indefinitni forma g5 = —h2+h2 nebo
g4 = hihso, jejichz grafiim po fadé odpovidaji rotaéni paraboloid otevieny ve sméru, resp. proti sméru osy
funkénich hodnot, resp. hyperbolicky paraboloid (z ptikladu 4.1.8, resp. ze cviceni 4.9).

5.7.16 Priklady semidefinitni kvadratické formy, kdy extrém muZe i nemusi nastat Funkce
fla,y) = (22 + 1)y?, g(z,y) = 2® + y? maji v pocatku O = (0,0) stacionarni bod. Forma q(l_i) = q(h1,ha) =
2h3 je v O pro obé funkce pozitivné semidefinitni, nebot q(f_i) = 0 pro h = (h1,0) # 0, je-li hy # 0. Lze
ukdzat, Ze pro f je v O neostré lokdlni minimum, tj. O = LMIN. Funkce g nemd zadny extrém (pro y = 0
méni znaménko s proménnou ).

5.7.17 Urcovani definitnosti kvadratickych forem je v algebfe zaloZeno na ¢etnych nutnych i po-
stacujicich podminkach. K nejoblibenéjsim metodam patii prevedeni symetrické matice A kvadratické formy
q(i_i) na diagondlni matici A = diag(A1,...,A\,), jejiz prvky A; jsou vlastni ¢&isla matice A urcend z jejiho
charakteristického polynomu det(A — A1) = 0, kterd jsou redlnd, nebot A je redlna symetrickd matice.

My nyni vyuzijeme znamou Sylvestrovu vétu,'°?) nazgyvanou téz Sylvestrovo kritérium, nebot jde
o postacugjict podminku k urceni definitnosti kvadratické formy g(l_i), ¢ehoz pfimym dusledkem je néasle-
dujici praktickd véta k uréeni znaménka diferencialu d2 f (P, l_i)

5.7.18 Véta — Dusledek Sylvestrova kritéria pro ostry lokalni extrém funkce f(X) Nechf ma
funkce f(X) ve svém staciondrnim bodé P € E,, (tj. df(P,h) = 0, tedy V f(P) = 6) druhy totalni diferen-

cidl'®)) s (nenulovym) piiriistkovym vektorem i = (hy, ..., hn) € Vp,

d2f(P,R) = hirh? 4 ... + hpnh? + 2hishiho + ...+ 2hn_1nhp—1hy = RHRE" (5.108)
kde H je Hessova symetrickd matice funkce f s prvky h;; = J’E’Mj(P), hij = hji, 2hij = hij + hj; (i) =
1,...,n). Necht jeji zdkladni hlavni subdeterminanty Hy, (k = 1,...,n) konce jejim determinantem n-tého

stupné, tzv. hessidnem H,,(P) = det H(P), jsou

hi1 hiz  hisz hir -+ hin
hir hi2 . .
Hiy=hy1,Hy = ,Hs = hia  haos  hag ..., Hy = : ., : . (5109)
hiz  h2e
his  haz  has hin =+ hnn
Potom, jestlize
(1) Vk Hi, > 0, ma f v P ostré lokalni minimum,

(2) VE Hap—1 < OA Ha, >0, ma f v P ostré lokdlni mazimum,'°?
(3) 3k Hop, < 0, nemd f v P lokdlni extrém, ale sedlovy bod (sedlo),

(4) 3k Hx, =0, nelze rozhodnout!®?), lokalni extrém miize i nemusi nastat. %

5.7.19 Véta — Dusledek Sylvestrova kritéria pro ostry lokalni extrém funkce f(x,y) Nechf ma
funkee f(x,y) ve svém stacionarnim bodé P € Ez (tj. df(P) = 0, tedy f;[p = f,|p = 0) totalni diferencidl
druhého Fadu. Ozna¢me Hs Hesstiv determinant (hessidn) Hessovy matice H sestavené z hodnot druhych

100) Sylvester, James Joseph (1814-1897), anglicky matematik.

101)nebo necht f je v P dokonce dvakrat spojité diferencovatelna neboli f je v okoli O(P) bodu P t¥idy C2
102) 75, pro liché k je Hy, < 0 a pro sudé k je Hy, > 0.

103) timto diisledkem Sylvestrova kritéria, tj. teorie kvadratickych forem (tj. i diferencidla) selhava
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derivaci funkce f v bodé P, tj.

n(P), fr(P) %
Hy = | Jx2) /Y , a oznacme H; = f/ (P).19% (5.110)
2y (P)s £y (P)

Potom,
je-li Ho > 0, ma f v P lokalni extrém, a to

(1) kdyz je H; > 0, ma f v P ostré lokdlni minimum,

(2) kdyz je H; < 0, ma f v P ostré lokdlni mazimum,

je-li

(3) Hy <0, nemé f v P lokdlni extrém, ale sedlovy bod (sedlo);

(4) Hy = 0, nelze rozhodnout, lokalni extrém (i neostry) mtize i nemusi nastat, existuje-li ale redukované
okoli O*(P), ze pro kazdy bod X € O*(P) je
(a) Hy(X) >0, ma f v bodé P lokdlnt extrém (jenz uréime z 5.7.21),
(b) H2(X) < 0, nemé f v bodé P lokélni extrém, ale sedlovy bod (sedlo). %

5.7.20 Poznamka s otazkou Podobné lze doplnit vétu pro vySetfovani extrému ve stacionarnich bodech
P funkce f(z,y, z). Otazka: Muzeme ve vété 5.7.19 misto ¢isla Hy = f,/,(P) vzit H} = f (P)?

5.7.21 Co v pripadech, kdy o extrémech podle uvedenych vét nelze rozhodnout Postup v po-
deztelych bodech P naznacime v feSenych prikladech. Napft.

e kdyZ P je stacionarni bod funkce f k-kréat diferencovatelné, k > 3, tj. df(P) = 0 a navic d®f(P) = 0,
uréujeme znaménko (definitnost) prvniho nenulového diferencidlu vyssiho fadu (Viz 5.7.14);

e nékdy je vyhodné pouzit definici lokalniho extrému funkce f a vySetfovat v okoli P znaménko rozdilu
(f(X) = f(P)), pficemZ f nemusi byt diferencovatelna — viz zajimavy ptiklad 5.7.23;

e u f(z,y) lze navic prokladat bodem P svazek vhodnych k¥ivek, napt. pfimek a na tomto zizeni funkci
f vysSettovat jako funkci jedné proménné v okoli P;

e lze popf. vyuzit matematicky software (Maple, Matlab, Mathematica apod.).

5.7.22 Ptiklad Vysetieme lokalni extrémy funkce f(z,y,2) = 22 + y? + 2% — 2y + 3z — 2y — 42 — %
Reseni{: Funkce je dvakréat diferencovatelné, nebot je dokonce tiidy C* na Dy = E3. Podeztelé body P zde
mohou byt jen stacionarni body. V nich je gradient funkce nulovy, tj. Vf = 4. Resit tuto vektorovou rovnici
znadi fesit soustavu tii rovnic

fl= 22 —y +3 =0

fl= —x +2 —2 =0

#l = 2 —4 =0.
4 1

Jedingm fesenim je bod P = (-3, 3,2). Zda je P bodem lokdlniho extrému, zjistime podle dtsledku Syl-
vestrovy véty uréenim definitnosti diferencidlu d?f (P,i_i) v P jako kvadratické formy q(i_i) nad Vs, kde
h = (h1,ha, hs) # 0, generované symetrickou Hessovou matici H funkce f v bodé P s hessidnem tietiho

stupné Hs = det H, jejichz prvky h;; jsou druhé derivace f v P. Mame
velp =2, fylp =2, e =2, f)lp = =1, fiLlp =0, fiLlp =0,

a2f (P, ]_i) = q(h) = 2h? + 2h3 + 2h3 — 2h1ha,
hi1 = hoa = ha3 = 2, 2h12 = =2, tj. hig = —1, ostatni h;; =0 (4,5 = 1,2, 3),

2 —1 0 , 4
Hi=|—-1 2 0|=6>0, H2:’ I ’=3>0, H =2>0.
0 0 2
V bodé P ma tedy f(X) ostré lokdlni minimum, tj. P = LMIN(fg, %,2) s hodnotou fimin = f(P) = -7,

které je zaroven ostrym globalnim minimem f, tj. fumin = fomin, nebot dalsi podezielé body uz neexistuji
(Dy jako neohrani¢end mnozina nemd hranici D). Maxima funkce neexistuji (z téhoz divodu).
Vsimneme-li si, ze d? f(P,h) = h? + h3 + (h1 — ha)? + h3 > 0 V3 # h € V3, tj. podle (1) v odstavci 5.7.13 jde

—

o pozitivné definitni formu ¢(h) nad V3, plyne existence LMIN opét podle (1) v ptislusné vété 5.7.11.

104) Pedy Hy, Hy jsou opét zakladni hlavni subdeterminanty Hessovy (symetrické) matice H.
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5.7.23 Ptiklad Urceme lokalni extrémy funkce f(z,y) = 2.
Reseni: f € C®(Ez), tedy f je i dvakrat diferencovatelnd na Dy = Ey a podezielé body P mohou byt
jen stacionarnimi body. V nich je Vf = ¢ neboli feSenim soustavy f. =2z =0, f; =0 =0 je kazdy bod

Pv = (0,y0), kde yo € R, tedy libovolny bod soufadnicové osy y. Protoze hessidn z druhych derivaci f je

2 0

HZ(X) = 0 0

-0

pro viechny body X € E,, nelze pfimo rozhodnout. Zklame néas i druhy diferencial, protoze d2f (X,f_i) =
2h% > 0 je pozitivng semidefinitni kvadratickd forma, nebof d2f(X, k) = 0 pro h = (0, ha) # &, je-li hy # 0.
Tedy obé véty 5.7.191 5.7.1119%) selhavaji. Jelikoz i vyssi diferencialy jsou nulové, zkusime podle 5.7.21 pouzit
definici lokalniho extrému. Protoze

f(x)ff(P):f(xvy)ff(OvyO):1'2ZOif(zay)Zf(OvyO)a

nastava ve vsech bodech osy y neostré lokdlni minimum s hodnotou 0, a zaroven i neostré globalni minimum,
nebof jiné extrémy neexistuji. Situace je zfejma z toho, ze grafem funkce je parabolickd vélcova plocha
znazornéna pro 4.2.16 na str. 66.

5.7.24 Priklad extrému s neexistujicimi derivacemi Urceme lokdlni extrémy funkce f(z,y) =

V=12 —2p.

Reseni: Dy = E, obor hodnot funkce Hy = [0, +00).

—2)2
fi=3Y =0 = y=2 (@#£)),

Protoze f nemé 1. parcidlni derivace na mnoziné P urcené bodem P = (1,2) a ,pfimkami“ jej neobsahujicimi
p1: c=1Ay#2,pa: y=2Axz # 1, neni [ téZ na této mnoziné P diferencovatelnd. Mimo P je vSude
gradient funkce nenulovy, tj. Vf # 0, nebot obé derivace f, f, jako jeho soutadnice nejsou zaroven nulové.
Jelikoz stacionarni body neexistuji, zbyva hledat lokdlni extrémy na ,podezielé“ mnoziné P, tj. tam, kde
neexistuje Vf, tedy pfimo podle definice lokalnich extrému vysetfovat funkéni hodnoty v okoli podezielych
bodu.

Zde neexistuji obé derivace, extrém miize nastat, nebot v redukovaném okoli O*(P) je

fla,y) = F1,2) = V(@ =12/ (y—2)2 - 0> 0 = f(X) > f(P) VXeO*(P),
pri¢emz rovnost nastane jen pro body X € O*(P) lezici na pfimce p; nebo pa, tj. v P ma f neostré lokalni
minimum, P = LMIN(1, 2).

Zde f! neexistuje, fz// = 0 a tato nulova derivace signalizuje, zZe miiZze nastat neostry extrém.
Plati

flay) — fLy) = V(@ —12¢(y—2)2-0>0 = f(X)> f(Xo) YXe€ O (Xg),Xo € p1,

pri¢emz rovnost nastane jen pro body X € O*(Xg) lezici na p; neboli pro body X z redukovaného okoli bodu
Xo ptimky p1, tj. v bodech Xo pfimky p; ma f neostrd lokalni minima. P¥imka p; = {LMIN(1,y) |y € R\ {1}}
doplnénd o bod P je tzv. hrana minima.

Zde f, neexistuje, f, = 0 a zcela analogicky zjistime, ze v bodech Xo pfimky p» ma f neostrd
lokalni minima, tj. pe v¢. bodu P je téZ hrana minima. Zaroveni v bodech mnoziny P = {P} U p; U py
nastévaji i globalni minima. Maxima funkce neexistuji (Viz obr. 5.16 na str. 124).

Piimky p1,p2 s bodem P tvoii osovy kriZ (bodi neostrych lokdlnich i globalnich minim), na némz funkce
neni diferencovatelnd, tj. v jeho bodech neexistuji te¢né roviny.

5.8 Vazané extrémy funkce

5.8.1 Pojem vazaného (téZ podminéného) extrému at lokdlniho nebo globdlniho dané funkce
f(X) n argumentt se v inzenyrskych vypoctech objevuje tehdy, hledaji-li se extrémy vazané k né&jaké pod-
mince, popf. podminkam, které popisuji danou mnozinu M, a které se nazyvaji vazba. Jde tedy o extrémy
na (vzhledem k) mnoZiné M definované v 5.7.1 a 5.7.2. Mluvime o vdzangych extrémech funkce f
na (vzhledem k) vazbé M. Neni-li M C Dy, pak uvazujeme viude misto M jen spoleéné body M N Dy.

1()":’)jak dtisledek Sylvestrovy véty pro f(z,y) vyuzivajici hessian, tak véta o postacujici podmince vyuzivajici znaménka druhého
diferencialu
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Jinak feceno, jde o hledani (volnych) extrémii zizZeni f|arnp, funkce f na mnozinu M NDy. Podminek vazby
bude m, kde m < n. Budeme je zapisovat ve tvaru

91(X) =0,...,gm(X) =0 nebo vektorové g(X) = a, (5.111)

coz je systém m rovnic (obecné nelinedrnich) a uvazujme, ze vektory jsou sloupcové, tj.
FX) = (g1(X), ..., gm(X))T. Plati

M={XeE,|g1(X)=0,...,9m(X) =0,m < n}, (5.112)
strucnéji
M = (", (X € By | gs(X) = 0} (5.113)
5.8.2 Poznamka k pruniku ploch Napf. mnozina bodi {X € E,|g1(X) = 0} muze predstavovat
nadplochu v E,, dimenze (n — 1). Prinik mnozin
{(X€En[g1(X) =0} N{X € Ep|ga(X) = 0}
je jiz v E, atvar o dimenzi (n — 2) atd. Mnozina M je pak v E,, (n — m)-dimenzionélni plocha.

5.8.3 Intermezzo k pribliZnému reSeni soustav nelinearnich rovnic v inZenyrské praxi V od-
stavci 5.8.1 jsme se zminili o soustavé nelinearnich rovnic. Interpretujeme-li neznamé, jak je obvyklé, jako

sloupcovy vektor &, tj. #1 = (x1,...,7,) € V,,, a stejné tak i ostatnimi vektory, a omezime se na nejéast&jsi
pfipad n rovnic o n nezndmych 1, ..., z, (n > 2)

gl(xlv s ,In) = 07 92(:617 s ,In) = 07 s agn(:pla s ,In) = 07 (5114)
p¥icemz polozime G = (g1,...,92)T, i = gi(x1,...,20) = :(Z), (i = 1,...,n), 5= (0,0, ...,0), mizeme

predeslou soustavu nelinedrnich rovnic psit vektorové
g(@) =a. (5.115)

Ptiblizné feSeni této nelinedrni vektorové rovnice provadime numericky na pocitaéi zobecnénou ite-
racéni metodou, kterd je lokalni, tj. dava feSeni ve tvaru konvergentni posloupnosti (n-tic neboli) vek-
tortt (Fzy,Fwy, ... F2,)T = F%, k = 0,1,2,... za piedpokladu, 7e nulté (tj. vychozi ¢ pocatecni) iterace
0% = (%21,...,%,)T je dostateéné blizko hledaného fegeni #. Pfitom °# se uréuje odhadem zaloZenym ¢asto
na znalosti oboru hodnot soutadnic z1, ..., z, nebo na znalosti geometrické ¢i inzenyrské povahy vychoziho
modelu ulohy.

Klicovym predpokladem Fesitelnosti nelinearni soustavy rovnic g(Z) = 0 je, aby soufadnicové funkce
gi(x1, ..., z,) mély na néjaké oblasti 2, v niz hleddme FeSeni Z, spojité 1. parcialni derivace podle z1, . .., =y,
tj. g; € C1(Q) a aby determinant Jacobiovy'°®) matice funkci g1, ...,qg, (¢ti: jakobiovy)

991 Oar ., Oda¢1
Ox1’ Oxzo? Oxy,

J(@) = J(x1,...,2p) = : : : (5.116)
99n  O9n ... 94n

Oz’ Oxo’ ox,

nazyvany struéné jacobidn (jakobidn) a oznacovany det J = % = J byl nenulovy, tj. ,
na oblasti © (O jacobidnu zobrazeni viz IP, odstavec s ndzvem Jacobian zobrazeni).

Specidlnim piipadem zobecnéné iterac¢ni metody je (zobecnénd) Newtonova-Raphsonova metoda te-
éen pro (k + 1)-ni iteraci®”)

Mig=rty gtz gz, (5.117)
vyjadienou pomoci inverzni Jacobiovy matice J~' v k-té iteraci *Z. [Je to analogie (k 4 1)-ni iterace xj 1
jedné (skaldrni) rovnice g(z) = 0 (kdy je n = 1), pro niz v tomto jednorozmérném piipadé plati

g(zx)

Thi1 = Tk — > , je-li ¢’'(x) # 0 na intervalu G.]
9'(wx)

Poznamenejme, ze ¢ini-li vypocet derivaci Jacobiovy matice potize, popf. neni zarucen dobry odhad nulté

iterace °%, pak je vhodné&jsi zvolit | metodu secen |, prestoze jeji konvergence k pfesnému feseni je pomalejsi.
7 dalsich metod jmenujme metodu vloZeného parametru a gradientni metody.

106) Jacobi, Carl Gustav Jacob (1804-1851), némecky matematik, zakladatel teorie implicitnich funkci.
107)Mimoch0dem, v praxi se (k + 1)-ni iterace poc¢itd nikoli podle nésledujiciho vzorce, jenz uvadime pouze kvili porovnani,
nybrz ze vzorce, kde se nepouzije inverzni matice J~1, ale jen J.
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Obr. 5.17 Vazany extrém Obr. 5.18

5.8.4 Geometricka interpretace vazaného extrému pro diferencovatelnou funkci f(X) = f(z,y)
v kazdém bodé P = (z9, yo) mnoziny M uréené vazbou g(z,y) = 0 a pro situaci, ze P bude napt. bodem
vdzaného lokélniho maxima, tj. P = VLMAX(z, o), funkce f s grafem G(f), je nasledujici. Vazbou
uréend mnozina M muZe byt rovinnou kiivkou 2 C Ey (Viz obr. 5.17). Plati totiz ¢(P) = 0, a je-li napf.
g,(P) # 0, pak podle véty (str. 113) o existenci implicitni funkce existuje okoli O(P), na némz je rovnici
g(z,y) = 0 dana implicitni funkce y = ¢(x), jejiz graf, tj. kiivka #; prochdzi bodem P. Bodim X = (z,y)
kiivky # odpovidaji na plose G(f) body (z,y, f(z,y)) tvofici prostorovou kiivku J#3 C Ez. Ta mé v bodé
(0,0, f(P)) lokdlni extrém, zde lokdlni mazimum, a existuje-li v tomto bodé tecna t ke kiivce 3, pak
je rovnobézna s rovinou xy.

Poznamenejme, Ze za uvedenych predpokladi je vazbou g(x,y) = 0 v E3 uréena také kolma védlcovd (téz
pfimkovd) plocha . (s ¥idicimi pfimkami kolmymi k roviné xy), takze 25 = G(f) N .7

Rikame, ze funkce f ma v bodé P ostré vdzané lokdlni mazimum, resp. minimum na vazbé M,
plati-li
FX) < f(P) resp. f(X) > f(P) YXeO*(P)NM.

5.8.5 Priiklad prevedeni vazaného extrému na volny Urdeme rozméry bazénu tvaru kvadru tak,
aby pii daném objemu V byla spotieba materidlu (barvy, obkladu apod.) na adrzbu jeho vnitinich stén
minimalni.

Reseni: Povrch S bazénu urcujici spotfebu materidlu na bazén o rozmérech dna x, y a hloubce z je

S(x,y,2) = 2y + 2wz + 2yz = 1y + 2(z +y)2

a my hleddme jeho minimum. Protoze objem bazénu je V = xyz, kde x > 0,y > 0,z > 0, je vazba dana
ve tvaru
V —2yz=0, tj. g(z,y,2) =0.

Zde je m = 1,n = 3, tedy je splnéna podminka m < n.
Nastésti lze z vazby kteroukoli z proménnych vyjadrit explicitné. Protoze napt. z = %, prevedeme tlohu
hledat véazany extrém funkce S(x,y, z) na tlohu hledat (volny) extrém funkce o jen dvou proménnych x,y

v 1 1
o(z,y) = S(z,y,@) ::cy+2v(§ + E)_

Hledejme lokélni extrémy. Pak Vo = 0, jestlize

2V
U'y:x——zo.

O’Iz:y_?:()/\ "

Resenim tohoto nelinedrniho systému rovnic!®®) obdrzime pro stacionarni body P vztahy x%y = 2y? = 2V,
tj. 2 =y >0, z(z® — 2V) =0, a odtud zo = yo = V2V, 20 = 1 V2V, tedy P = (V2V, V2V, 17V2V).
Pro urceni typu lokalniho extrému v bodé P pomoci disledku Sylvestrovy véty s vyuzitim hessianu Ho
vy¢islime derivace
O';Igclp = h11 = H1 = (4V)/(2V) = 2, O’Iz/y|p = h12 = 1, O‘/ylylp = 2. Pak H2 =3.

Protoze je Hy > 0, Hy > 0, je v P ostré lokalni minimum,'%)

bazénu po dosazeni je S(P) = 3{/(2V)2.

tj. P = LMIN. Pfitom urceny minimalni povrch

108) Nagtésti jej nemusime Fesit nékterou zminénou numerickou metodou.
109) pyislusné kvadraticka forma k d2f(P) je v P pogzitivné definitni.
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Ze jde o globalni vazané minimum funkce S, plyne z povahy tlohy i z toho, ze o(x,y) je definovana
v oteviené oblasti, kterou je 1. kvadrant roviny Es a ma zde jediné lokalni minimum.

Ze souiadnic bodu P vidime, 7e bazén o objemu V musi mit ¢tvercové dno o délce strany /2V a poloviéni
hloubce (napt. pii objemu bazénu V = 32m? vychazi rozméry jeho dna x = y = 4m a hloubka z = 2m).

5.8.6 Jak postupovat ve slozitéjSich pripadech si naznac¢ime v nasledujicim odstavci, kdy si odvo-
dime pojem Lagrangeovy funkce L(X). Ten je klicovy v dilezité metodé Lagrangeovych koeficientu
(multiplikatora) 1, . .., Ay, nabizejici moznost hledat vizané extrémy v pripadech, kdy neexistuje zavislost
mezi proménnymi 1, . .., &, umoziujici vySetfovat (volné) extrémy puvodni funkce nebo kdy tato zavislost
existuje, ale je komplikovana.

5.8.7 Lagrangeova funkce L a koeficient \ (pfipad m = 1) Hledejme extrém diferencovatelné
funkce f(x,y) s jednou vazbou g(z,y) = 0, jiz je uréen graf implicitni funkce — kfivka .#"v daném intervalu.
Necht existuje jeji parametrické vyjadieni — parametrizace ve tvaru (bodové) funkce X = ®(t) = (z(t), y(t)),
kde parametr t € [a, ], tj.

M = #={X(z,y) € E2 | g(x,y) = 0}.

Hledéame tedy extrém funkce jedné proménné ¢, a to

L(t) = f(x(t),y(1)) -
Ve staciondrnim bodé P je L'(t) = 0. Podrobnéji, v P je L/(t) = 9k = L4+ 509 — (9L, 90). (2 (1), /(1)) =
Vf-®(t) = 0, coz znamend, ze vektory Vf a @ jsou v P k sobé& kolmé, pricemz @' je teény vektor i’
krivky, nebot plati
X(to + At) — X(to) 7(to + At) — 7(to)

& (to) = li = li =7t
(to) = Jim_ At A0 At " (to)

kde P = X(to), 7(t) je radiusvektor bodu X(t) = ®(¢). Proto je v bodé P vektor V f kolmy ke kiivce .# dané
vazbou g(z,y) = 0, kterou lze chapat jako nulovou vrstevnici funkce g. To v8ak znamend, ze vektory V[ a
Vg jsou kolinearni, tedy existuje ¢islo A\ takové, ze

Vf+AVg=V(f+XIg)=7.

Tuto podminku lze interpretovat podle zobecnéné Fermatovy véty 5.7.4 jako nutnou podminku lokalniho

extrému funkce L = f + Ag a obecnéji pii m vazbach g1, ..., gn pak funkce
L(X) = f(X) + )\191()() + )\QgQ(X) + ...+ )\mgm(X) R (5.118)
kter4 se nazjva Lagrangeova funkce. Cisla )1, ..., \,, se nazyvaji Lagrangeovy koeficienty (téZ mul-

tiplikdtory). Zobecnénim nasich Gvah se odvodi nésledujici dvé véty.

5.8.8 Véta (o nutné podmince existence vazanych extrému metodou Lagrangeovych koefici-
entt) MA4-li Lagrangeova funkce L(X) z (5.118) n proménnych pfislusnd k funkci f(X), kde 1 < m < n,
ve svém staciondrnim bodé P volny lokalni extrém, pak funkce f(X) mé na vazbé M z (5.113) v bodé P
vazany lokalni extrém. %

5.8.9 Poznamka Obricend véta neplati. To ptsobi potiz v tom, Ze nemé-li L(X) v bodé A lokalni extrém,

presto f(X) miize mit na vazbé M v P vézany extrém. Je-li tedy piislusna kvadratickd forma q(f_i) druhého

diferencidlu d2L(X, i_i) indefinitni, nemusi to pfesto znamenat, Zze f nema vazany extrém v A.
Poznamenejme, ze Lagrangeovy koeficienty Ay, ..., A, uréime feSenim soustavy (n+m) rovnic (v obecném

pripadé nelinedrnich)

ox1 ) Oz

A1
91(X) =0,...,9m(X) =0 mneboli  §(X) =0, (5.119)

FL(X) =0, F=(X) =0,..., Z(X) =0 neboli VL(X)a,}

o (n+m) neznadmych, nebot z ni za jistych pfedpokladi také uréime jesté i souradnice stacionarnich bodt P =
(p1,--.,pn) Lagrangeovy funkce L(X), kterym odpovida jistd m-tice Lagrangeovych koeficientt. Tento postup
nazyvany (Lagrangeova) metoda Lagrangeovych (neurditych) koeficientid umozni v nasledujici vété
formulovat také postacugici podminku (tj. kritérium) pro existenci vazanych extrémi'0).

e Pouziti metody Lagrangeovych koeficientt v pfipadé, kdy vazba M je dana nikoli systémem rovnic, ale
i systémem nerovnic, nebudeme studovat.

110)Specialni piipad, kdy vazebnich rovnic je o jednu méné nez proménnych, tj. m = n — 1, a k hledani podezielych bodi P
z vazanych extrémi lze pouzit tzv. metodu jacobidnu funkci f,g1,...,9n—1 (tj. nulovosti jacobidnu) na vazbé M, nebudeme
rozebirat.
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5.8.10 Véta (Kritérium existence vazanych lokalnich extrému) Necht g1(X),. .., g (X) jsou funkce
n proménnych (1 < m < n) tiidy C! na oteviené mnoziné G C E,,. Oznaéme M mnozinu vSech bodt, tzv.
vazbu

m

M = 'ﬂl{X €E,|g(X)=0}.

i=
Necht Jacobiova matice J(z1,...,x,) z (5.116) typu (m,n) ma na G maximalni moznou hodnost m.
Necht f(X) je funkce t¥idy C? na vazbé M a bod P € M méa nasledujici vlastnosti

(1) existuji Lagrangeovy koeficienty A1, ..., A, € R Lagrangeovy funkce L(X) z (5.118) tak, ze P vyhovuje
soustaveé n rovnic
2 e =0,

Oz Ox1 m dax,

VL(X) =5 neboli { --- (5.120)
DL e 4 A =0,

Oz, Oy, m oz,

a ovSem téz soustavé m rovnic (nebot P € M)

91(X) =0,
g(X) =3 neboli e (5.121)
gm(X) = 0;
(2) kvadratické forma q(h) = d2L(P, 1) uvazovana pouze pro piirtistkové vektory!?)
heT=N{ZFeV,|ZLVguP)}=N{ZeV,|z VgP)=0} (5.122)
i=1 i=1

je pozitivné definitni (resp. negativné definitni, resp. indefinitni).

Pak funkce f mé v takovém bodé P ostré vazané lokdlni minimum (resp. maximum, resp. extrém nema4)
na vazbé M. %
Diikaz: je zalozen na vété o implicitni funkci.

5.8.11 Poznamka k vété Zuzeni prostoru V,, na teény podprostor 7" k vazbé M v bodé P je pro testo-
vani definitnosti kvadratické formy q(h) ptislusné druhému totédlnimu diferencialu d2L(P, h) kli¢ové. Kvad-

—

ratickd forma q(h) muZe byt indefinitni na celém V,, ale jeji ziZeni na teény podprostor T uz
muze byt definitni, jak pozname v néasledujicim piikladu.

5.8.12 Priklad Vysetieme, zda funkce f(z,y) = y? — 22 m4 na mnoziné
M={X= (x,y)€E2|x—e_y2+1:0}

vazany lokalni extrém.
Reseni: Zde je m = 1, mame jednu podminku vazby M ve tvaru

g(z,y) =0, kde g(z,y) =z —e ¥ +1,

ze které lze vyjadiit z(y) jako funkci proménné y a piejit k vySetfovani volnych lokalnich extrému funkce

f(z(y),y) proménné y.
Pouzijeme vsak metodu Lagrangeovych koeficientti. Lagrangeova funkce je

Liz,y) = f(z.y) + Ag(z,y) = 9% —2® + Mz —e ™ +1).

(1) Uréime podezielé body P funkce L na vazbé M z podminky (1) piedeslé véty. Je to soustava rovnic pro
neznamé x,y, A

9L — 0, —2r + A =0,
9L —o, . 2y + 2ye ¥ =0,
g(z,y) =0, r — eV 41 =0.
ProA=0jexz =y =0. Pro A\ # 0 mame z prvni rovnice x = %, z druhé e ¥ = —%, a dosazenim

do tieti ziskdme kvadratickou rovnici A2 + 2\ + 2 = 0, kterd neméa realné feseni. Vyhovuje tedy jediny
bod P = (0,0), kterému pfislusi A = 0.

111) i nikoli 7 celého zaméteni Vn, prostoru En, ale jen ty, které patii do (vektorového) podprostoru T', tzv. teéného podprostoru
dimenze (n — m) k vazbé M neboli do prostoru T vsech teénych vektorti k M v bodé P
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(2) V této druhé ¢asti predpokladii véty uréime definitnost d?L(P, l_i) bud rovnou v te¢ném podprostoru
T, jak uvadi véta, popf. v celém Vy vSech prirustkovych vektoru h = (h1,ha) # 0, coz muze byt
snadnéjsi. Testujme nejprve d2L ve V,. Pak d?L lze pomoci Hessovy matice H vyjadfit podle 5.7.12
jako kvadratickou formu q(h)

RN -2 0 h -
d®L(P,h) = hHh™ = (hl,hQ)( 0 2 ) ( h; ) =2(h3 — h?) =q(h),

kterd je indefinitni (Viz 5.7.13) na V3, nebot mize nabyvat jak kladnych, tak zapornych hodnot. Tz
vysledek ziskdme piimo z dtisledku Syvestrova kritéria 5.7.19, nebot determinant hessian Ho = det H =
—4 < 0. Podle 5.8.11 tim vtbec neni vylouceno, ze by zde presto mohl byt vazany extrém. Musime
se proto omezit jen na te¢ny podprostor T' vektoru h (Stejné by tomu bylo, kdyby forma q(l_i) byla
semidefinitni na Vs). D4l miizeme postupovat dvéma zptisoby

(a) Podminka pro T je b L Vg;(P), tj. h-Vg:(P) = 0 neboli (h1, hs) - (1,0) = hy = 0, omezime se tedy
v T =V,_, =V, jen na vektory h = (0, he) # d. Pro né pak plati
d2L(P,h) = (0, h2) H (0, h2)™ = 2h% = ¢* (k) = ¢* (h2) > 0.

Tato forma ¢* je na T pozitivné definitni, takze f ma podle predeslé véty v bodé P ostré vazané
lokdlni minimum na vazbé M, tj. piSeme P = VLMIN;(0,0), s hodnotou fyimin, = 0;

(b) Podminku (5.122) pro teény podprostor T' vSech ptirtstkovych vektori vyjadienych nyni pomoci

diferencialtt h = (dxq,...,dz,) # d mizeme piepsat na tvar
heT= ﬁ{(dzl, cooyday) € V| 25 (PYday + ...+ 22 (P)da, = 0} . (5.123)
Kazdé z téchto m rovnic
agi—ilmdxle...nLagiT(nP)dxn:O (it=1,...,m) (5.124)

vznikne vlastné diferencovanim kazdé z m podminek ¢;(X) = 0 vazby M (a je nutnou i posta-
¢ujici podminkou toho, aby vektor A € T, tj. aby patfil do priniku zaméfeni te¢nych nadrovin
k jednotlivym plochdm g;(X) = 0 v bodé P).

V praxi postupujeme tak, ze z (5.124) vypoéitdme dxq,...,dz, jako linedrni funkce (formy) n —
m proménnych dz,,41,...,dr, a dosadime za né do d’L(P,dx; ...,dz,), ¢imz se tento druhy
diferencial stane kvadratickou formou ¢**(dz,+1, .. .,dz,) rovnéz n — m proménnych, tj. formou

na V,,_,, = T. Pfi mensim poc¢tu proménnych se zaroven snadnéji urcuje definitnost formy ¢**.
V nasem ptikladu je n = 2, m = 1. Mame jedinou podminku

h = (dz,dy) € T = {(dz,dy) € V2| g,(P)dz + g, (P)dy = 0} .
Plati

—

lde 4+ 0dy =0=dx =0, tj. h = (0,dy) # 7.
Pakna T =V, _,, = V; plati d2L(P, k) = (0,dy)H(0,dy)™ = 2(dy)? = ¢**(dy) > 0.

Vidime, Ze oba postupy se lisi jen formalné (Interpretujte pfiklad geometricky).

5.8.13 Poznamka k varietdm Mnozina M C E, popsand soustavou m rovnic g;(x1,...,2,) = 0, kde
i=1,...,m,1<m<n,akdegi,...,gnm spliuji jisté pfedpoklady (jako napf. v predeslé vété), kterou jsme
nazyvali vazbou, je ptikladem tzv. (n — m)-rozmérné variety v E,,. Napft. jednorozmérna varieta v E, je
rovinna krivka, jednorozmérnd varieta v E3 je prostorova krivka, dvojrozmérna varieta v Es je plocha
atd. Topologickd varieta, kratce varieta M dimenze n je prostor (v obecném piipadé ,topologicky“),
jenz je lokalné homeomorfni s E, neboli kazdy jeho bod mé okoli homeomorfni s celym euklidovskym
prostorem E,,.

5.8.14 Urcovani globalnich extrému spojitych funkci vice argumentt na kompaktnich mno-
Zinach s hranici po ¢astech hladkou V praxi je postup zasadné ovlivnén zadanim funkce i mnoziny.
Pfesto 1ze s pfihlédnutim k dulezitym poznadmkam v 5.7.3 dosavadni zkusenosti shrnout do nékolika kroki.
Omezime se na mnoziny kompaktni.''?) Budeme predpokladat, ze hranice 9D definiéniho oboru D (popf.
se uvazuje jen néjaka jeho kompaktni podmnozina) funkce f se skladd z konecné mnoha hladkych useku
[tj. graft popsanych hladkymi funkcemi neboli funkcemi t¥idy asponi ! (Viz definici 5.3.9 na str. 96)].

112) Pouze na nich zarucuje zobecnéna Weierstrassova véta (pfipomenutd ve zminénych poznamkéch pro spojitou funkei) exis-
tenci globalnich extrému.
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1) Stanovime podezrelé body P z (volného) extrému (Viz definici 5.7.9 na str. 123) ve vnitrku Dy

a) ze staciondrnich bodu funkce (kde je gradient funkce nulovy, tj. V f(P) = d neboli kde jsou
vSechny prvni parcidlni derivace funkce nulové),

113) (zjistujeme proto body, v nichz neexistuje

114) 5 pokud

b) z bodl, kde funkce meni diferencovatelnd
gradient funkce V f(P), tj. kde neexistuje aspon jedna prvni parcidlni derivace
néktera ze zbyvajicich existuje, pak musi byt jen nulova).

2) Stanovime podezielé body P z (vazaného) extrému ma hladkych usecich hranice 0Dy metodou
Lagrangeovych koeficienttu nebo prevedenim (je-li mozZno) na vysetrovini volngch extrému
(vyuzitim jednoduché zdvislosti mezi argumenty na zminénych tsecich hranice ke snizeni poétu argu-
mentt dosazenim do zbyvajicich argument nebo pouZitim parametrického vyjadreni jednodu-
chych rovnic na zminénych tsecich hranic reprezentujicich tak hladké tseky vazby).

3) Stanovime podezielé body P vSude, kde hranice neni hladkd, tj. kde jsou tzv. hroty hranice (ne-
existuje zde tecna rovina, specidlné tecna, ke grafu hranice).

4) Vypocitame funkéni hodnoty ve zbylych podezielych bodech a z nich vybereme nejvétsi a nejmensi,
coz je hledané globalni minimum a maximum funkce (nemusi byt jediné, ostrych extrémi je vSak nejvyse
spocetné mnoho).

5.8.15 Priklad na hledani globalnich extrému Najdéme globalni extrémy funkce
flry)=a+y* —ay+a+y—2

na mnoziné M = {(z,y) € Ea |z >0Ay > 0Ay <2 —x}.
Reseni: Naértneme si M a zjistime, ze jde o pravouhly rovnostranny trojihelnik v 1. kvadrantu s pravym
thlem pii vrcholu lezicim v pocatku a odvésnami o délkach 2 lezicimi na soutfadnicovych osach. M je
kompaktni, f je spojitd na M, zobecnénd Weierstrassova véta zarucuje existenci aspon jednoho globalniho
minima i maxima (zde podrobnéji vazaného globalniho maxima na vazbé M C Dy, Dy = E,).

Pro stacionarni body uvnitt M musi byt

fi=2x—y+1=0
fyp=2y—2+1=0
Neexistence derivaci zde nenastava, nebot f je dokonce t¥idy C°° uvnitt M. Hranici M trojuhelnika tvori

jeho strany, jez jsou hladkymi tseky a jeho vrcholy, jeZ jsou hroty. Nejprve vySetiime vazané extrémy na jed-
notlivych strandch bez vrchold, a to jako volné extrémy. Lze totiz pouzit dosazeni rovnic stran do funkce.

} = vyhovuje bod (—1,—1) ¢ M. Neexistuji stacionarni body v M.

Plati y=0: f(x,0)=2%+2—2prox € (0,2), fi(x,0)=2x+1,
stacionarni bod z = —1 ¢ (0,2);
r=0: f0,y) =y* +y—2proy € (0,2), f,(0,y) =2y +1,

stacionarni bod y = fé ¢ (0,2);
y=2—x: f(r,2—x)=232?—6x+4proxec(0,2), fi(r,2— 1) =62 —6,
stacionarni bod z =1 € (0,2),y = 1. Protoze f/. =6 > 0,
méme bod vézaného lokélniho minima VLMIN(1, 1), fyimin = 1.
Funké¢ni hodnoty v hrotech hranice jsou f(0,0) = —2, £(0,2) = 4, f(2,0) = 4. Porovnanim vSech ¢ty hodnot
méme na mnoziné M jediné vézané globdlni minimum o hodnoté —2 v bodé VGMIN(0,0) a dvé vazana
globdlni maxima o hodnoté 4 v bodech VGMAX; (0, 2), VGMAX5(2,0), viz obr. 5.18 na str. 130.

5.9 Cvicéeni

Parcialni derivace

V pocatku O(0, 0) vycislete vSechny prvni parcidlni derivace funkce. Nevedou-li k cili vzorce pro derivovéni

a)
b)

elementarnich funkci, pouzijte zuZeni funkce na prislusnou proménnou nebo piimo definici derivace jako
limity

flz,y) = Vot +y* c) f(z,y) =zyy e) z= If -
Fey) = VBT a) == foly* e

113) Ty se obecné obtizné dokazuje, takze zkoumame poruseni nutné podminky diferencovatelnosti funkce.
114) Pati{ sem i takové body, pro néz po aplikaci elementarnich vzorcu pro derivovani (vychézi napf. nula ve jmenovateli) neni
hned zfejmé, zda jde o derivaci nevlastni (pak zde extrém neni) nebo zde derivace neexistuje, a tedy zde extrém muze existovat.
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Obr. 5.19 Obr. 5.20
a)) {neexistuji, obr. 5.19} c)) {{af (0,0) = 8_5(0’ 0)=0} d)) {z.(0) = 2,(0) =0}
b)) {f.lo = f;lo =1, obr. 5.20} e)) {neexistuje, nebot O & D, }

Formalné urcete a zjednoduste prvni parcialni derivace nasledujicich funkci, tedy bez vySetfovani defini¢-
nich obort téchto derivaci

a) z=a3 —y? + bay {%:3362—1—53/,2—;:—23/4—53@}}
b) z =4 fer =22, =3}
0 ==T =-2vE7 =%/
d) z=2aY {z, =yav™ ', 2, = a¥Ina}
e) z= (z")¥ =™ {2, = 2™y(lnz +1),2, = 2"z Inz}
f) z =2(") = 2" {2 = xv"Yylnax + 1), 2, = 2" z¥ In® 2}
g) u(t,xz,y) =t*Y {u, = zyt* =1 0! = t*ylInt, v, =t"xlnt}
h) z = arccot { {{2;2—%112,2;212—1312}}
D) =% (< =297 5 = 2@}
J) z:lncos% {{z;ﬁzh\ftanf, ;z—ﬁtan%}}
k) u = (zy)* s = yz(ey)* " uy = w2(wy)* ™ ul = (2y)* In(zy) }
1) v = e7F= v, = v, = v, =~}
m) w:arcsmwfy {{w;:m: Wy, W, 7\/%}
n) P =n[r?+r3+s(r+ )] {an =n(2r +s), 2L B = =7(2ry +5), 2L Se =m(ri+ra)}
o) V = imu(r} +riry +r3). {{arl = 1mv(2r1 +12), a—x = imo(r +2r2), 9% = L}

Jaky thel « svird s kladnou ¢asti osy = (tj. s kladnou poloosou ) teéna v bodé T = (—2,4, z0) ke kfivce,
ktera je fezem plochy rotacniho paraboloidu 4z = x> + y? rovinou y = 47
ftana =2t =%| s =-1=a=37}
E Urcete rovnici teéné roviny 7 a normély n k plose z = /19 — 222 — y2 (&&st elipsoidu v poloprostoru
z > 0), ktera je rovnobé&znd s rovinou 2z + 4y — z = 0.
{r: 2044y—2—-17=0,n: a=14+2t,y=4+4t,z=1—1t, kdet € R}

Dokazte, ze dana funkce vyhovuje dané parcidlni diferencidlni rovnici (1. f4du) v kazdém bodé, v némz je
dand funkce definovana

a) z=uay?, 2% + yg—z = 3z (dokonce v kazdém bodé (r,y) € Eg)

Y +

I du Ou Ou _
b) u = 2*sin , Toe T yg, 258 =3u

L 2: d) z=e%, 22/ +yz/ =0.

c) z= gl y% — Ty
B) Diferencovatelné funkce. Diferencial. Teéna rovina grafu funkce

@ Zjistéte, kde je funkce f(z,y) = 22 — 2y + y? diferencovatelnd, a pak vypoc1te3te jeji prirtistek (diferenci)

Af a totalni diferencial df v bodé A = (2, —1), je-li p¥friistkovy vektor h = (Az, Ay) = (—0,1; —0,2).
{f je polynomicka funkce po(z,y) diferencovatelnd vsude, nebot je t¥idy C*°(Ez); Af = 0,33;df = 0,30}
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Uréete totalni diferencidly nasledujicich funkei

a) z = arctan \/% fd== ;;{r_y(dx — Sdy)}

b) z =107 {dz = (In10)10"¥(ydx + xzdy) }
c) z = logsin £, {dz = g cot £(—da + Ldy)}

. Stedovy tihel kruhové vysece a = & se zvétsi o Aa = 155 (rad). O kolik je nutno piiblizné zmensit polomér
vysece r = 40 cm, aby obsah vysece P = 27rr2a zustal stejny? {ptiblizné o 6,7 mm}

@ Doba kmitu (perioda) 7" matematického kyvadla je T' = 27r\/i kde [ je jeho délka, g je tihové zrychleni.

Stanovte horni odhad wvelikosti absolutni chyby AT i relativni chyby 2L p¥i vypoétu T, jsou-li znamy

Al Ag

relativni chyby 5 pii méteni [, g.

AT ~dT = F(F = 9 5F = 58 = 0I5 < 5084 +152D}

9 )T 7

m Skuteéné vytokova rychlost v volné vytékajici (nestlacitelné) kapaliny v oteviené nadobé, jejiz obsah Sy
hladiny je mnohem vétsi nez obsah S pfi¢ného prifezu vytokového otvoru (tj. Sy > 5)115 umisténého
v hloubce h ve dné nebo sténé nadoby, je p-nasobkem rychlosti dané Torricelliho vzorcem™9), tj. v = u\/2gh,
kde g je tihové zrychleni a ;1 je vitokovy soucinitel.''”) Najdéte horni odhad velikosti procentualni relativni
chyby <! dv pychlosti v, jestlize veli¢iny i, resp. h byly zméfeny s relativni chybou 1%, resp. 1%. {1,5%}

m Pomoci totalniho diferencidlu vypocitejte ptiblizné

a) /4,972 — 3,022 £3,95}

b) 1,01%:98 {101}
C) Derivace sloZené funkce. Derivace vyssich radua. Zameénnost derivaci

Uréete derivaci slozené funkce h(z) = f(g(z)) s vngjsi funkei f(uq,us, us) = uju3uj, kteréd je (zobrazenim)
typu (3,1) a s vnitini funkei typu (1,3) g = (91(), g2(2), g3(x)) = (sinx,e** Inx). .
{n'(z) = e**In* z(coszlnz + 4sinzlnz + 5502)}

Vyijadrete totalni diferencial slozenjch funkei obsahujicich libovolné diferencovatelné funkce f, g, ¢

a) == f(1), t=20—y fid= = f/()(2dz — dy)}
b) 2= g(/2? +3y?) flde = g 2220y
c) z=p(u,v),u =x+y,v=uay. {dz = ¢, (dz + dy) + ¢, (ydx + zdy) }

S vyuzitim Fetézového pravidla suverénné dokazte, ze dana funkce, ve které f je libovolna diferencovatelna
funkce, vyhovuje dané parcilni diferencialni rovnici
a) z= f(a®+v?), yz, —az, =0

b) ” = f(z) 118) xaz +yaz —0.
i7zngjsi) Pokuste se urcit derivace 2.,z funkce z = h(x,y) = f(u(z,y),v(z,y)) = u® + v?, prestoze
Obtizngjs Pokust it d " 7y funk =h 2 4 0?2, piestoz
slozky u=gi(x,y), v = ga(x,y) jsou dany vztahy = = ue’,y = ve, z nichz nelze piimo (explicitné) vyjadiit

u(z,y), v(z,y).

Névod: Retézovym pravidlem urcete f,, f,,, odtud vyjadfete nezndmé 2;, z;, piicemz dosadite za f,, f.

{z. = 2(;15,?1 vuzj) = 28;15,”(1 “ul), nebot napt. f, = 2}, - 2, + 2, - y,,, pricemz f, = 2u atd.}
Vyjadfete parcidlni derivace druhého Fadu funke
) 2
a) f(s,t) =1In(s — at?) {fes = T G—at?)? ;t2)25 tt = *2‘1(::%2)27 o = fts = 2‘1(3—;52)2}
b) z(t,u,v) =tv.
2 u n u n X n
e = 506 — D822y = BGheE, 2l = pheT (80 4 2), 2, = o, = F (A D) = o) =
__t__ (u =+ 1)) Zuv = Z{//u = _%t;(& + 1)}}

n Z predeslého prikladu jesté urcete derivaci ataqzﬂ a vypiste téz ty derivace, které jsou s ni na prislusném
definiénim oboru zaménné.

{{(6?652 =)Zune = ity = 2o = pte (SR +2)}

zde se konkrétné predpoklada, viz [2] str. 451, ze S1 je asponi o jeden Fad vétsi nez S
116)* — /2gh, tj. jako kdyby ¢astice kapaliny spadla volnym padem ve vakuu z vysky h
117) Jeho hodnota pro vodu je 0,6 a obecné zavisi na tpravé vytokového otvoru, viskozité kapaliny atd.

115)

definovand na oblasti neobsahujici pocatek (0, 0), jejimz grafem je Pliickertv
(%)
THDE

118) Ty znamena, e napr. také funkce z = 22+ 5

konoid, je fesenim této rovnice, nebot ji lze uvést na tvar z = 2-—=2-—. S funkci jsme se setkali v 4.8.1 a v 5.1.8.
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Ukazte, ze dand funkce u(x,t) vyhovuje dané parcidlni diferencidlni rovnici (2. fadu)

a) Podle principu superpozice FeSeni linedrnich tloh jsou malé vychylky u vysledné viny'?) v misté z (zde

jediné prostorové proménné) a Gase t §ifici se rychlosti ¢ uréeny'?®) vztahem, v némz f, g jsou funkce
libovolné, avsak v kazdém bodé (z,t) uvazované rovinné oblasti G tiidy C?

u(z,t) = f(t—2)+g(t+2), % = 02‘2 Y (jednorozmérné vlnova rovnice)'?!)
b) u(z,t) = Asin(c- kt + @) sin kz, 6;“ = 22;;, kde A, c, k, po jsou fyzikalni konstanty

2
c) z(z,y) = W (pro y? — (cx)® # 0) 27 Cng
D) Derivace ve sméru. Gradient. Vypocet operatoru teorie pole

Trajektorie ¢astice je dana'??) vektorovou funkci 7(t) = iv/t+ je !+ k arctan t. Casovymi derivacemi urdete
jeji okamzitou rychlost ¥(t) a zrychleni @(t) v ¢ase t i jejich limity ©(400),d(4+00) pro t — +o0. Urcete
tecnu k trajektorii pro ¢ = 1. B
{{U =7 = (#’ _eita 1-&1&2')75 =7 = _(4151/{’ _eit7 (1-&;)2),5(4'00) = 6("’00) = (0,0,0) = 0. Tetna: z =
1+2,y*—7— z =% + %, parametr u € R}

e’

- Plochu . plasté rotaénitho vdlce s osou v ose Oz o poloméru r a vysce h lze v Eg zadat pro kazdy jeji
bod X = (z,y, z) € . tfemi skaldrnimi rovnicemi s pararnetry U, v (vmtrmml proménnymi) x = r cosu,y =
rsinu, z = v nebo piimo vektorovou funkei'®®) #(u,v) = ir cosu + jrsinu+ kv, kde 0 < u < 21,0 < w < h.
V bodé A = (0,r,0) € .lezicim na ose Oy urcete dva (nekohnearnl) tecné vektory, t. tu =4r |A7 = 9T,

jejich vektorovym sou¢inem normalovy vektor fia = £ X fo, jeho smér, velikost ||7iall; tvoii {tu,t_;,,ﬁA}

v (jako obvykle kladné orientovaném) prostoru V(Es) téz kladné (t;j. pravotoéivé) orientovanou bazi?

{Bodu A v E3 odpovida v souradmclch u,v bod U = (%,0). Pak £, = 7/(A) = (—rsinu,rcosu,0)y =

(=r,0,0), 1, = 7/(A) = (0,0,1),7ia = rj = (0,7,0) = r(0,1,0) ma smér osy Oy (tj. mifi vné vélcové plochy),

|7ial] = 75 ano tvoFi}}

Jakym smérem u, resp. U o celociselnych slozkach se musime vydat, abychom $li co nejstrméji nahoru, resp.
si udrzeli stejnou nadmotskou vysku, nachazime-li se v bodé A(10,—10,192) hory, ktera je plochou danou
grafem funkce z(z,y) = 492 — 22 — 2y*? Uréeme spad Vz plochy a jeho velikost (strmost). {ii = VZ—A)
(=1,2), 7 L i = 7 =+(2,1); Vz(A) = 20(—1,2), || V2(A)|| = 205 = tan @max, kde @max je odchylka tecny
diferencovatelné funkce z obr. 5.3 na str. 100}

Oduvodnéte, ze funkce

1 [ 1-y proy=0
=t g -3 ={ 123, TevZo

s niZz jsme se setkali i v ptikladé 5.7.10, neni diferencovatelna (a nemé ani gradient) v Eo na pfimce y = 0
(ose Ox), a tedy ani v pocatku O = (0,0). S pfihlédnutim k piikladu 5.4.14 vypoditejte derivaci f v O
ve sméru s§; osy 1. kvadrantu a ve sméru ss osy 3. kvadrantu, a tim zjistéte jeji rust ¢i klesdni pfimo
limitnim vzorcem, nebot nelze uzit vzorec s gradientem.

fodtvodnéni neuvadime, 2o = —%22 <0, 2L|o =2 > 0}
@ Vypoditejte derivaci rovinného, resp. prostorového skaldrniho pole u( y) = 2% + g, resp. v(v,y,2) =
2%y + y?z v bodé A, resp. B daném radiusvektorem 7a = (2,1), resp. 7z = (1,1,1) ve sméru jednotkového
vektoru §; = %(17 —1), resp. &, = %(1 -1 1) a 83 = —3o.
{55-(A) = 3v2, resp. F2le =0 a 52 s = 5%%le = — 5% ls = 07}
Jaky je v predeslém prikladé diferencial funkce u, resp. v v bodé A, resp. B, je-li prirtistkovy vektor h
v zadaném sméru jednotkovy, tj. |kl = ||5]] = 17

{(bez pocitani) jsou rovny smérovym derivacim }

119) petlumené rovinné priéné (linedrni polarizované s vychylkou u napf. ve sméru osy y) nebo podélné, at jednoduché nebo
jakkoli slozené, tedy i stojaté
120)gouctem diléich vychylek, a to vychylkou f viny postupujici ve sméru osy & a vychylkou g vlny &ifici se opaénym smérem
(napf. vlivem odrazu vlny) stejnou rychlosti ¢
121)je evolucni rovnici (popisuje ¢asovy pribéh procesu) hyperbolického typu, linedrni, kterd modeluje jak malé pri¢né kmity
struny, tak podélné kmity tenké tyé€e, kmitani vzduchového sloupce (pistal ve varhanech), sifeni elektrického signalu
ve vedeni atd.
122) b omineme-li nezbytné fyzikalni konstanty

—
123) radiusvektorem OX = 7(u,v), jehoz koncovy bod X je bodem plochy .
124) ¢, 8_le neni nutné znovu pocitat podle 5.4.9, ale vyuzijeme vztah (5.52) na str. 101, nebot funkce v je diferencovatelnéd

053

(dokonce v € C*°(E3))
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Urcete derivaci skalarniho pole f(z,y,2) = 2® + 3?2 — xyz v bodé A = (2,1, 1) ve sméru § svirajicim s osou
x uhel 60° a s osou y thel 45°. Pak najdéte kosmus uhlu w gradlentu pole f v bodé A se smérem §.

{cos12 = %, ron |a =5, 65 |A = 6. Pak cosw; = J%,cosc@ = \/%}}

Urcete stacionarni body P diferencovatelné funkce z = e*+3¥(22 + 3xy + 3y?), tj. kde je gradient Vz|p = 0.

Navod: Soustavu dvou nelinearnich rovnic feste napf. tak, ze jednu z nezndmych vyjadrite z rovnice, ktera
vznikne porovnanim stejnych kvadratickych vyraztu z obou rovnic.
{Pl = (070)5 Py = (17 71)}}

Urcete staciondrni body P diferencovatelné funkce z = 2y(6 — z — y).
{P1 =1(0,0),P2 =(0,6),P5 =(6,0),Ps =(2,2)}

Uvedte, v jaké méfici jednotce SI jsou konstanty A1, ..., A4 z prikladu 5.4.27 na str. 107.
{{Al(kg : m_5)7 )\Q(m_2)7 )‘3(kg : m_3)7 )\4(m_1)}}
- Rozhodnéte zda, popf pak na jaké oblasti je polem harmonickym skaldrni pole u = zyz, resp. vektorové
pole f (22 — 22,y% — 22,22 — y?). {je v E3, nebot tam Au = 0; je v E3, nebot tam Af: o}
m Odvodte, zda rovinné pole % ~ je harmonické. {neuvadime }

<2 1w < F g . oy _ yitzjtzk . ‘ o o 4 -
Vyjédiete div f a rot f vektorového pole f(z,y,z) = By =xwvree v libovolném bodé X # O (rtizném od po
éétku) a pak v bodé A = (1, 1,1). Charakterizujte pole v A.
{div f = % rot f = —W(JCQ 2 4 2y, + 22 + yz,a? + 22 + 22);div f(A) = —@ < 0, tj.
v A je propad, rot f(A) = —@(1, 1,1) # d, tj. v A je vir (jehoz pravidlem pravé ruky orientovana osa je
souhlasné rovnobéznd se symetrélou 7. oktantu) }
[32] Stanovte, zda pro skalarni pole f plati Vf = div f.
{neplati, nebot operator divergence lze aplikovat jen na vektor }

m Vyijadiete tzv. biharmonicky operdtor A?> = V* napt. v E; (ktery se vyskytuje u parcidlnich diferenci-
alnich rovnic popisujicich malé pfiéné kmity tyce, nosniku ¢i tenké desky).

Necht u, resp. f oznacuje skalarni, resp. vektorovou funkci t¥idy C*. P¥imym v§pocétem i pouzitim rozkladu
(dale naznaceného dolnimi vodorovnymi svorkami) podle pravidla

div(uf) = udivar f Vu
vypocitejte divergenci pole elektrické indukce (E je konstantni veli¢ina)
E E
S TEA 2 2 2)3
(171 (22 4+ 92 + 22)

u

D=

(i +yj + k) .
S —

F
{div D = 0, je to neziidlové pole}
Operatorovym poétem dokazte, ze pro funkce tiidy C? plati rotgrad f =4, divrot f =0.

Je-li mozno, rozhodnéte, zda rovinné vektorové pole f = (22 — 12)i + (y2 + 22y)j je v Eo konzervativni
(potenciélni). {neni, je disipativni, nebot 6Q + & }}

Vysettete, zda pole f = 3z) je v E3 konzervativni.

(I2+22+17 I2+Z?+17
{je, nebot Es5 je jednoduse souvisld oblast a rot f = 0, tj. f je nevirové pole}
Je déna oblast G = {(z,y,2) € E3|2? + y®> > 0} a vektorové pole f(X) = (=2, bz), kde a,b €
R\ {0}. Slovné charakterizujte G a zjistéte, zda f je konzervativni pole.
{G je prostor E3 bez osy z a neni to jednoduse souvisla oblast; nelze rozhodnout, ackoli f ma v G spojité

z2+y2 ) z2+y2 9

parcialni derivace a nutné podminka konzervativnosti pole rot f = & platil25)}

m Zjistéte zda na téze prostorové oblasti G jako v predeslém piikladé je pole magnetické intenzity
H =2I (%= +yzz + ziyﬂ 5) indukované prutokem konstantniho proudu I neomezenym linedrnim vodi¢em
umisténym v ose z konzervativni pole.
{{také zde (G neni jednoduse souvisla oblast) nelze rozhodnout!26)}

125) Neméame prostiedky dokézat, ze f je konzervativni pole, prestoze G neni oblast jednoduse souvisla.
126) Pomoci tzv. cirkulace pole H budeme moci v IP ukézat, ze H neni konzervativni, ackoli rot H = 0. Pole H vsak je
konzervativni napf. uvniti prvniho oktantu, nebot to uz je jednoduse souvisla oblast.
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Vyjdéte z Mazxzwellovych rovnic pro elektromagnetické pole ve vakuu, které lze v pripadé vhodné volby
jednotek (preskdalovdnim) zapsat ve tvaru

- 10H S - 10E -
rotE = -2 divE =0, ot H = -, divl =0, (5.125)
c Ot c Ot
kde E = (E1, Ea, E3), resp. H = (Hy, Ha, H3) je vektor intenzity elektrického, resp. magnetického
(nestaciondrniho) pole v bodech (x,y, z,t), t je ¢as a ¢ je rychlost svétla ve vakuu.

a) Odvodte trojrozmérnou vlnovou rovnici pro vektor E (tj. t¥i skaldrni rovnice pro soufadnice F1, Eo, Fs)

PE

2
4 B
22 = C AFE OB =c?

t5.127) 5 AAE;. (5.126)

)

Navod: Operator rot aplikujte na 1. rovnici. Pomoci identity

rotrot £ = V(div E) — AE |, (5.127)

druhé Maxwellovy rovnice a porovnanim vzniklého vztahu s tfeti rovnici derivovanou podle t ziskate vysle-
dek. Tuto vlnovou rovnici lze téz prepsat do tvaru

—

OF =0, (5.128)
definujeme-li d’Alembertuv operdtor (¢ti: dalambériv), struéné dalembertidn v E;

PP 1P

0z Oy? * 022 20t

b) Analogicky odvodte vinovou rovnici pro vektor H { %25 = 2AH}

c¢) Predeslou identitu (5.127) ukazujici, ze nezfidlové a nerotacni pole je vidy téz Laplaceovo (éi
harmonické) (Viz str. 109), dokazte tak, ze v kartézskych souradnicich porovnate obé jeji strany
d) Protipiikladem pole rdadiusvektoru 7(X) v E3 ukazte, Ze obracené tvrzeni neplati
{je harmonické, avsak div# = 3 # 0,rot ¥ = o}

e) Vyjadrete d’Alemberttv operator O tak, aby obsahoval Hamiltontv operator V. {neuvadime }
E) Implicitni funkce

Pro nize uvazovanou funkci y = f(x) danou implicitné rovnici F(z,y) = 23 + y3 — 62y = 0 [Touto rovnici,
obecnéji rovnici 3 + y* — 3axy = 0, a # 0, je v Ey uréena mnozina M nazyvani Descartestuv list (Viz

3at 3at?

115 Y = im.t € R] a jistym bodem Xo = (29, 0), tj.

obr. 5.21), ktery lze vyjadiit téz parametricky « =
F(Xp) = 0, urcete
a) nejprve singuldrni body S krivky urcené rovnici F(z,y) = 0 (tj. body, v jejichz okoli je F' tiidy (aspon)
C1, F(S) =0 a gradient VF(S) = 0) {S=1(0,0)}
b) body N € Eo, v jejichz okoli neexistuje pravé jedna implicitni funkce y = f(z) (Viz 5.5.4d) na str. 114)
{fesenim soustavy rovnic F'(z,y) = 0, F} (z,y) = 0 ziskdame body N; = (0,0), N2 = (2V/4,22)}

c¢) derivace y',y"” (v obecném bodg) {y = fzi:gi’,y” = f(yf_%z)g(xg +y3 — 6y +8)}

d) v okoli kterych bodt a do kterého fadu jsou jesté spojité derivace f(x)
{protoze F € C*(Ez), pak pro kazdy bod Xo = (xo,y0) € M \ {N1,Nz2} (pficemz F(Xp) = 0) je F €
C>®(0Xg)) = f € C®(O(xp)), tj. f(z) ma v jistém okoli ptislusnych bodt z¢ # 0,z # 2V/4 spojité
derivace vSech fadu (je tam hladka nekonecného adu)j}

e) zda y = f(x) je v bodé Xo = (3,3) rostouci a konvexni  {je klesajici (' = —1) a konkévni (3" = —13)}

f) v Xo = (3,3) teénu ¢ a normalu n {t: y—-3=—(x—3), n: y=2z}
g) body g, v nichz f'(x¢) = 0. flzo =22}

Zjistéte, zda rovnice (y 4+ 3)sin2x = siny definuje na okoli bodu A = (0,0) implicitné funkeci y = f(x)
uréenou na né&jakém okoli bodu zg = 0. Pokud ano, vypocitejte derivaci 3’ funkce dané implicitné tou
rovuici na okoli bodu A. {y'(A) =6}

Vypoéitejte smérnici k teény v bodé T = (1,2) ke kiivce dané implicitné rovnici 2° + y5 — 222y = 29.

{k=y'(1,2) = 5}

127)7de aplikujeme Laplacetiv operator na vektor Ea vysledkem je samoziejmé vektor.
128) Ke studiu vlnové rovnice vyrazné prispél pravé Francouz Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783).
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Obr. 5.21 Descartesuv list Obr. 5.22 Obr. 5.23 Obr. 5.24

V jistém ¢asovém rozmezi byla mezi okamzitou thlovou vychylkou ¢ (rad) otécivého pohybu a casem ¢ (s)
zjisténa zavislost (Viz obr. 5.22) ve tvaru ¢ = ae™ %, kde a (rad), b (rad-s~1) jsou kladné fyzikalni konstanty.
2
Odvodte okamzitou tthlovou rychlost w = dﬁf i okamzité thlové zrychleni ¢ = i_t;e pohybu, a pak hodnoty
©0,wo, &0 v bodé t = 0; urcete v jakém case t* a vychylce ¢* se (teoreticky) blizi ¢ — +oo.

5 b _ 5 _(by) _ _ _ 2. £ 34
{fw=p= i € =P = o7 P0 = G, w0 = —b,e0 = —%; neuvadime}

Pro funkci z = f(x,y) danou implicitné rovnici F(z,y,2) = 22 + y?> + 22 —a? = 0, a > 0 (v E3 je touto
rovnici uréena mnozina M nazyvand kulovd plocha ¢ sféra, coz je requlérni plocha (té7 izoplocha)
tridy C°, oznacme ji %) a jistym bodem Xo = (zo, yo, 20), tj. F'(Xo) = 0, urcete v analogii s cvi¢enim

a) nejprve singuldrni body S plochy .7
{neexistuji, tj. .7 je podle 5.4.19b) reguldérni plocha tridy C>°, nebot F € C*(E3)}
b) body N,'?*) v jejichz okoli neexistuje jeding implicitni funkce z = f(z,y)
{v roviné xy body kruznice (,rovniku®) #, : 2z =0,2? + y* = a?}
c) derivace z}, 2}, 20, 2l 21 Qo = -2,z = —8 50 = 224 on gy oyt
d) v okoli kterych bodl a kolikrat je spojité diferencovatelné funkce f(z,y)
{protoze F € C*(Es3), pak pro kazdy bod Xy € S\ Hay je F € C®(0O(Xo)) = f € C®(O(x0,y0)), tj-
f(z,y) je spojité diferencovatelna v okoli pifslusnych bodi (o, yo) mnoziny M., = {(z,y) € Eo |2* +y? <
a2}130)}}
e) ve sméru kterého vektoru ¥ je derivace implicitni funkce z = f(z,y) v jejich bodech Xo maximalni, najdéte
ji a geometricky interpretujte
{(z teorie) vidy ve sméru gradientu ¢ = V f = —1(zi + yj) = —17(x,y), ktery pro (z # 0) body na syme-
trickych ,rovnobézkach® (xo, yo, +20) ma opacény smér ve V(Ey), takze ve sméru (jednotkového) gradientu
5= ”g—h = —(sgn z)ﬁ je g—é = ‘—i‘\/xg + 42 = /(2)2 =1 > 0 na dvojici onéch ,rovnobézek® taz'*!)}

f) pro porovnéni téz gradient VF plochy . a pro §= % také smérovou derivaci % tohoto skalarniho pole

u = F(z,y, z) na jeho nulové hladiné
{VE =2(z,y,2) = 27,7 € V(E3), VF = fiy, 2L = 2||7| = a (shoda s 5.4.16 a 5.4.19)}
g) rovnice (,svislych“) te¢nych rovin ¢ plochy . v bodech N kruznice J7;, z ¢asti b)
{oznaéime-li N = (x4, y,0), pak on : z.z + 3.y — a®? = 0}

h) zda je implicitni funkce z = f(x,y) = /a? — 22 —y? v bodé Xy = (0, £ &) ve sméru (jednotkového)

1202
vektoru § = %(1, 1) rostouci a (méte-li nastudovény téz vyssi smérové derivace) zda jeji graf je konvexni

kiivka (Viz 5.6.11)

{{v prislusném bodé Xg” = (0,%) roviny zy je ve sméru § klesajici [Z2(X(Y) = f% < 0] a konkdvni
2 5.87
192(x57) =7 a2, 5) = 2,51 + 220 s10 + 24, ey = — B2 < 0]}

i) vXo= (0,9, \/25‘1) tefnou rovinu 7 a normalu n plochy .7
{n: 2=0,y=5+at,z= \/2§a+\/§at; T: y++3z2—2a=0}
Jj) body, v nichz f; = f; =0, tj. kde V f(zo,y0) = 0 {,poly“ stéry .#: (0,0, +a)}

129) analogii s jde o body N € E3, v nichz F(N) = 0, F/(N) = 0, a v nichZ je normala n plochy . uréené anulovanou
rovnici F(X) = 0 (reguldrni a t¥idy aspori C') kolma k ose zavisle promé&nné z neboli v bodech N mé plocha .
,,Svislé* te¢né roviny.

130) otevieny kruh Mgy je projekci 7 \ HAzy do roviny Ozy, a ackoli % neni grafem zadné funkce dvou proménnych na Mz,
(nebot kazdému bodu z My by byly rovnici 22 +1y2 + 22 —a? = 0 plochy .7 prifazeny pravé dvé, a to opaéné hodnoty proménné
z, misto jediné), lze .# vyjadfit sjednocenim grafti (napi.) dvou funkci z = +4/a2 — 22 — 32

131) p¥idemz na ,pélech® je %SQ(O, 0) = 0 a na ,rovniku® ¢z, (kde z = 0) neexistuje (a ani neni nevlastni, ackoli zcela formalné
vychazi) | |1im %sé = 400, nebot f tam neni dana jednoznac¢né. Na ., vSak mizeme implicitné definovat funkci z = ¢(y, 2),

z|—0+

resp. y = (x, z)
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odchylku ¢ normély n plochy .#v bodé Xo = (0, §, @) a 08y z

o = §(~30°), je téz odchylka roviny xy a tecné roviny plochy .7'v Xo}}
v bodé Xo = (0, g, —@) jednotkovy vektor n° vnéjsi normdly plochy ¥ a pak derivaci %(Xo)
podle (jednotkového vektoru) vnéjsi normaly. {pii 7i° = %(O, 1,—/3) je %(Xo) = 2a (srovnej
s 5.4.16)}

Dokazte, Ze dané dvé plochy uréené rovnicemi F' = (1 —1)?2+3?+22-1=0,G =2 +3*>+(2—1)2—-1=0

jsou kolmé (ortogonalni).'3?)

Najdéte thel dvou ploch (tj. odchylku jejich normdl) o2 + y? + 22 — 22 — 6y — 42 +8 =0, 22 +y?> + 22 =8

v bodé (2,2,0). {z}

Pomoci totalniho diferencidlu vypoéitejte pribliznou funkéni hodnotu f(1,98;1,01) funkce z = f(x,y) dané

"

vy V obecném bodé.

£0,99; 2y, = —3=

Y (zy?22z+1)3

implicitné rovnici 2y%z +Inz — 2 = 0, a také z
2

(3z2y12? + dwy?2 — 1)}

Pri respektovani oznaceni z fyzikdlnich a chemickych aplikaci se pokuste odvodit rychlost zmény (%)V

F)

entropie S podle tlaku p pfi konstantnim objemu V' pro latkové mnozstvi jednoho molu realného plynu,
ktery se ¥idi Redlichovou-Kwongovou stavovou rovnici

a
V = RT +p(b— ,
p p( 7 )

kde a, b, R jsou konstanty, uvazite-li, ze S = S(T,p), kde T je termodynamické teplota.

{{(ﬁ) M_ﬂ@) ¥
oT /P 3% L= +R op/T

3
2

Vyssi diferencialy a Tayloruv vzorec

Najdéte prvni, druhy, t¥et{ az k-ty (totalni) diferencial funkce

a)
b)
¢)

flz,y) = e* P v bods A = (0,0) s pririistkovim vektorem i = (hy, hy) {d* f(A, h) = (ahy + bha)F}
2(z,y) =In(z +y) v A(1,0),h = (dz,dy) = (z — 1,y) fd*2(A 2, y) = (1) (k =)z — 1 +y)"}

olx,y,2) = fle+y+2) vAQl,-1,0), h=(de,dy,dz) = (x — 1,y + 1, 2) a urlete, jakd musi byt funkce f.
fd*pa(z,y, 2) = fF(0) - (z +y + 2)*, f(u) musi byt k-krat diferencovatelnd v bodé u = 0}

Urcete druhy diferencidl funkce z = f(z,y) dané (implicitné) rovnici z + y + 2z — Inz = 0 a bodem

Xo = (—=1,—1,1). Pak pomoci druhé smérové derivace % zjistéte, zda (Viz 5.6.11) graf funkce f je v bodé
Xp ve sméru vektoru ¥ = (1, —2) konvexni kfivka.

. . o .92 5.87 . o2
{je konvexni, nebot pii §= %(1, —2) je gggfb(o ©L0) d?f(Xo,3) = mb(“ (51 +82)2 = = £ >0}

Je déna funkce z = f(z,y) = e*siny.

Dokazte, Ze vyhovuje Laplaceové parcialni diferencidlni rovnici (2. fadu) z, + z,, = 0, tj. ze je to
harmonicka funkce

Co nejlépe ji aproximujte na okoli obecného bodu A = (z, y) polynomickou funkei 3. stupné (tj. Taylorovym
polynomem) pii pouziti pfiristkového vektoru h = (h1,h2)

Vyuzijte toho pro priblizny vypocet hodnoty €% sin(0,997) ve vhodné zvoleném sttedu Taylorova poly-
nomu a vycislovani jeho ¢lent ukoncete, az bude zarucena presnost vypoctu na t¥i desetinna mista (tj. bez
odhadu Rj,)'3)

Aproximujte funkci Maclaurinovgm polynomem 2. stupné Ms(x,y). Uvazujete-li ¢tverec, v némz |z| <
0,1 a |y| < 0,1, odhadnéte velikost |e| chyby e této aproximace pomoci Lagrangeova zbytku Ry

Jak 1ze || jesté zmensit? {neuviadimej}
Zvolte bod (xg,yo) ve ¢tverci a porovnejte hodnotu aproximace Ma(xo,yo) s f(xo,yo)-

{f(z+h1, y+hs) = e*[siny+hy siny+hy cosy+ o (hf siny+2hy1ha cosy—h3 siny)+3; (h3 siny+3hha cosy—
3hih3siny — h3 cosy)] + Rz}

{Pro stied A = (0,7) méme hy = 0,1 a hy = —0,01m, €*!sin(0,997) ~ 0,017 + £(0,0027) + 4 (3 - 0,01 -
0,017 —10~573). Protoze pro 3. ¢len je 0,15-1073 < 0,5-1073, soucet prvnich dvou ¢lenti dava pozadovanou
aproximaci 0,034. Pro porovnani, f(0,1;0,997) = 0,03471...}

132)ti. v kazdém jejich spoleéném bodé jsou normaly ploch kolmé
133) o je méné pracné. Navic odhady zalozené na Lagrangeové zbytku Ry jsou Casto pesimistické a skutecna chyba byva mnohdy
o jeden ¢i vice fadt mensi.
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d)) {Pro stted A = (0,0), hy = Az = x, hy = y, A* = (V2,9y),0 < 9 < 1, je e”siny = My(z,y) + Re =
y+xy+ %d?’f(A*), kde Ro(z,y;9) = %eﬂw[(z?’ — 3xy?) sin ¥y + (3x2y — y?) cos ¥y]. Na étverci je e”* < 1,
|sindy| < 1,|cosdy| < 1 as vyuzitim nerovnosti |a — b| < |a| + [b] mame odhad |e| = |Ry| < e*1(0,13 +
3-0,1-0,1243-0,12-0,1 4 0,13) = 1e01.0,13.8 = 0,00147 ... < 0,002 < 0,5 - 1072 (tj. s presnosti na 2
desetinnd mista).

e’siny ~ (1 + x)y £+ 0,002 ‘ pro body (z,y) ¢tverce (—0,1;0,1) x (—0,1;0,1)}

Lze psat

a) Na okoli bodu A = (1,1,1) zapiste Taylorovym polynomem T} (z,y, z) co nejvyssiho stupné k se stfedem
v bodé A rozvoj (tj. rozvoj podle mocnin (z—1), (y—1), (2 — 1)) polynomické funkce (2. stupné) f(z,y,z) =
22 byt 2?20 [7(@9.2) =142y~ 1)+ (2~ 12~ 2z ~ e~ 1)+ (s~ ° + (= - 1%}
b) Zdtvodnéte, pro¢ je po tpravé Ty, = Ta(z,y,2) = f(x,y, 2) {neuvadime}

V okoli bodu (0,0) najdéte nejlepsi aproximaci funkce f(z,y) = cos(x? + y?) polynomem 5. stupné (tj.
Maclaurinovym polynomem Ms(x,y)). feos(z? +y?) ~ 1 — (22 +y2)2 139}

Dokazte, ze pro malé hodnoty x,y, z plati aproximace et 1 ot yt + 22
G) Lokélni a globalni extrémy funkce

Jako pfipravu na pouziti dusledku 5.7.18 Sylvestrova kritéria zapiSte a vycislete zékladni hlavni subdeter-
minanty nize uvedené matice. Protoze je symetricka, muze to byt Hessova matice jisté dvakrat diferen-
covatelné funkce f(z,y,z) v jistém bodé P. Najdéte vSechny druhé derivace vyhovujicich funkei f a boda
P. Zapiste kvadratickou formu q(i_i) = d?f (P,ﬁ) nad V3 generovanou (Viz 5.7.12) danou matici, popf.
urcete jeji definitnost, je-li matice

2, -1, 0
H=| -1, -4, 1
0, 1, -3
{det(—2) = —2,det( Y L) = TdetH = 10, v Pe I, = 2.0l = [l = ~Lfl = fl, =

0, Z///y = 74, ,:/Z = ;ly = 1, !z = 73, q(hl,hg,hg) = 72h% - 4h§ — 3h§ — 2h1h2 + 2h2h3; je negativné
definitni, nebot q(h) = —(h1 + ha — h3)? — (h1 + hs)? — 3h% — h2 < 0 pro kazdy nenulovy vektor h € V3}

fla,y,2) = —a® —y3 + 32y — 22 {2 staciondrni body daji fimax(1,1,0) =1, pii¢emz S = (0,0,0) = O}
) fl@y,2) =22+ 322 +y* —3zz+ 20 -2y + 1

{stacionarni body Py = (4,1,2),P2 = (1,1,1). V Py je (ostré) lokdlni minimum fimn(P1) = 0; V P2 ndm

diisledek 5.7.18 odpovéd nedavé, aviak neni zde extrém, nebot ¢(Pz, dr, dy dz) = dz?+2dy?+6dz?—6dxrdz =

3(dz — 2dz)? — 2d2? 4 2dy? je indefinitni kvadraticka formal3®)}
u(z,y,2) = zyz(z +y+ 2 — 4). fumin(1,1,1) = -1}

c)

Je déna funkce f(x,y) = f%x — %y + 3. Pomoci zndzornéni grafu f a danych mnozin urcete
a)
b)

Urcete lokalni extrémy, resp. sedlové body S dané funkce
a)
b

max f, min f {neexistuji, f je neohranicend, sup f = +oo,inf f = —oco}
maximum a minimum f na uzavieném trojihelniku M : 0 <z <4, 0<y<2— %x
{max f(M) = 3 je ostré, nastava v po¢atku O(0,0); min f(M) = 0 je neostré a nastava na uzaviené tisecce
AB, A(4,0),B(0,2)'30) }
c) zda pocéatek O(0,0) je téz bodem ostrého lokdlniho maxima funkce na M
{podle definice 5.7.2 ano (a ov8em i bodem ostrého globdlniho maxima)j}
d) kterd véta zarucila pro ¢ast b) existenci nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce f {neuvadime}
e) supremum a infimum [ na vnitiku M° mnoziny M. {sup f =3,inf f =0}
S vyuzitim znazornéni grafu dané funkce f(z,y) a mnoziny stanovte max f(M) a min f(M), je-li
a) flz.y)=y+1LM={(z,y) €Ba|2® +(y—1)* =1} fmax f(M) = 3, min f (M) = 1}
) f

b) f(z,y) =2?+y* M je elipsa%zqt%:l,
{max f(M) =9 (ostré) v bodech (£3,0); min f(M) = 4 (ostré) v bodech (0,+2)}

134)]z¢ popiipadé formalné dosadit do Maclaurinova vzorce cosz = 1 — 22—? + % — . ..zaz=a%+19y?

135)tj. ona i d?2f(P,dz,dy,dz) méni v okoli bodu P2 znaménko. Napi. pro volbu dz = 2dz = dy je q = gdy2 > 0, ale pro
de =2dz =3dy je g = fgdy2 <0

136)ktera je tak mnozinou nekoneéné (pfesnéji nespocetné) mnoha bodu lokalnich (i globdlnich) minim
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Vysetiete lokalni extrémy funkce f(x,y) = 2y* + 22 — 12y — 2y\/z (Dy : z > 0).
{ve stacionarnim bodé fimin(4,4) = —24 (ostré); v podezielém bodé P(0,3) hranice 0Dy (osa y), kde f.,
neexistuje a f; = 0, lokalni extrém nenastane,'3”) viz obr. 5.23 na str. 140}

Vysetiete extrémy funkce

a) f(r.y) = (22% +y?)e TV
{ostré lokdlni extrémy fimin(0,0) =0, fumax(—1,0) = % = fimax(1,0), sedlové body S1(0,—1),S2(0,1)}
b) z = f(x,y) dané implicitné rovnici 23 — 3zyz — 1 =0 {neexistuji, sedlovy bod S = (0,0)}
c) z = f(z,y) dané implicitné rovnici 22 + 3% + 22 + 22 — 2y — 42 —3 =10
{funkee f1, resp. f2, proniz plati fi(—1,1) = —1, resp. fo(—1,1) = 5, mé f1,,,,(=1,1) = =1, fo 0 (=1,1) =
5 (ostry extrém pro f1 i pro f2)}
d) f(x,y)=zy+axz—y—1na M, M ={(z,y) €Ea|z+y=1}
{ostré lokdlni maximum fLMAX(%, —%) = % na M}

e) z(z,y) = © — xy — y a definitnost kvadratické formy ¢(P, ﬁ) nad Vs, generované Hessovou matici funkce

v podezfelych bodech P {neexistuji, jen sedlovy bod S(0,0), nebot ¢ = —2h;hs je indefinitni}
f) 2(z,y) = y* — 3. {nejsou, jen sedlo (0,0,0), viz obr. 5.24}
Uréete globalni extrémy funkce f(z1,...,2,) = > (z; — a;)?.
i=1

{max f(X) neexistuje, min f(X) = f(a1,...,a,) =0}

Slovné formulujte, jaké soufadnice v roviné ma bod X = (x, y), jehoz soucet ¢tverct vzdélenosti od n danych
bodi (x1,y1),- -+, (Tn,Yn) je nejmensi. {neuviadimej}

H) Vazané extrémy funkce

Vysetfete vizané extrémy funkei na danych mnozinach (vazbach) M
a) f(r,y)=2>+y*>, M: 20 +3y—6=0 fAmax($3,15) = 32}
b) f(z,y)=y*—22B M: 22 +y>—1=0 { fvimax, o (£1,0) = 1, fmin, (0, £1) = =1}

c) u(w,y,z) =a?+y*+ 22, M: ””9—2+%+z2 =1.
{{fVLMIng (0, 07 il) = 1, fv|_|\/|,/_\)(1,2 (ig, 0, 0) = 9, extrém neni v (0, i?, 0)}}

V roviné z+y — z — 5 = 0 najdéte bod, jehoz soucet ¢tverct vzdalenosti od bodit A = (1,1,1) a B = (2,2,2)

je nejmensi. fbod (5,%.4)}

Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnoty, tj. globalni extrémy, dangch funkei na zadanych mno#inéch (vazbéch)
M
a) f(z,y) =y* —a® M: 2® +y* <4
{min f(M) = fvemin, ,(£2,0) = —4, max f(M) = fvemax, ,(0,£2) = 4, pficemz v pocatku (0,0) extrém
neexistuje }}
b) f(z,y) = Va? +y? M: 2® +y* <16

{ min f(z,y) = fvemin(0,0) = 0 (ostré), max f(z,y) = fvemax(z,y) = 4 (neostré) v kazdém bodé
(z,y)eM (z,y)eM

(7,y) hranice OM : 22 +y* = 16}
) fle,y) =2 +y* —wy, M |z|+ [y <1
{ fvemin(0,0) = 0,(vdzand) globalni maxima f(—1,0) = f(0,-1) = f(1,0) = f(0,1) =1}
d) f(z,y) =ay(x—2)(y—2), M: 0<z <2, 0<y<2
{ fvemax(1,1) = 1, (vdzana) globalni minima f(0,0) = £(2,0) = f(0,2) = f(2,2) =0}
Pokuste se odvodit, pfi jakém poméru vysky h a poloméru r dna nadrze ve tvaru otevieného kolmého
kruhového vélce zadaného objemu V (m?) bude vyroba nejlacingjsi, stoji-li plosna jednotka plasté p (€) a
dna d (€). {7 =124}

137) Lze totiz pouzit kontrapozici (téZ transpozici) tvrzeni z 5.7.3 c).

1) zvolime-li M1 = Oy, pak na M; N O*(P), tj. na ose Oy existuje redukované okoli O*(P), ze pro zuzeni funkce
floy = f(0,y #3) =2y? — 12y = 2(y — 3)2 — 18 > —18 = f(P) = Ze je tam f(X) > f(P) a zaroven

2) zvolime-li M1 = p, kde polopfimka p = {(z,y) € E2|z > 0 Ay = 3}, pak na p existuje takové O*(P), Ze je tam

f(X) < f(P), nebot pro ziZeni funkce f|, = f(z > 0;3) = p(z) = 2z — 6/ — 18 je ¢’ (0+) = lir8+(2 - %) = —o0, tj.
T—

() je tam klesajici (ve sméru souhlasném s osou z). Tim jsme vylouéili podle zminéného tvrzeni jak ostré, tak i neostré
extrémy.

138) graf viz obr. 4.3 na str. 60
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Cést III
Zaklady integralniho poctu funkci vice
proménnych

6 Riemanniv dvojny a trojny integral na méritelné mnoziné

6.1 Riemanntv dvojny integral. Méritelné mnoziny v E,

6.1.1 Vyznam Riemannova vicerozmérného integralu v soucasnosti se nikterak nezménil, pii-
¢emz pripomenme, Ze klasickou Riemannovu souctovou definici zobecnil v r. 1957 ¢esky matematik Jaroslav
Kurzweil?), a prispél tak se svétovym véhlasem k renesanci vichodisek klasického R-integralu.?) V zaklad-
nich aplikacich ¢tenar s definici a aparatem dvojrozmérného ¢i trojrozmérného R-integralu, tak jak bude
podan, vystadi, i kdyz skutecnosti je, ze v mnoha naroénéjsich aplikacich z hydromechaniky, reologie®), prav-
dépodobnosti, parcidlnich diferencidlnich rovnic apod. se pouzivé Lebesguetiv integrdl (¢ti: lebegiv), zalozeny
na obsahlé teorii Lebesgueovy miry. Dtivod k tomu je pfedevsim ten, ze R-integral vyzaduje, aby integrandem
byla funkce ,skoro vsude® spojita.

Podobné jako u R-integralu ohranidené funkce f(x) jedné proménné (tj. u jednorozmérného nebo jak
jsme struéné fikali u urcitého integralu), jenz v nejcastéj$im pfipadé — v uzavieném ohrani¢eném intervalu
a < x < b umoznil (specidlné) pro spojitou kladnou funkei f(z) vypocitat obsah piislusného kiivocarého
lichobéznika,*) také zde budeme dvojny (tj. dvojrozmérny) integral v Eq definovat pro ohranicdenou funkci
tak, aby ndm umoznil (speciélné) pro spojitou kladnou funkci f(x,y) vypoéitat napt. objem jistého télesa a
vlastné tento objem jako dtlezitou ¢iselnou charakteristiku onoho télesa — tzv. ,,trojrozmérnou miru mnoziny“
dvojnym nebo trojnym integralem definovat.’) Naznaenjm zobeciiovanim ve smyslu prechodu k integraci
funkci vice proménnych 1ze dospét k (Riemannovu) k-rozmeérnému integrdalu v n-rozmérném euklidovském
prostoru E,,, pficemz obecné je k < n. P¥i k = n mluvime o n-rozmérném integralu, pii k =1, n > 1 jde
o krivkovy integrdl a pii 1 < k < n se prislusny (Riemanntv) integral nazyva plosng integral.

Stejné jako u urcitého integralu na jednorozmérném intervalu, rovnéz u vSech k-rozmérnych integrald je pii
jejich riemannovské definici vychozim principem princip délent a norma déleni prislusnych integra¢nich
oborti.

Mizeme shrnout, Zze k-rozmérny integrdl je zobrazenim jistych vlastnosti, které funkci f(X) v E, a
mnoziné M C Dy C E,, pfifadi redlné cislo, popf. slovo ,neexistuje“. Analogicky pojem k pojmu neurcity
integrdl se pro funkce vice proménnych nezavadi.

6.1.2 Umluva o intervalech v E,, V celé této kapitole budeme symbol I uzivat k oznaceni n-rozmérného
intervalu v E,, (n = 1,2,...),9 pticemz (kompaktni) n-rozmérng interval nebo (kompaktni) n-rozmérny
kvddr? definujeme jako mnozinu I C E,,

I={(z1,....,2n) =XEE, a1 <1 <b1,...,an < xp <bp} =a1,b1] X [az,ba] X ... X [an,bn], (6.1)

kde a1, ... ,an, b1,..., b, jsou redlnd ¢isla spliiujici nerovnosti a; < b; (i = 1,2,...,n). Poznamenejme, Ze je-li
I interval (kvadr), pak vnitrek I° mnoZiny I je mnozina, kterd se rovnéz definuje kartézskym souéinem,
avSak prislusnych otevienych intervali, a nazyva se pak otevreny interval nebo otevreny kvadr.

6.1.3 Délenim intervalu I (n-rozmérného) se nazyva kazdad mnozina D o r prvcich tvofend n-rozmér-
nymi intervaly, tj. takovy systém mnozin D = {I1,..., I}, kde r € N* = {1,2,3,...}, Ze
K
L. UL=1I,
i=1
2. I? N I3 = pro kazdé dva riizné indexy 4,j € {1,2,...,7}.

Prvky I4,..., I, se nazyvaji diléi intervaly intervalu I déleni D.

Djak jsme uvedli v zavéru odstavce 2.3.15 ze str. 36

2)tj. Riemannova integralu

3)Slovo reologie vzniklo z feckého slovesa peiv = téci. Oznaceni reologie s vymezenim piisobnosti na studium deformace a
toku materidlid bylo zavedeno v r. 1920 Ameri¢anem Eugene C. Binghamem, profesorem v oboru koloidni chemie, a obecné
prijato pfi zalozeni americké Spolecnosti pro reologii v r. 1925. Prudky rozvoj reologie ve 2. poloviné 20. stoleti souvisi zejména
s hromadnym pouzitim pevnych i kapalnych polymernich systém.

4)jako limity integralnich souctt obsahti obdélnikt f (ri) - Az, kterymi byl onen kfivocary lichobéznik aproximovan

S)pfiéemi ono téleso bude opét aproximovano systémem jednodussich téles

6)s nimz jsme se setkali v 3.2.36 str. 47 v souvislosti s kvadrovym okolim bodu z E,

7)Pfipomenme, e kompaktni mnoZina v E, je pravé takova, ktera je v ném ohranidend a uzavrend.
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6.1.4 Piiklad Naobr.6.11intervaly I1,..., I, r = 8, oznacuji prvky jednoho z moznych déleni D dvojroz-
mérného intervalu I = [a, b] X [¢, d], pfiGemz indexovéni se ¢asto vyhybame, tj. a = a1,b = b1, ¢ = az,d = bs.

6.1.5 Prumeér, norma déleni a objem intervalu I Necht I je (n-rozmérny) interval (kvadr) v E,.
Pak ¢islo

1
n 2
diam I = (Z(bl - ai)Q) (6.2)
i=1

se nazjva pruamér intervalu (kvddru) 1. Pramérem dvojrozmérného intervalu, tj. obdélnika,
resp. trojrozmérného intervalu, tj. kvadru, je délka uhlopricky, resp. délka télesové uhlopricky
piislusné geometrické interpretace.?)

e M&jme D = {I,...,I.} déleni intervalu I. Pak ¢islo

ID] = ma diam(7;)], (6.3)

tj. nejvétsi ¢islo z ¢iselné mnoziny {diam(ly),...,diam(I,)}, se nazyvd norma déleni D. Je to nejvétsi
z primeéri dil¢ich intervalti.

e Cislo y1,,(I) nebo (nehrozi-li nedorozuméni) stru¢néji p(I) oznacuje (n-rozmérny) objem intervalu I
a definujeme jej nasledovné

n

p(I) = (by — ax)(ba — az) ... (bn — an) = [ [ (b — as), (6.4)

i=1
pfi¢emz poznamenejme, ze je-li D = {I3,..., I, } déleni intervalu I, pak

(I = ; u(Ly). (6.5)

K2

6.1.6 Piiklad Obsah dvojrozmérného intervalu I = [a,b] X [c,d] je definovan ¢islem P(I) =
(b —a)(d — ¢), tedy M, tj. dvogrozmérny objem intervalu je jeho obsah. Podobné objem troj-
rozmérného intervalu I = [a,b] x [¢,d] X [e, f] je definovéan ¢islem V(I) = (b — a)(d — ¢)(f — e), takze
us(I) =V (I)|, tj. trojrozmérny objem intervalu je jeho objem a ovSem jednorozmérny objem intervalu

I = [a,b] je jeho délka (b— a).

y
d —
e [15] 1y
\z
g [ s
|
Iy I, X
a Dy
o X
C —
(@]
Obr. 6.1

6.1.7 Dosavadni obecnéjsi pFistup by mohl vyustit v definici k-rozmérného integralu v E,,. My jej
opustime, avSak umozni nam dostateény nadhled v nasledujicich ¢lancich, kdy budeme definovat dvojny a
pozdéji i trojny integral.

8) Priimér mnoziny v metrickém prostoru jsme definovali v 3.3.9 na str. 50.
9)Pro dva libovolné body X,Y € I zfejmé plati o(X,Y) < diam I, kde o(X,Y) je vzdalenost bodu v E,.
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6.1.8 Geometrickd motivace pro dvojny integral. Déleni obdélnika. Reprezentant. Ve shodé
s obr. 6.2 uvazujeme nejprve spojitou kladnou funkci z = f(z,y) na mnoziné M C E,, pficemz chceme
definovat a také vypo¢éitat objem V(T') mnoziny — (kolmého) vélcového télesa T majictho v roviné
xy podstavu M, shora ohrani¢eného grafem G(f) funkce f, jehoZ definice je T = {(x,y,2) € E3|(x,y) €
M0 <z < f(a,y)}

a) Nejprve se zaméfme na jednodussi vdlcové téleso T z obr. 6.3, u néjz je podstavou mnozina , kde
I = [a,b] X [¢, d] je dvojrozmérny interval, tj. obdélnik, ktery je kolmym priamétem naseho jednodussiho
télesa T' do roviny xy.

V trividlnim pfipadé, kdy f je konstantni na I, je T' kvadrem s objemem V(T) = f - (b — a)(d — ¢).

b) Neni-li f konstantni, pak ve shodé s obr. 6.3 vezméme jedno z nejpouzivanéjsich déleni'V) D uvazova-
ného obdélnika I, kdy se na obor integrace — obdélnik I pouzije pravotihld nepravidelnd sit,'? tj.
obdélnik I se rozdéli na n diléich obdélnikd I+, ..., 1,.

Objem V(T;) i-tého dilc¢iho télesa T; s podstavou i-tého dil¢tho obdélnika I; shora ohrani¢eného
grafem G(f) aproximujme objemem kvddru QQ; opét s podstavou I;, avSak s vyskou rovnou konstanté
f(R;), kde bod R; € I; je libovolné vybrany z I;, nazvéme jej reprezentant i-tého diléiho obdélnika
I; déleni D. Plati ptiblizna rovnost V(T;) =~ V(Q;) = f(R;) - Az;Ay;, kde Az;, Ay; jsou délky stran
i-tého obdélnika I;. Objem V(T celého télesa z obr. 6.3 pak aproximujeme takto

V(T)= Y V(Ti) = >2i_, f(Ri)Az;Ay; . (6.6)

-

i=1

¢) Dosavadni postup by teoreticky vedl k pfesnému vypoctu objemu V(T'), pokud bychom podle né&jakého
funkéniho predpisu a nikoli $fastnou ndhodou definovali reprezentanta R; € I; tak, aby vzdy V(T;) =
V(Qi).
A skutecné, tzv. véta o stredni hodnoté integrilniho pocdtu (my mame f(z,y) nejen
spojitou, ale navic pozadujeme f(z,y) > 0) zarucuje existenci aspoii jednoho takového bodu R* € M,
kde mnozina M muze byt napt. podstavou vilcového télesa T' z obr. 6.2, aby platila rovnost objem
V(T) = f(R*) - P(M), v niz P(M) je obsah mnoziny M. Cislo f(R*) je tzv. stfedni hodnota, pficemz
f(R*) - P(M) je objem (kolmého) véalce [nacrtnéte jej po odhadnuti vysky f(R*)] nad podstavou M
s vyskou f(R*). Pro téleso T z obr. 6.2 by se ona véta dala geometricky interpretovat jako véta
o stredni hodnoté vysky f(R*) vdlcového télesa T mad podstavou M a pod grafem funkce

f(z,y).

Praktickou cestou jak numericky dosdhnout co nejpresnéjsiho vysledku v nagich tivahach prozatim
zustava postupné zhustovani neboli zjemriovani sité, a to predevsim v okoli téch bodt obdélnika I,
kde se funkce f ,hodné méni“, coz bychom analyticky mohli uskute¢nit limitnim prechodem v souc¢tech
napravo v (6.6). AvSak kazdy numericky postup, mé-1i byt korektné definovan, musi mit mj. pfedevsim
zaruceny jisté teoretické postacujici podminky pro konvergenci k presnému vysledku, zde tedy k vypoctu
objemi V(T') obou znézornénych typt téles nebo i komplikovanéjsich. Na formulovani onéch podminek
a obecné vybudovani zaklada klasického integralniho poctu se podileli zvlasté némecky matematik G.
F. B. Riemann (1826-1866) a francouzsky matematik A. L. Cauchy (1789-1857).

6.1.9 Fyzikalni motivace pro dvojny integral tkvi ve snaze vypocitat hmotnost H(I) velmi tenkého
nehomogenniho materiadlu ve tvaru obdélnika I, takze mtzeme hovofit o urceni hmotnosti plechu ¢i velms
tenké desky nebo rovinné skorepiny I. P¥itom se predpoklad4, ze funkci h(x,y) je v kazdém bodé (z,y)
zadéna plosnd hustota (v méfici jednotce kg - m~2). Postupem zcela shodnym s piedeslym ¢lankem i
stejnym obr. 6.3, jen misto f(x,y) je h(z,y) a misto objemd V(-) se uvazuji pfislusné hmotnosti H(-), lze
hmotnost obdélnikového plechu aproximovat sou¢tem

H(I) = é H(L) ~ é h(Ry) - Ay Ay . (6.7)

3

10)Kolmym prumétem télesa 1" do roviny xy je M.

) pouziva se mj. pfi numerickych vypoctech dvojnych integrali, pfi feseni tiloh z aplikaci, které vedou na feseni parcialnich
diferencialnich rovnic na dvojrozmérnych oborech metodou siti apod.

12)coy je mnozina bodu, nazyvanych wzly sité, kterd vznikne prunikem dvou systému pfimek rovnobéznych se soufadnicovou
osou x nebo y, jez jsou v obecném piipadé neekvidistantni, tj. nestejné vzdalené
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6.1.10 Dvojny integral na obdélniku jako limita integralnich souétu

a) Mé&jme dvojrozmérny (kompaktni) interval, tj. obdélnik I = [a,b] X [c,d], v Eo. Uvazujme déleni D =
{I,...,I,} obdélnika I (Viz 6.1.3) na diléi obdélniky I, ..., I, (se stranami o délkidch Axy, Ay, ...,
Az, Ayy). (Viz 6.1.5) norma déleni'®) obdélnika I. Nechf u(I) je (Viz 6.1.6) dvojroz-
mérny objem obdélnika I, tj. jeho obsah (oznaceny téz P(I)).

e MnozZinu bodt V = {Ry, ..., R, } nazveme vgbér reprezentantu dil¢ich intervalt I, ..., I,, déleni
D, ptricemz reprezentant R; € I; dil¢iho intervalu I;, i = 1,...,n, je pojmenovani pro jeho libovolny
bod.14)

o Vytvofime-li na daném obdélniku I posloupnost {Dy};2, déleni Dy, kterou strucéné zapisujeme
{Dy}, vady tak, ze jejich odpovidajici normy [|Dgl| tvoii ¢iselnou posloupnost {[|Dy|} konvergujici
k nule'®, pak se takovéa posloupnost déleni nazjva normdini posloupnost, coz struéné zapiseme
(a pro pohodli pfejdeme k indexu n) takto

e {D,} je normdlni <= lim ||D,]|| = 0 nebo struénéji ||D|| — 0+ . (6.8)
n—roo

O normalni posloupnosti téz Fikame, Ze se zhustuje ¢i zjemriugje.'®)

b) Mgjme funkei f(X) ohraniéenou na zminéném obdélniku I a méjme déleni D,, = {1, ..., I,} obdélnika
I s pfislusnym vybérem V,, reprezentantit Ry, ..., R,. Symbolem s(f, D,,,V),) oznaceny ¢iselny soucet
$(f,Dn, Vo) = 32 F(R) - (1) | = Y f(R)- AziAyi = f(R1)- Az Ayy + ...+ f(Rn) - Az Ay, (6.9)
i=1 Py

se nazyva Cauchy-Riemanniv soucet nebo jen Riemanntv soudet nebo integralni soucdet funkce f
pro déleni D,, obdélnika I a vybér V, reprezentanti Ry,...,R,.17)

Y

c) Rekneme, Ze integralni soucet s(f, Dy, V,) mé pro normu déleni ||D|| — 0+ za limitu (realné) ¢islo [,
pravé kdyz pro kazdou normélni posloupnost déleni {D,,} intervalu I a pro kazdou posloupnost odpo-
vidajicich vybéri {V,} reprezentanti konverguje odpovidajici posloupnost integrdilnich soucti
{s(f,Dp,V,)} k éislu [, coz vyjadifme dvéma ¢asto pouzivanymi zapisy limity [

I DuVy) = [ = lim 3 f(R;) - AziAys 6.10
oo s(f ) =)= Jlim 3 f(Ri)- Awily (6.10)

nebo takto
Ve>030>0VDVV: |D|<é=|s(f,.D,V)— [|<e. (6.11)

e Existuje-li ¢islo (vlastni limita) f , pak se nazyva Riemanntv nebo struc¢né dvojrozmérny nebo
nejcastéji dvojny integral funkce f na obdélniku I, pficemz fikdme, ze dvojny integral eristuje a
podrobnéji jej rozepiseme

J=Jf; fX)dX nebo [ = [, f(z,y)dzdy nebo [ = [[, fAP nebo [ = [, f (6.12)

(resp. neexistuje-li takové &islo, pak fikame, ze integral neeristuje). Rikdme pak, Ze funkce f je (resp.
neni) integrovatelnd (integrace schopnd) na obdélniku I (v Riemannové smyslu).

6.1.11 Dvojny integral zavisi na funkci a na obdélniku, avSak toto ¢islo nezavisi na déleni obdél-
nika ani na vybéru bodu v dil¢ich obdélnicich.

6.1.12 Priklad integrovatelné konstantni funkce f(x,y) = k (k je ¢islo) na libovolném I C Es.
Pro libovolné déleni D obdélnika I a libovolny vybér V bodt Ry,...,R, v dil¢ich obdélnicich Iy,..., I, je

totiz integralni soucet s(f,D,V) = > k- u(l;) =k - p(I) = k- P(I). Plati
i=1

If; faX = [f,; kdX = k [, dedy = kP(I),
coz pro k > 0 je v souladu s geometrickou (Viz 6.1.8) i fyzikdlni motivaci (Viz 6.1.9) pro dvojny integral.

13)zde je [|D|| nejvétsi z prameéra dil¢ich obdélniki, tj. nejdelsi z jejich thlopficek. Nic by se nestalo, kdybychom jako normu
[|D|| déleni D definovali nejdelsi ze stran dil¢ich obdélniki, tj. max {Aml, Ay, }

14) Takovych vybért V reprezentantt pro dané déleni D jisté ex15tuje nekone¢né mnoho.

15)tj. || Dk je nulové posloupnost

16) Je ziejmé, ze velikost normy ||D|| je éislo, jez dava informaci, jak ,jemné“ je déleni D neboli jak ,jemnd je sit pFislusnych
uzlovych bodi. Termin zjemnéni déleni lze presné definovat.

17) Je ziejmé, ze k danému n existuje nekonecné mnoho integralnich souctl s, protoze lze nekonecné mnoha zptisoby zvolit
déleni D,, a pro néj téz nekonecné mnoha zpusoby vybrat mnozinu V), reprezentantu.
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6.1.13 Priklad na neexistenci dvojného integralu ohrani¢ené funkce na obdélniku lze ukéazat
podobné, jako se uvadi neexistence (Riemannova) uréitého integralu Dirichletovy'® funkce x(z) na ja-
kémkoli intervalu [a,b] v Eq. Lze ukdzat, ze funkce

—1 pro x iracionalni
V(e y) = { 1 pro x racionélni,

ktera neni elementdrni, neni integrovatelna dokonce na zddném obdélniku I C Es.
(Ptitom ale [[; | (x,y)|dedy = P(I).)

6.1.14 Priiklad na neexistenci dvojného integralu konstantni funkce Predesly piiklad motivuje
k uvedeni jedné z takovych ohrani¢enych mnozin v E,, Ze ani konstantni, tedy opét ohranicena funkce na ni
neni integrovatelna. Lze napf. ukdzat, Ze mnozina M vSech bodi libovolného (kompaktniho) obdélnika I,
jejichz obé souradnice jsou racionalni ¢isla, neni méritelna. Priklad doklada mozna prekvapujici poznatek,
ze

Tvrzeni: PodmnoZina méritelné mnoZiny (napv. obdélnika) nemusi byt méﬁtelnd.‘

6.1.15 Dvojny integral na ohrani¢ené mnoziné M C E; ohrani¢ené funkce f(x,y) na M nam uz
umozni napf. vypocitat objem télesa T z obr. 6.2 (kde je f > 0). Mnozinu M vnofme do libovolného
(kompaktniho) obdélnika I (tj. M C I) se stranami rovnobé&znymi se soufadnicovymi osami, tj. do sou-
radnicového obdélnika I, a definujme rozsireni fy; funkce f nulou vné mnoziny M na obdélnik I,
tj.
_ | flzy) pro(z,y) € M
far(@,y) = { 0 pro (z,y) € I\ M .19

Je-li rozsiteni fp; funkce integrovatelnd na (kompaktnim) obdélniku I, pak dvojng integral funkce f
na mnoziné M v Es oznacujeme a definujeme takto

Jas FaX = [J; fardX,

a fikame, Ze f je integrovatelna na mnoziné M, pficemz f se nazyvéa integrand a mnozina M integracni
obor ¢ obor integrace v E,.20)

6.1.16 Geometricky a fyzikalni vyznam dvojného integralu je zfejmy z obsahu ¢lankid 6.1.8,
resp. 6.1.9 o geometrické, resp. fyzikalni motivaci pro dvojny integral, jejz jsme tam uvazovali sice ,,jen®
na obdélniku I, ale podle predeslého odstavce miuzeme vyslovit zavéry platné rovnéz na ohraniéené mno-
zZiné M v Eo, jak situaci znazortiuje obr. 6.2. Pak objem V(T') tam zndzornéného valcového télesa T lze
definovat vzorcem

(6.13)

V(T) = }[}f f(z,y)dzdy

kde f > 0 je funkce integrovatelna na M C Es. Pozdéji pozname, Ze lze vypocitat objemy téles mnohem
rozmanitéjsich tvart, pricemz mtizeme pouzit i trojny integral.

e Specialné, je-li f = 1, nabizi se moZnost definovat obsah P(M) uvazované ohrani¢ené mnoZiny
M (pouzitim obséhlejsiho pojmu tzv. méritelné mnoziny, viz déle), nebot T bude valec o vysce rovné jedné,
jehoz dolni podstavou (v roviné xy) je M, a rovnéz horni podstavou je M (nacrtnéte si jej). Plati rovnosti
¢isel (za predpokladu, ze M je méritelnd mnoZina, viz dale)

V(T) = ng cdady =: p(M)=P(M) = |P(M) = Jgdxdy . (6.14)

e Podobné pro hmotnost H(M) plechu M v E; s plosnou hustotou h(z,y) (kg - m~2) mame

H(M) = ]{}f h(z,y)dzdy |. (6.15)

Uvedené defini¢ni vzorce pro objem, resp. obsah ¢i hmotnost uvazovanych, jiz dosti obecnych, ohranic¢enych
mnozin v Eg, resp. v Eo dévaji tusit, ze v nich mame k dispozici mocny prostfedek k popisu, popt. k feSeni
tloh z mnoha obort.

18)Dirichlet, Peter Gustav Lejeune (1805-1859), némecky matematik.

19)tj. f je ztzZeni funkce fa; z I na M, coZ zapisujeme far|; = f

20)Zvolte si a nacrtnéte dvé zminéné rozsieni f na obdélniky I, Is. Uvédomme si, ze takovych rozsifeni je nekone¢né mnoho,
ale takto definovany dvojny integral [[,, fdX na M vibec nezavisi na volb& obdélniki.
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6.1.17 Meéfitelnd mnozina. Jordanova-Peanova mira v E; V piikladu 6.1.13 jsme poznali, Ze ani
ohranic¢ena funkce, a dokonce na kompaktnim obdélniku, nemusi byt integrovatelna. Aby nas integral exis-
toval pro dostatecné Sirokou t¥idu funkci pouzitelnych v aplikacich, musime p¥ili§ Sirokou t¥idu ohra-
ni¢enych mnozin zuzit. Ukazuje se, 7e o existenci integralu rozhoduje téZ geometrie hranice?")
OM mnoziny M. Naseho cile, integrovat na v praxi pouzitelnych mnozinach, dosdhneme nésledujici definici
tzv. méfitelné mnoziny v Eo (strucéné feceno jsou to mnoziny, jejichz obsah P(M) je ddn vzorcem (6.14)).
Tim téz doplnime zcela formalni uvedeni vzorce (6.14) pro P(M), kde jsme méfitelnost mnoziny M mlcky
predpokladali.

Rekneme, e mnoZina M ohranicend v Ey je méritelnd v Ey (v Jordanove?? -Peanové??)
smyslu), existuje-li dvojng integrdl konstantni funkce f(x,y) = 1 na M. Jeho hodnotu oznacujeme po(M)
nebo jen u(M), tj.

w(M) = jj dady (6.16)

a nazgvime dvojrozmérnd (Jordan-Peanova) mira mnoZiny M.?Y

6.1.18 Interpretace miry v E;,Ey, E3 Je-li M C E5 méfitelnd mnozina, je ziejmé, Ze jeji dvojrozmérna
mira je nezaporné ¢islo, tj. u(M) > 0, které interpretujeme jako obsah P(M) této mnoziny. Dopliime,
Ze jednorozmérnou mirou intervalu v Eq je délka intervalu a trojrozmérnou miru mnoziny (télesa) M v Eg
budeme interpretovat jako objem V (M).

V inzenyrskych aplikacich se nejéastéji setkdame s ohranié¢enygmi mnozinami, které jsou méritelné, pii-
¢emz nejdilezitéjsi z nich, elementarni mnoZiny a regularni oblasti, probereme déle.

6.1.19 Priiklady méfitelnych mnozin v Eq,Ey,[E3 s mirou, kterou umime nebo budeme umét urdit
jsou: prazdna mnozina (), koneénd mnoZina bodil, ohrani¢eny interval, elipsa, asteroida, obdélnik, rovnobéz-
nik, kruh, ohranic¢ena Sroubovice, ohranic¢eny rotac¢ni paraboloid, elipsoid, kvadr, valec, kuzel, koule apod.

6.1.20 Mnoziny miry nula neboli nulové miry jsou v E; tedy ty, pro néz je [[,, dady = 0= P(M),
tj. maji nulovy obsah. Hraji dilezitou roli nejen v integralnim poctu, ale i v aplikacich. Matematicky nam
je (dokonce v E,) pfiblizi zejména nasledujici véta, po které uvedeme vétu 6.1.22, jez umozni urcit, zda je
mnozina méritelna.

6.1.21 Véta (o mnoziné nulové miry) Mnozina M C E,, mé (Jordan-Peanovu) miru nula, préaveé kdyz
ke kazdému e > 0 existuje kone¢ny systém k (kompaktnich) n-rozmérngch intervala Iy, ..., I, takovy, ze

k k
Mc UL S ul)<e?® %
3 =1

i=1

6.1.22 Véta (Nutna a postacujici podminka méfitelnosti mnoziny) Mnozina M C E,, je méfi-
telnd, praveé kdyz je ohranicend a jeji hranice M je mnozina nulové miry (tj. p(OM) = 0). %

6.1.23 Véta Kazda méritelna mnozina M C E,, je ohranicena v E,, a jeji mira je nezdporné cislo. %
6.1.24 Véta Prazdna mnozina a také kazda konecna mnozina bodd v E,, ma miru nula v E,,. %

6.1.25 Véta (o sjednoceni mnoZin nulové miry) Sjednoceni koneéné mnoha mnozin miry nula v E,,
je mnozina miry nula v E,,. %

6.1.26 Véta Podmnozina mnoziny miry nula v E,, ma miru nula v E,,. %

21)Hranici mnoziny jsme definovali na str. 49.

22) Jordan (&ti: Zordan), Camille (1838-1922), francouzsky matematik.

23) Peano, Giuseppe (1858-1932), italsky matematik.

24) Poznamenejme, Ze n-rozmérnd mira p,(M) nebo jen p(M) mnoziny M v E, je zobecnénim n-rozmérného objemu n-
rozmérného intervalu (kvadru) I, ktery jsme definovali v 6.1.5, a vlastné je na pojmu n-rozmérného intervalu I konstruovéana,
takze jsme pouzili stejné oznaéeni jak pro objem, tak pro miru pfislusnych mnozin. Zminéné konstrukce, tzv. prodlouzeni
miry, je myslenka pouzitd uz staroreckymi matematiky v fadé specialnich pfipadii. Spoé¢iva v tom, ze danou mnozinu M, jejiz
miru hledame, aproximujeme ,zevnitr“, resp. ,zvnéjsku“ mnozinou M™*, resp. M**, jejiz miru zname, tj. M* C M C M™**.

25)Strucné Feceno: Mnozina méa miru nula, pravé kdyz muze byt pokryta koneénym poctem kompaktnich n-rozmérnych
intervala (tj. v E2 uzavienych obdélnikil) s libovolné malym souctem jejich n-rozmérnych objemt (tj. v E2 obsahtl).
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6.1.27 Priklady mnozZin nulové miry v Eq,Es, E3

a) V E; ma (jednorozmérnou) miru nula kazda kone¢na mnozina bodit.25)

b) V E; maji miru 0 koneéné mnoziny bodu a navic krfvky tvofené grafy spojitych funkei y = o(x)
nebo x = ¥ (y) na kompaktnich (tj. ohrani¢enych a uzavienych) intervalech nebo obecnéji (definice
uvedeme dale) tzv. jednoduché hladké (rovinné) kiivky jako je napf. kruznice nebo jeji ¢ast ¢i tzv.
jednoduché po éastech hladké (rovinné) kiivky jako je kiivka slozend z hranice 0I obdélnika I,
kterda ma ctyti hladké ¢asti, jimiz jsou strany obdélnika nebo je to napf. asteroida. Obecné muzeme
uvazovat 1 mnoziny tvorené koneéné mnoha kiivkami v Ey (tj. rovinngmi) véech zminénych typt.

¢) V E; maji nulovou miru koneéné mnoziny bodi a navic mnoziny tvotfené koneénym poc¢tem prostorovych
utvard, které vzapéti uvedeme, a z nich ty, jez ve svém nézvu obsahuji slovo kiivka nebo plocha,
budeme definovat pozdé&ji. Z prostorovych kiivek je to §roubovice, prostorovy polygon (tj. lomend
¢éra). Dale plochy, které jsou grafy spojitych funkci dvou proménnych z = ¢(x,y) & y = ¥(x, z)
nebo = = x(y, z) definovanych na kompaktnich mnozinéch v Eo, jako je v obecné poloze ohrani¢end
rovina nebo ohrani¢eny rotacni paraboloid z = 22 + y?, coz jsou tzv. hladké plochy. Dale jsou
to tzv. po fastech hladké plochy, kam muZeme prifadit hranice (neboli hrani¢ni plochy) kvddru,
Gtyrsténu nebo kulovou plochu — sféru.
Ctenaf si jisté v&iml, Ze pro nulovost miry mnoziny je podstatné fici, jakou dimenzi n mé uvazovany
euklidovsky prostor E,, neboli kolikarozmérnou mirou méfime danou mnozinu.

6.1.28 Umluva o vlastnosti bodu Plati-li néjaka vlastnost (¢i tvrzeni) pro vSechny

body mnoziny M v E, s vyjimkou bodu tvoficich v. M mnozinu miry nula, budeme fikat, ze uvazovana
vlastnost plati skoro vsude na M (nebo Ze plati na M aZ na mnoZinu miry nula v M).

6.2 Existence dvojného a trojného integralu. Vlastnosti vicerozmeérnych inte-
grala

6.2.1 Poznamka k terminim a oznacovani v ¢lanku 6.2 Uvedeme nékteré z ¢etnych spoleénych
vlastnosti dvojného integralu [[,, f(x,y)dzdy, resp. trojného integralu [[f,, f(z,y, z)dedydz, jejichz formu-
lace je v mnohém analogii uz probraného urcitého integralu, takze tyto vlastnosti nebudeme u trojného
integralu opakovat. Slovo dvojny ¢i trojny budeme vynechévat a mluvit jen o integralu, pricemz oba typy
integrali oznac¢ime jen [, f. Pouzijeme-li v celém ¢lénku oznadeni E,,, ptijde ndm predeviim®” o dimenzi
n = 2, resp. n = 3. Pfipomenme, Ze vyroky ,.integral fM f existuje’ a ,funkce f je integrovatelnd na M*
maji stejny vyznam.

6.2.2 Véta (Kritérium existence n-rozmérného integralu) Jestlize M je méFitelnd mnozina v E,,
a funkce f je na M ohranicend a skoro vSude na M spojits,?® pak integral [, f existuje. %

6.2.3 Véta Funkce f integrovatelnd na mnoziné M C E, je integrovatelna na kazdé jeji méritelné pod-
mnoziné. %

6.2.4 Neékteré véty o vlastnostech integralu

a) Linearita integralu Jsou-li funkee f, g, f1,..., fi integrovatelné na mnoziné M C E, a a, av1,...,ap €
R, pak funkce f + g,af a aifi + ...+ aifr jsou na M integrovatelné a plati
Ju(f+9)=[ul+ [ y9 *x aditivita2?)
Jya-f=a-[,f % homogenita
(a matematickou indukei se odtud dé odvodit)
Jylarfi+. . Farfe)=a1 [, fi+.. . 4+ow [y fe- K linearita
b) Integrovatelnost souéinu funkei Jsou-li funkce fi,..., fx integrovatelné na mnoziné M C E,, pak
jejich soucin fy - fa - ... fr je funkce integrovatelnd na M. %

26) Uvedme, e mnozina viech racionalnich bodt v E; z kazdého intervalu nenulové délky uz neni mno%ina miry nula,
zatimco mnozina bodi {0, %, i, é, ey 2%, ...} ma miru nula.

27)Mohlo by se obecné téz jednat o n rozmérny integral, zminény v odstavci 6.1.1.

28)tj. nemusi byt nap¥. spojitd na ¢asti nebo i celé hranici &M mnoziny M, coz jsou v riiznych ulohach praxe dost casté
pripady

29) aditivita integralu vzhledem k integrandim
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c) Aditivita integralu vzhledem k oboru integrace Je-li funkce f integrovatelnd na méfitelnych
mnozinach My, M, v E,,, pak je integrovatelna na jejich sjednoceni M = M; U M. Jsou-li navic My, Ms
skoro viude disjunktni (tj. u(M; N My) = 0)3?), pak nastane

[ f=[Ff+[Ffx aditivita

MiUMa My Mo

d) Monotonie integralu Jsou-li funkce f, g integrovatelné na mnoziné M C E,, a na M je g < f, pak
Ju 9 < fuf %
Specialné, jestlize na M je 0 < f, pak
0< [, [ %

e) Nulovy integral ohranic¢ené funkce na mnoziné nulové miry Je-li funkce f ohrani¢end na mnoziné
M C E,, kterd ma miru nula v E,, pak je integrovatelna na M a

[ F=0.%

f) Invariantnost (neménnost) integralu vzhledem ke zméné hodnot funkce na mnoziné miry
nula pFi zachovani ohranicenosti funkce Je-li funkce f integrovatelna na mnoziné M C E,, a funkce
g je ohraniend na M, pricemz plati g = f skoro vsude na M, pak je g na M integrovatelnd a plati

fM 9= fM f % invariantnost

6.2.5 Dusledky invariantnosti integralu jsou teoretického a pro nas i praktického réazu. Pii feseni
riznych tloh totiz bud samotna integrovatelnd (a tedy ohranicend) funkce je napf. nespojita na jisté
mnoziné My nebo, obecné fedeno, nejsou splnény predpoklady potifebnych vét na mnoZzZiné My,
kde My je ,nastésti“ jen nulové miry. MnoZinou My byvaji izolované body nebo ¢ast ¢ celd hranice M
integracniho oboru M. Napf. v E5 u obdélnika mohou byt mnozinou nulové miry nékteré z jeho vrchold nebo
stran. P¥i integraci je pak zcela jedno, zda integrujeme na obdélniku otevieném (0, 1) x (0, 2) nebo uzavieném
[0,1] x [0,2], nebot jeho hranice ma miru nula, avak integrovand funkce na ni musi byt ohranicend. P¥i
integraci muZeme vlastné z oboru M vynechat mnoZinu M, miry nula a puvodni integral pocitat
jen na oboru integrace M \ My, pricemz vysledek bude diky invariantnosti integralu stejny.

6.2.6 Véta o stfedni hodnoté integralniho poc¢tu Je-li M méfitelnd mnozina v E,, a f je funkce
integrovatelnd na M, pak existuje ¢islo, které oznacime symbolem (f) nebo f, takové, ze plati

Jar =) - p(M), inf f(M) < (f) < sup f(M), (6.17)
kde p(M) je mira mnoziny M v E,. %

6.2.7 Poznamky k vété o stfedni hodnoté

a) Je-li funkce f integrovatelnd na méritelné mnoziné M C E,, s mirou pu(M) # 0, pak se ¢islo

<f> = mf]\/[f (618)

nazyva stredni hodnota funkce f na mnoZiné (nenulové miry).

b) Je-li specidlné funkce f(xz,y) > 0 spojitd na kompakini oblasti M C Eq o obsahu P(M), pak méa véta
formulaci klasické véty o stfedni hodnoté integralniho poctu, jak ji zndme i u funkce jedné proménné.
Tj. existuje (aspon jeden) bod R* € M tak, Ze plati

S £ y)dady = F(RY) - P(M) (6.19)
V tomto ptipadé je (f) = f(R*) a rovnost objemu v (6.19) interpretujeme podle odkazu v 6.1.8¢).

S jistou nadsazkou feceno, véta ndm dodatecné ospravedlnuje myslenku vytvareni integralnich souctt,
zapocatou uz v 6.1.8b).

30)tj. prekryvaji se nejvyse na mnoziné nulové miry
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6.3 Fubiniova véta a vypocet dvojného integralu dvojnasobnou integraci

6.3.1 Elementarni mnoziny (elementarni uzaviené oblasti) v E; Uzaviena oblast v Es se nazyva
elementdrni mnoZina nebo elementdrni obor integrace vzhledem k ose x, popt. typu (z,y), a
oznad¢ime ji M?, plati-li (Viz obr. 6.4 kf‘ivocarého lichobéznika)

M ={(z,y) € By |z1 <x <zp Ami(z) <y <ma(x)},

pfifemz 1 < xo jsou &isla, my(x) < mao(z) pro vSechna x € (x1, 22), kde funkce mq(x), ma(x) jsou spojité
na uzavieném intervalu [z1, z2] neboli my, mg € Clxy, x2].

e Podobné, uzaviena oblast v Ey se nazyva elementarnit mnoZina nebo elementarni obor integrace
vzhledem k ose y, popt. typu (y,x), a oznacime ji MY, plati-li (obr. 6.5)

MY ={(z,y) €eEz|y1 Sy <y2Ami(y) <oz <ma(y)},

pridemz y; < y2 jsou &isla, mq(y) < ma(y) pro vSechna y € (y1,y2), kde my, ma € Cly1, ya]-

e Uzavrena oblast M v E; se nazyva elementarni mnozZina v E, ¢i elementarni obor integrace
v [Eo, je-li mozné ji rozdélit na koneé¢né mnoho elementarnich mnozin typu M* nebo MY, pfi¢emz priinik
kazdjch dvou z téchto mnoZin je mnozina miry nula®?) (obr. 6.6). Pfitom k¥ivka y = m1(z) ¢ z = my(y) se
nazyvé dolni (hraniéni) krivka elementdrni mnoZiny M?® ¢ MY, kdezto kiivka y = ma(z) ¢z = ma(y)
se nazyva horni (hraniéni) krivka elementdrni mnoZiny M* ¢i MY (Hrani¢ni kiivku M elementérniho
oboru M lze rozdélit na koneény pocet kiivek, jez lze vyjadfit nékterou z rovnic y = ¢(x),z = ¥ (y)).

YA

vA |
di--

y = my(x)

y=m(x) !
‘T o
(o] él Xl X2 b X

Obr. 6.4 Obr. 6.6

6.3.2 Véta o elementarnich mnozinach Elementarni mnoziny v E,, jsou métitelné mnoziny v E,,. %

6.3.3 Poznamka Jiz v odstavci 6.1.18 jsme predeslali, ze v aplikacich se nejcastéji vyskytuji elemen-
tarni obory integrace. Ty ,nezlobi“, nebot jsou ,z jednoho kusu*, neobsahuji izolované body apod., jsou
to oblasti uzavrené a ohranicéené, tj. kompaktni, které jsou méritelné (Viz déle).

e Hranice OM elementdérni mnoZiny M, kde M neni nutné jednoduse souwvisla (uzaviend) oblast [tj.
miize mit ve vnitiku M° konecny pocet ,dér* jako v ementalském syru ohrani¢enych uzavienymi hrani¢nimi
tzv. vnitrnimi krivkami, na obr. 6.6 je vnitini kfivkou mnoziny M hranice kiivoc¢arého trojihelnika,
oznaéme ji ), je tvofena disjunktnim sjednocenim nejvyse koneéného poctu vnitrnich (uzavienych)
krivek a vzdy jediné hranicni, tzv. vnéjsi (uzaviené) krivky, oznacme ji 1, jejiz ,vnitrek* int ]
obsahuje M° jako vlastni ¢ast, tj. M° C int #; (Zde M = 1 U s, 1 N Hs = (). V nasem piipads
fekneme, Ze oblast je dvojndasobné, obecnéji pak, ze je k-ndsobné souvisla, je-li téchto hraniénich
krivek k (k > 1), neboli je vicendsobné souvislé a pti k = 1 jednoduse souvisld. Korektni definici
vicenasobné souvislé oblasti i obrazce zalozenou na pojmu kiivka, podame az u kiivkového integralu v 7.5.8
pri zobecnéni Greenovy véty na vicenasobné souvislé oblasti.

e Je ziejmé, Ze kazda ze zminénych k hraniénich (uzavrenych) kiivek tvoricich hranici OM elementérni
oblasti M muze byt jesté rozdélena na koneény pocet kiivek koneénych délek uréengych grafy spojitych
Sfunkci (véetné konstantnich) na (koneéné mnoha) uzavienych intervalech, jez lze explicitné vyjadfit nékte-
rou z rovnic y = (), x = 1(y). Rikdme, Ze kazd4 z k hrani¢nich kfivek je tvoiena (neboli
v koneéném poctu) grafy spogitgch explicitnich funkci. Spogitost zminénych funkei tvoticich hranici OM
elementarni mnoziny M je postacujici podminkou pro nulovou miru hranice OM v Eq, tj. ze p(OM) = 0.
Vzhledem k ohranidenosti M je podminka p(0M) = 0 (podle véty 6.1.22) nutnou i postacujici pod-
minkou méritelnosti elementdrni mnoZiny M. Pozdéji u kiivkového integralu (odstavce 7.5.7, 7.5.8),
pro vétsi obecnost piipustime, aby kazda z k hrani¢nich kiivek elementdrni mnozZiny, popt. obrazce (Viz

3D neboli za4dné dvé rizné z téchto oblasti nemaji spole¢né vnitini body
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déale) mohla byt tvofena jistou t¥idou parametricky vyjidienych kiivek, tzv. jednoduchych po éédstech
hladkych krivek.

e V prikladech ovéfujeme méritelnost néjaké mnoziny M C E, tak, Ze ji rozdélime na konecény pocet
elementarnich mnozin, z nichz kazdé dvé maji nejvyse spolecnou ¢ast své hranice OM.

6.3.4 Vé&ta Fubiniova®? pro dvojny integral

Je-li f(x,y) funkce spojitd na oboru integrace M C Eo (tj. f € C(M)), kde M je elementarni obor
integrace vzhledem k ose z, resp. y, pak

[for £l y)dady = [22 dz [0 f(a, y)dy

(6.20)

resp.

[y fz, y)dady = [ . dy fmf((yy)) f(x,y)dx |. % (6.21)

Diikaz: poddme specidlné pro ptipad, ze M = M® je kompaktni oblast vnofend (obr. 6.4) v obdélniku I =
[a,b] x[e,d]. Na M je f ohranifend, nebot je tam spojita (podle zobecnéné Weierstrassovy véty o ohrani¢enosti
funkce v 4.6.11 na str. 74). Dodefinujeme-1i funkci f nulou vné M na jeji rozsirent [y, zpusobem popsanym
v 6.1.15, plati®?)

I £ oy = Jf fo(o.p)dady = F e J fare,y)dy =

fdxffM(l’ ydy+fdl’ffM x ydy+fdxffM z,y)dy =
1 c T2 c 4
e | fastapay

nebot pro x € [a,x1) a pro x € (z2,b] je fam(x,y) = 0, tedy i pfislusny integral funkce fy; je roven nule.
Strucné lze psat

d y=m1(zx) y=m2(x) d y=m2(x)
[ o= [ [ = [ agay,
¢ c y=m1(zx) y=m2(x) y=m1(zx)

nebot fas(x,y) =0 proy € [¢c,m1(x)) apro y € (ma(x),d], kdezto fr(z,y) = f(z,y) pro y € [m1(x), ma(z)]
a x € [r1,z2]. Tim dostdvame (6.20). &

6.3.5 Poznamky Fubiniova véta umoznuje dvojny integral vypocitat tak, Ze integrujeme dvakrat po sobé,
napt. je-li M = M?*, nejprve integrujeme pfes proménnou y — tzv. vnitini (parcidlni) integrace, a pak
pres @ — vnéjst (parcidlni) integrace. Proto se oba integraly ve vzorcich vpravo nazyvaji dvojndasobné
integraly. Obecné to neznamend néjaké nasobeni integralt (jde o skladani zobrazeni).

e Integracni meze vnéjsiho integralu v dvojnasobném integréalu jsou vzdy konstanty.

e Misto pfivlastku elementdrni se té7 pouzivéa zdkladni, normdlni, requldrni (mnozina) atd.

e Je-li M = M?®, resp. M = MV, je z prislusnych obrazki ziejmé, ze kazda rovnobézka s osou y, resp. x
jdouci vnitinim bodem z € (1, z2), resp. y € (y1, y2) protind hranici M mnoziny M elementérni vzhledem
k ose x, resp. y, pravé ve dvou bodech, pficemz v krajnich bodech intervalu mohou tyto rovnobézky
splyvat s hranici OM podél tsecky (obr. 6.4).

6.3.6 Pojem obrazce FElementarni mnozina M C Eo jakozto uzavrend oblast M C Eo, ktera je meri-
telnd v Eg (tj. umime uréit jeji obsah P(M)), tedy je ohranicend v Eo, tj. M je méritelnd kompakini
oblast v Ey s hranici charakterizovanou v odstavci 6.3.3, bude dale ¢asto nazyvana . Tento
termin (jenz zobecnime v definici 7.5.8) pouzivame od détskych let. Je to napf. trojuhelnik, obdélnik, kruh,
mezikruzi véetné vnitini i vnéjsi hrani¢ni kruznice.

6.3.7 Pojem télesa Necht z = fi(z,y) a z = fa(z,y) jsou funkce spojité na obrazci M (tj. fi1, f2 €
C(M)), piicemz fi(z,y) < fa(x,y) na M°, tj. na vnitiku mnoziny M. Pak uzavFend mnozina®® s ozna-
¢enim T nebo jen T

T = {(‘T’yvz) € IE3 | ($,y) € Ma fl(xay) <z< f2($,y)}

32) Fubini, Guido (1879-1943), italsky matematik.
33) Ctenéaf si s plnym porozuménim muze precist dukaz az po procviceni pouzité symboliky na nékolika prvnich prikladech.
34)1ze ukazat, 7e je to méfitelnd mnozina
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se nazyva elementdrni téleso, téz elementdrni mnozZina v E3 (uzavrend elementdrni oblast v E3)
vzhledem k roviné xy, a podrobnéji toto téleso nazyvame typu (x,y, z), resp. typu (y,x, z), je-li obrazec
M typu (z,y), resp. (y,z). (Pfipomernime, Ze nékdy se misto elementdrni pouzivé slovo reguldrni.) Objem
V(T) télesa T definujeme®®) vzorcem

V(T) = [[y [f2(z,y) — fr(z, y)] dady |, (6.22)

pricemz graf funkce f1(x,y), resp. fa(z,y) na M se nazyva dolni, resp. horni plocha ¢i podstava télesa
T. Toto (kolmé vélcové) téleso si predstavime pii pohledu na obr. 6.2 nebo 6.3, kde dolni plocha fi(z,y)
obecné neni rovinna a je vzdy pod fa(x,%). Jejich (kolmym) primétem do roviny xy je obrazec M. Ctenaf
si snadno vyslovi definici téles T%%, TY#, popf. vSech dalsich typ zménou pfislusnych termint a vzorci.

e Elementarni téleso nebo strucné T je meéritelna kompakini oblast v Eg, kterou
(ve shodé s 6.3.3) 1ze rozdélit na kone¢ny pocet téles T*Y nebo T*# nebo TY?, z nichz kazda dvé maji nejvyse
spole¢nou ¢ast své hranice.

e Vzorec plati, i kdyz na M je f1 < fo <O0.

e Pozdéji definovany pojem ,,regularni oblast” v E,, resp. v E3 bude zobecnénim pojmu elementarni
mmnozina v Ey (obrazec), resp. v Eg (téleso) v tom smyslu, Ze hranici G reguldrni oblasti G v Eq, resp.
v E5 (jako oteviené mnoziny, kdy obecné 0G ¢ G) bude tvofit koneény pocet hraniénich ,krivek*, resp.
hrani¢nich ,,ploch® (obecné v parametrickém tvaru) konec¢né délky, resp. koneéného plogného obsahu. Tedy
hranice takovych oblasti nebude tvorena jen ¢astmi grafi spojitych explicitnich funkci, coz ndm u dvojného,
resp. trojného integralu stacilo.

z Yl
9aA 2ra :
! oh o Moul
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x=2a+asing l/ \q> A M
AT
LY
Ty
M / X// k\\ll
/ 7
A'f///
ie) 2a X (@) X 0*451
Obr. 6.7 Obr. 6.8 Obr. 6.9

6.3.8 Priiklad Vypocitejme, popf. interpretujme integral ﬂM(Qa — 3z — 3y)dady, kde a > 0, M je
trojtahelnik s vrcholy A(0,0), B(0,2a), C(a,a). Naértnéte si M.

Refeni: M = M?® = {(z,y) € E2|0 <2 < a,z <y < 2a—a} nebo M = M{ UMY = {(z,y) €E2]0 <y <
a,0 <z <y}U{a <y <2a0 <z < 2a—y}. Druhy zptsob je pracnéjsi.’®) Po ovéieni pfedpokladii ndm
prvni ¢ast Fubiniovy véty dava

I [, y)dady = 3 foa dx ffa_w(fﬁa —x—y)dy =3 foa dz[3ay — xy — %yﬂ%ii‘kw =
3 [y {3a(2a — 22) — x(2a — 22) — 3[(2a — x)? — 2*]}dx =
3 foa(2x2 — 6ax + 4a?)dx = 5a®

Protoze viude spojita funkce f(z,y) = 9a — 3x — 3y je kladnd na M, vyjadiuje vysledek 5a3 objem V (T')
neboli miru p(7) (valcového) télesa T (obr. 6.7), elementérniho vzhledem k roviné zy (tedy typu (z,y, 2)),
tj. praimét T do ni je trojuhelnik M, a ten je totozny s jeho dolni podstavou, pficemz jeho horni plocha
je jisty trojuhelnik 77 v roviné z = 9a — 3x — 3y. Mizeme pritom pfirozené predpokladat, ze a je primo
v méfFici jednotce délky, tj. v metrech (a tedy téz souradnice z, y, z). Za tohoto predpokladu lze nas vysledek
interpretovat i fyzikélné nejpohodlnéji tak, ze misto funkce f zavedeme kladnou funkci h(z,y) = « - f(z,y),

kde konstanta o je v kg-m™~?. Pak vysledek 5aa® (kg) je hmotnost | H (M) = [[,, h(x, y)dady | nehomogenniho

trojihelnikového plechu M s plognou hustotou hi(z,y) (kg-m™2), jejiz riist by na M graficky vyjadioval jisty
trojahelnik 7" = {(x,y,2) € B3| (x,y) € M A z = a(9a — 3z — 3y)}.

3%)snadno se odvodi, ze V(T') je trojrozmérna mira u(T) télesa
36)nebot podle principu aditivity vzhledem k oboru integrace M (Viz 6.2.2¢) ) je fM = fMy + fMy a museli bychom pocitat
1 2
dva integraly
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6.3.9 Priklad Vypocitejme staticky moment |U,(M) = [[,, = - h(x,y)dxzdy | vzhledem k ose y ho-

mogenniho plechu M o dané hmotnosti H (M), kde h(z,y) = h (kg - m~2) je konstantni plogna hustota.
Mnozina M je urcena vztahy 0 <y < 2ma, 0 < x < 2a + asin £, kde konstanta a > 0 je v metrech.

Reseni: Uvazujeme (obr. 6.8) M = MY. Hustota h = P(JI\Z[) Obsah plechu je

P(M) = [[,,dzdy | = 2” dy f2a+a SN G gy = f02m(2a + asin4)dy = a[2y — acos £]§™ = 47ra’.
Pak U, (M) = h [2"dy [7*1*5" ¢ pda = 22 [27 dy(2 + sin £)2 = 222 [27(4 4 4sin ¥ 4 sin? ¥)dy =
2ma
‘st % = 1(1 - cos 2y| = % [4y dacos? + L(y — %sin 29)}0 = h% 2ylEre =

SH(M)-a (kg-m).

6.3.10 Priklad Urceme miru (objem) télesa uréeného vztahy 0 < <1, 2 <y <1,0< 2z < eV,
Reseni: Priimétem télesa T elementarniho vzhledem k roviné xy do rovmy Ty je trOJuhelmk M elementarni
jak vzhledem k ose x (tj. M = M?), tak y (M = MY). Objem V(T) = [[,, e~ v'dzdy. PHi M = M*®
(tj. mnoziné typu (z,y)) integral fol dz fxl e~%’dy neumime vypoc1tat, nebot vnitini integral [e~ v’ dy
nelze vyjadrit jako elementérni funkci (v koneéném tvaru). Pfi M = MY (tj. mnoziné typu (y,x)) je 0 <
1 _ 2 1 .2

y<1,0< 2 <y, HM x,y)dady | = fo dyfoye Vdx = fo e Vydy = ‘—yz :t,ydy:f%dt‘ =
L tetdt = 41 - 5) = 0,3 (%), kde j je néjaka métici jednotka délky.

6.4 Transformace vicerozmérnych integrali

neboli substituce ve dvoj- a vicerozmérnych integralech ma za cil, podobné jako u jednorozmeérného integralu,
jednak zjednodusit integrand f(X), av8ak navic chceme zjednodusit téz obor integrace M C E,,.

6.4.1 Prfipomenme jednorozmérny integral f; f(x)dz na intervalu I = [a,b] C Eq. Pro jednodu-
chost, at je f spojitd na I, tj. f € C(I). Proménnou ¢ jsme zavedli vhodnou substituci @ = ¢(t) pfi splnéni
podminek

e CHI"), |p(I*) =1, kde I" = [, f], ¢'(t) #0prot € I*.

Protoze ¢’ je na I* spojitd a nenulova, je bud kladna nebo zaporna, tj. funkce ¢ je prostym zobrazenim,
tedy je to funkce rostouci nebo klesajici, takZe je bud (,0(0() =a, <p(ﬁ) = b a plati

[y f@dz = [7 flp)gdt = [,. fle(t)¢! (t)dt
nebo pii klesajici funkci je ¢(a) = b, go(ﬁ) = a, takZe mame
B
J; flz)de = fﬁ ) (t)dt = [T fle)|e' ()]t = [,. f( "(t)|dt -
V obou pripadech tedy plati transformacni vzorec
[; f(@)dz = [, fle(t)|¢' (t)|dt, kde I = p(I*) |, (6.23)

pricemz se v integralu nékdy misto I* pouziva symbol ¢

)
~1(I), ktery se nazyva vzor (proobraz) intervalu.
Je to mnozina definovana takto o= 1(I) = {t € I* = [, ] |

o(t) € I} (Viz 4.2.3 str. 62).

6.4.2 Transformace integrala predevsim v E; a Ez. Jacobian zobrazeni Uvedené pojmy probe-
reme spoleéné pro vicerozmérné integraly v E,,, tak jak jsme to provedli uz na nékolika mistech. Symbol [ o
bude opét reprezentovat (Viz 6.2.1) piedevsim dvojny [[,,, resp. trojny integral [[[, , pficemz je vyhodné
pouzivat indexovani, takze bod X € E,, méa tvar X = (x1,x2,...,2,) a dX mé tvar dX = dzidas ... dx,.

a) Predpoklddejme, ze pocitame integral [ 2 f(X)dX na ,komplikovaném*“ oboru integrace M C E,, a pii-
tom kazdy bod X € M lze jistym zobrazenim ® vyjadfit ve tvaru X = ®(U), kde body U = (uq, ..., uy)
probihaji néjakou ,méné komplikovanou“ mnozinu M* C E,. Jinymi slovy, mnozina M* je vzor
(proobraz) ®~1(M) mmnoZiny M v zobrazeni ®, tj. plati

M*=dY(M)={Ue M*|®) e M}. (6.24)
(P¥ipometime, Ze symbol ® (M) je nerozdélitelny a méa smysl i tehdy, kdy# neexistuje inverzni zob-
razeni ®~'). Podstatu pomérné obtizné problematiky nastinime u transformace dvojného integralu
pti pfechodu (transformaci) od kartézského systému souradnic v proménnych x1, x5 do novych promén-
nych uy, us v nové soustavé (obecné) kiivocarych souradnic, jakymi jsou napt. zndmé poldrni soutfadnice
(0: ).
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b) Specidlné, necht M* C Ey je oblast (tj. oteviend a souvisld mnozina) a ®, kde ®(M*) = M C Eo, je
zobrazeni definované soustavou dvou nelinearnich rovnic (Viz obr. 6.9. Pro pohodli kreslime obé nové
osy O*uy, O*uz k sobé kolmé)

r1 = ¢1(ur,u2), T2 = ¢2(ur,uz), (u1,uz)=U€M". (6.25)

Tuto soustavu mutzeme s prihlédnutim k jiz dfive uvedenému odstavci 5.8.3 na str. 129 chéapat jako
vektorovou rovnici (@) = & pro (vektorovou) nezndmou @ = (uy,uz2)T, kde 6 = (0,0)T, a rozepsat ji
po slozkach

g1(x1, zo5u1,u2) = —x1+ ¢1(ur,u2) =0, (6.26)
=0. '

ga(x1, To5ur,u2) = —x2+ da(ur, ug)

Reseni uy, us dané implicitné rovnicemi v (6.26) pti zvoleném pocéatecnim bodé (°zy, %xa; Quyp, Ous) €
M x M* [volime vSak jen bod (“ui, ®uz) = Uy € M*, nebot bod Xo = (°z1, %x3) umime vyjadiit
z (6.25), tj. Xo = ®(Up)] existuje,>”) jsou-li funkce g, g tiidy (aspoii) C1, tj. jsou-li funkce ¢y, o
tiidy C', a determinant — jacobidn

991 991 991 991

J(U) _ Ouy’  Ouz _ Juy’  Ousg (6 27)
dg2  dga A2 Doa '
B’LL1 ? 6uz B’LL1 ? aug

zobrazeni ® = (¢1, ¢2) je v bodé Uy nenulovy, tj. J(Ug) # 0.

e Pak lze feSeni soustavy (6.26), tj. i soustavy (6.25) na jistém okoli O(Xo) bodu Xo, tedy jen lokalné,
zapsat ve tvaru

Uy = qbl_l(acl, $2), Uy = Qﬁ;l(l‘hl‘g), ($1, $2) =Xe O(XO) , (628)

kde funkce qﬁ;l, qb;l, jakozto slozky inverzniho zobrazeni ® 1 = (qbfl, qb;l), jsou té7 tiidy C! (na pii-
slusném okoli).

e Uvedené tvrzeni mé jen lokdlni platnost. Ukazuje se nutnost pozadovat, aby jacobidn J(U) # 0
pro kazdy bod U € M*. Nase tvahy opét posunime do obecnéjsi trovne.

6.4.3 Jacobidn zobrazeni Necht G* C E, je oblast a ® = (¢1,...,¢,) je zobrazeni v G* definované
rovnicemi

21 =d1(ur,y .oy Un)y ey Ty = Gp (U, ..o uy), (6.29)

jehoz slozky maji v G* 1. parcialni derivace podle vSech proménnych. Pak z téchto 1. derivaci sestaveny
(funkcionalni) determinant

01 91 . 01

Ouy’ Oug”’ ’ Oup
91 91 g¢2 g¢2 L. g¢2

3 3 )

gui? Ouz | (pro p = 2) nebo obecné | °** “ o (6.30)
02 O
8u1 ) 8u2

Odn Odn .. Odn

Ouy ’ Ous ’ ? Ouny,

se nazyva Jacobiuv determinant (Cti: jakobiiv), struéné jacobidn zobrazeni ®. Oznacujeme jej Jo,

%, J(u1,...,uy), J(U), nebo jen J, a jeho hodnotu pro Uy € E,, napt. J(Up). Piislusnd Jacobiova

matice se oznacuje Jg, J(U) apod. (Viz téz 5.8.3 na str. 129).

6.4.4 Piiklad Specidlné, pro funkci ¢(t) jednoho argumentu (n = 1) je % = ¢/(t), pron = 2 je

PR Sonf D(@1,02) _ 91  O¢> _ 0¢1 D2 Yeimé ¥ 4vigd *
pfi nasem oznaceni 5 75 = 50k Gir T Buy © ous Je zfejmé, ze J zavisi na bodu U € G*.

6.4.5 Regularni zobrazeni v oblasti G* C E,, se nazyvé takové zobrazeni ® dané rovnicemi (6.29),
jehoz slozky jsou funkce tiidy C' v G* a®) navic jeho jacobian je nenulovy v G* (tj. Ja(U) # 0 YU € G*).

37 podle tzv. véty o implicitnich funkcich, ktera je zobecnénim jiz diive uvedené véty 5.5.9 na str. 116
38) ;. ¢i(u1,...,un) maji spojité viechny parcialni derivace v G*, tedy jde o tzv. zobrazeni t¥idy C' v G*, ¢ili hladké
zobrazeni 1. fadu v G* = ¢;, i € {1,...,n}, jsou spojité funkce, tudiz ® je spojité zobrazeni v G*
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6.4.6 Vlastnosti regularniho zobrazeni lze snadno ukéazat. Plati
1. Vlastnost Reguldrni zobrazeni ® v oblasti G* je tam spojité.
2. Vlastnost Jacobidn reguldrniho zobrazeni ® v G* tam md stejné znaménko.

3. Vlastnost Reguldrni zobrazeni ® v G* je vzdjemné jednoznacné (bijektivni)®®) zobrazeni jen
lokdlné v M*, tj. v dostateéné malém okoli O(Ug) kaZdého vnitiniho bodu Ugy z oblasti G*.

6.4.7 Pro transformaci integralu potifebujeme zobrazeni regularni i prosté. Bohuzel tato po-
sledni vlastnost je jen lokalni, tedy reguldrni zobrazeni ® mnoziny M* C G* na mnozinu M = ®(M*)
(a tedy surjektivni) jeSté nemusi byt globalné (tj. vSude v M*) prosté zobrazeni (injektivni). Lze se
o tom snadno presvédc¢it napf. u vzpomenutého zobrazeni definovaného v polarnich soutradnicich, kdy se
dva body z M* zobrazi do jediného bodu v M. Poznamenejme, ze uz v 6.4.1 jsme u substituce z = ¢(t)
v uréitém integralu f; f(x)dz museli pozadovat ¢'(t) # 0 (tj. podle 6.4.4 vlastné nenulovost jacobidnu J,, ()
(jednoslozkového) zobrazeni ¢) pro kazdy bod t € I* = [a, 5].49)

6.4.8 Shrnujici a doplnujici poznamka k difeomorfismu Pfipomenme, Ze na za¢atku nasSich tvah
o transformaci integralu [, f(X)dX v 6.4.2a) jsme vzali zobrazeni ® oblasti M* C E, tak, ze ®(M*) = M,
M C [Eo, pficemz jsme dospéli k poznéni, ze ® musi byt injekce. Tedy kazdy bod U € M* ma pravé
jeden obraz, tj. bod X € M, a takovymi obrazy je mnozina M vycCerpana. ® je tedy zobrazeni mnoziny
M* na M, ¢li surjekce. Protoze je ® injektivni (prosté) a surjektivni, je bijektivni, coz obvykle
zapiSeme ® : M* <+ M, a existuje pak inverzni bijekce ®~! : M <+ M*. Reguldrni bijekce ® mezi
otevienymi mnozinami M*, M se spojitou inverzni bijekci ®~! se nazyva difeomorfni zobrazeni, struéné
difeomorfismus.

6.4.9 Véta o transformaci n-rozmérného integralu

Necht zobrazeni ® dané rovnici X = ®(U) je reguldrni a prosté zobrazeni oblasti G* C E,, na jistou oblast
v E,,. Necht M* C G*, M = ®(M*) jsou méfitelné mnoziny a f(X) je integrovatelna funkce na M. Pak plati

Jar X)X = [ f(2(U)) - [T(U)[dU |, (6.31)

kde J(U) je jacobidn zobrazeni ®. %

vvvvvv

6.4.10 Dulezité poznamky k prikladum

Véta plati, jestlize regularita a bijektivita zobrazeni ® plati jen skoro vsude na oblastech M* a M, pokud
integrand f je ohranicend funkce, tj. pfidanim nebo odebranim mnozZiny nulové miry k mnoziné M,
resp. M* neovlivnime pii vypoctech existenci ani hodnotu integralu. V piikladech bude totiz vychozim
integracnim oborem M v kartézském systému soufadnic nikoli oteviend elementarni oblast (tj. méfitelnd),
jak postacuje ve vété o transformaci, ale bude to obvykle obor uzavreny, tedy obsahujici i svou hranici
OM. V E; proto bude M obrazec a v Es (elementdrni) téleso, obvykle oznacené T'.

e Uz v 6.3.3 jsme predeslali, ze métitelnost mnoziny M C E,,, tedy i télesa T' C E3, ovérujeme v prikladech
tak, Ze ji rozlozime na konéeny pocet elementarnich mnozin (téles TV, T%* TY* viz 6.3.7), z nichz kazdé
dvé maji nejvyse spole¢nou ¢ast své hranice OM (tj. OT).

e Integracni meze vnéjsiho integralu (je psdn jako prvni a poéitan jako posledni) jsou vzdy konstanty.

e Viiméme si formalni shody vzorct (6.23) a (6.31).

39)tj. surjektivni (zobrazeni na) a injektivni (prosté) zobrazeni
40) Pfece jen ptipomefime, fekneme, 7e ® je zobrazeni prosté (tngektivni, injekce) v mnoziné G* C E,, kdyz plati

[Ui,Us €G*, Us #£Us = @(Us) # 8(Uz) | nebo

ekvivalentné, s vyuzitim logického zdkona kontrapozice (transpozice) byva nékdy snadnéjsi ukazat, ze plati

Ui,Us € G*, @(Ul) =®(Uz) = U =Usz.
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6.4.11 Pojem element urcované veli¢iny Pro zapamatovani si nékterych vzorcu i jejich rychlejsi
zavedeni (ne pfesné odvozeni), stru¢né feceno, jelikoz nelze vzdy vSechno a hned pfesné definovat, je celné
zavést pojem element urdované velidiny (téz diferencidl urcéované veliciny). Vime, ze dvojny integral
], dzdy vyjadiuje (dvojrozmérnou) miru (M) méfitelné (napi. elementarni) mnoziny M v Es, tj. jeji
(plosny) obsah P(M). Vyraz dzdy nazveme element obsahu v Eo. Element dzdy tak napt. mize vyjadiovat
obsah kazdého dvojrozmérného intervalu I, tj. obdélnika v kartézské roviné Oxy se stranou o délce dz resp.
dy, ktera je rovnobézné s osou Oz, resp. Oy. Podobné v trojném integralu vyraz dzdydz nazveme element
objemu v E3 a mtze napi. vyjadrovat objem kazdého trojrozmérného intervalu I, tj. kvadru, v kartézském
prostoru Oxyz s hranou o délce dz, resp. dy, resp. dz, kterd je rovnobézna s osou Oz, resp. Oy, resp.
Oz. Kone¢né vyraz dzidzs . ..dx, nebo dX v n-rozmérném integralu nazveme element objemu v E, a
mize reprezentovat n-rozmérny objem (1) (Viz 6.1.5) n-rozmérného (kompaktniho) intervalu (kvadru) I,
definovaného v analogii s 6.1.2.

e Zdiuraznéme, ze zadny uvedeny element urdované wvelidiny, popr. dalsich, které uvedeme, nelze
chapat jako ,nekoneéné malou veli¢inu®.*")

e Poznamenejme, ze mnohé elementy, napt. element objemu, lze abstraktné definovat jako jistou dife-
rencidlni formu prostfedky diferencidlni geometrie (matematické analyzy na varietdch).

e 7 véty 6.4.9 plyne mnemotechnické pravidlo, fikajici, ze element objemu dX se transformuje podle vzorce

|dX = |J(U)] - U], tj. |dords .. dan = [J(ur, . up)| - dusdus . duy |- (6.32)

6.5 Transformace dvojného integralu do polarnich a zobecnénych polarnich sou-
radnic

6.5.1 Polarni souradnice Polohu bodu U (obr. 6.10) 1ze v roviné uréit tzv. poldrnimi souradnicems
0, ¢, kde soutadnice o je polarni vzdalenost bodu U leziciho ve zvolené zdkladni roviné o od pevné
zvoleného pocatku O* € o soustavy polarnich souradnic zvaného pdl, souradnice ¢ je polarni uhel. Je
to orientovany thel, ktery svira tisecka O*U s pevné zvolenou poloptimkou o € o (majici poc¢éteéni bod rovnéz
v 0%), tzv. polérni poloosou. Chceme-li dosdhnout vzéjemné jednoznacénosti pii pfitazeni bod v roviné
k dvojicim ¢éisel (p,¢) (s vyjimkou pélu O*, ktery vyhovuje nekoneéné mnoha bodim roviny, pro néz je
0=10, ¢ € R), musime volit o0 > 0, go < ¢ < o+ 27, kde ¢g je libovolné redlné ¢islo. Nejc¢astéji volime bud
0 < ¢ <27 nebo — < p < 7.

i’/t—— QA 2a

| U
I 2 2a cos p
|
: 1
0o=0* X X=0 _g 5 g>¢
Obr. 6.10 Obr. 6.11 Obr. 6.12

6.5.2 Polarni transformace Tzv. polarni transformace, tj. kdy zobrazeni ® : Eo D M* — Eo
piifadi*? kazdému bodu U = (o, p) v poldrnich (kiivocarjch) souradnicich (o, ) z mnoziny M*(p, o)
bod X = (z,y) v kartézskych soufadnicich (z,y) z mnoziny M (x,y) predpisem X = ®(U), tj. M = ®(M™),
je urcena zobrazenim ® definovanym transformac¢nimi rovnicemi

®: 1z =pcosp, y=psiny, (6.33)
pricemz jacobian zobrazeni ® je

D cosy, —psin
(z,9) _ 4 esme ) _ o(cos® p + sin? ) = o. (6.34)

D(o: ) sin ¢, 0cCos

41)Soucasné geometrii neni zndm ,nekoneéné maly obdélnik nebo kvadr®. Rovnéz neexistuje nekone&né malé kladné
¢islo. Proto je nejasné, je-li pfi odvozovani ¢etnych vzorcu v aplikacich obsahujicich integral uvedeno: ,vysledek ziskdme jako
soucet nekonecné mnoha nekonecné malych veli¢in“, neni-li dodano, co se tim pfesné mysli.

42) pro znazornénou situaci, kdy poéatek O kartézské souradnicové soustavy splyva s tzv. pélem O* soustavy polarnich sou-
fadnic O*pp, pfiéemz jsme naznacili obé kartézské osy Oz, Oy a kladnou ¢ast osy Oz nechali splynout s polarni poloosou
o
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Mame tedy mnemotechnické pravidlo pro transformaci elementu obsahu dP = daxdy v E, do polarnich

soufadnic
dady = odedy |. (6.35)

e Poznamenejme, 7e transformace je vyhodna, obsahuje-li integrand f(z,y) vyrazy (2% + y?), popi.
je-li vjchozim integra¢nim oborem M kruh nebo jeho vhodna &ast, napt. vijse¢ mezikruzi apod.*)

6.5.3 Zaména potadi soufadnic v p¥ikladech Casto se v polarnich soutadnicich (g, ¢) podaif najit
zavislosti typu o = f(¢), tedy Ze oblast M* je typu (i, 0) a vyjadiime ji napt. takto M*?2 = {(¢,0) |0 <
p < 2m, fi(p) < o< fale)} (viz obr. 6.11). Co ovlivnime touto zdménou proménnych? Vyméni se dva fadky
v jacobidnu, takze vyjde J(p,0) = —o = |J| = o0 > 0. Integrél ztstane tyz. Uvédomme si, Ze poéitdme
v soustavé polérnich soufadnic O*p.*

6.5.4 Pfiklad Urceme moment setrvacnosti| Io(M) = [[,,(2* + y*) - h(x, y)dzdy | vzhledem k pocatku O

soustavy soufadnic (a zaroven I,(M) vzhledem k ose z) homogenniho plechu M C Es o dané hmotnosti
H(M), jenz je ohrani¢en kiivkou x? + y? — 2az = 0, a > 0.

Reseni: Uvedeme tfemi zptisoby. K¥ivkou je kruznice (x — a)? + y? = a® se stfedem S = (a,0) a polomérem
a.

a) Necht pél O* = S, tj. m4 kartézské souradnice (a, 0), takze je posunut. Pak mame transformaci definova-
nou zobrazenim ® : ¥ = a+ pcosy, y = psinp. Jacobian J(p, p) = o (Pro¢?). Vzorem ®~1(M) = M*
kruhu M je obdélnik (elementarni obor) M*(g,¢) : 0 < p < a, 0 < ¢ < 27. Ten se tedy zobrazi na
kruh M(z,y) : (x —a)? + y? < a® (Kde neni zobrazeni regularni, popi. prosté? Je to nejvyse mnozina
miry nula?). Protoze hustota je h(x,y) = h = -, plati

Ta2’?

‘ Io(M) =1,(M) ‘ = [y (@® 4+ 2a0cos ¢ + 0*)h - pdodyp =
h [y do fOQW(aQQ + 2a0% cos ¢ + 0*)dp = h [ do[a®op + 2a0% sin ¢ + 33" = (6.36)
Srha* = 3H(M)a*.

b) |Véta Steinerova| Moment setrvacnosti I, (i nehomogenntho) télesa vzhledem k dané primce p je
roven momentu setrvacnosti tohoto télesa vzhledem k primce r rovnobéziné s p a prochdzejici tézistem
télesa zvétseném o a>H, kde H je hmotnost télesa a a je vzddlenost primekp ar, tj.| I, = I, + a*H | %
U nés je piimkou p osa z kolmé k roviné xy a promitajici se do poc¢atku O(0,0), tj. I, = I, = Io. Pfimkou
r je pfimka kolma k roviné xy promitajici se do stfedu S(a, 0) kruhu M, vzdalena od r o a. Tedy I, = Io.
Plati Io = Is +a?H. Posuneme-li opét pél O* do S, je definovano zobrazeni ® : x = pcosy, y = psinp
na obdélniku M* : 0 < ¢ < 2w, 0 < o < a. Pak Is = [[,,(2* + y*)hdzdy = [[,,. 0°h - odedo =

h 2" de [ 0®de = Ha® Odtud Io(M) = I(M) = LHa? + o>H = 3H(M)a>.

c) Casto uvazujeme pél O* = O. Pak mame zobrazeni ® : x = pcosp, y = psinp. Podle obr. 6.12

je 35 = cos, tj. 0 = 2acosy je rovnice vzoru 2 v polarnich soufadnicich zadané kruZnice J#.
s

Kruh M se tedy transformuje na ,kosinusovou tsec¢“ (obr. 6.11) M* : -3 < ¢ < 7,0 < p <
2acosp (M& ® poruSenu regularitu, popf. injektivitu nejvyse na mnoziné nulové miry?). Vyuzitim
symetrie oboru M* a aditivity integralu vzhledem k oboru integrace ziskdme nulovou dolni mez
u vngjsiho integralu, tj. Io = [f,. 0*h - odpdo = h -2 [ dy f;acow 0*do = 8ha® [? cos® pdp =
[ cos* pdip =] [(cos? )2 = [(FE2222)2dp — L [(142cos 2+ 3 (1+cos 4¢))dp = 4 (p+sin 2+

$sindp) + C =| 2o+ 1sin2p + 5 sindp + C|| = 8ha - 35 = SH(M)d®.

6.5.5 Piiklad Najdéme soutradnice t&zisté T = (z1,yt) homogenni tenké desky ve tvaru M = {(x,y) €
Ey | 2% +y? > a?, (x — a)? + y? < a?} (Viz obr. 6.13) podle vzorce

T = Ig((]%) , kde |Uy(M) = [[,, « - h(z,y)dzdy

je staticky moment desky M vzhledem k ose y*» a H(M) je jeho hmotnost.

(5

wle
wle

Reseni: Evidentné y1 = 0. Hustota h(z,y) = h = const. Plati tane = =V3=>e= 5. S vyuzitim

43) podrobnéji, je-li vzor M* mnoziny M obor, ktery je elementarni typu (0,¢), resp. (v, 0)
44) podrobnéji o tom a souvislosti s tzv. vektory lokdlni béze viz 6.9.1 v poznamce pod &arou
45) znamy z piikladu 6.3.9
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prikladu 6.5.4c) mame
H(M) = [f,, hdzdy = h [[,,. edede = h-2 [ de [7*°"7 odo = ha? [} (2(1 + cos2¢) — 1)dy = ha?[p +

™

sin2¢]§ = (% +2)ha?. Dale je U, (M) = [[,,. 0cos ph-odpdo = h-2 [ ¥ cospdip [2*7 g2d = 21 [5 (8.

3
cos® p — cos p)dyp = %[3@—}— 2sin2p + 1 sindyp —sing|§ = %[ﬂ' + 2‘/75 R/ ‘/75] = (& + @)ha?

172
Tedy z1 = 1,321a, takze T = (1,321q;0).

6.5.6 Piiklad Vypocitejme miru p(7) télesa T' (Viz obr. 6.14), jehoz priumeétem do roviny xy je obrazec
M z piikladu 6.5.5,9) a dale je ohranieno grafy funkci z1(z,y) = —/22 + y2, 29(z,y) = —3%(302 +92),
a > 0.

Reseni: Plochy z;, resp. 29, tj. rotaéni kuzelova plocha (dolni ¢4st), resp. rota¢ni paraboloid s osami v ose
z, jsou otevieny proti sméru osy z a maji vrchol v poéatku O(0,0,0). Uré¢ime prinik ploch: z3 = 29, tj.

Va2t y? = @+ %) = 2 +y* = 52 (2 +92)? = 2? +y® = (3a)?. Primnikem ploch 21,z at
je kruznice % s polomérem 3a a stfedem S(0,0,—3a) lezici v roviné z = —3a, jejim (kolmym) priamé-

tem do roviny xy af je kruznice #;. Tato kruznice je hranici kruhu M; v roviné zy se stifedem v O a
polomérem 3a, uvniti néhoz je M. Protoze zfejmé pro body kruhu Mi, a tedy i obrazce M, je z1 < 29,
je z1, resp. z dolni, resp. horni plocha télesa T'. S vyuzitim symetrie télesa T vypocitame jeho objem

2
wT) =V(T) = [Jylz2(,y) — 2@ y)ldady | = [f,[=55* + %) + Va2 +y2ldady = [[,. (-5 + o) -
odpdo =2 [iF dip [P (= £+ 0%)do = 2 [ dip[ 5 + G120 = 20° [ (=4 cos’ o +8 cos® p— L)dp =

[ cos® pdy | = [(1—sin® p) cos pdy = |sing — 2 sin® o + C'|| = 2a°[— 2 (2p+ 1 sin 2¢+ 35 sin dep) + 5 (sin p—

Isin®g) — Ll =2[-37 15 4 Lv3 | 835 8348102 — 1(4l/3 m)q? = 1,388a5.

X
——

2a

6.5.7 Transformace do zobecnénych polarnich soufadnic neboli do semipoldrnich souradnic
(z kartézskych soutadnic x,y) je ddna rovnicemi

T=a-pcosp, y=>b-psingp, (6.37)

kde a,b jsou zvolené kladné konstanty. Tyto souradnice opét oznacime (o, @) a je zFejmé, Ze mira zmény o
ve sméru osy x, resp. y se obecné lisi.

e Transformace je vyhodnad, obsahuje-li integrand f(z,y) vyrazy typu (2—2 + Z—i), popft. je-li vychozim
integra¢nim oborem M wnitrek elipsy nebo vnitfek jeji vhodné ¢asti, napt. vyseé elipsy apod. Snadno
se odvodi, Ze pro jacobian, resp. transformaci elementu obsahu dP = dxdy v Es nebo vhodnych vyrazu
plati

N

2

‘ J(o,0) = abg‘, ‘dxdy = abp - dody

+

s
I
s}

®m| 8

)

6.5.8 Priklad Odvodme vzorec pro obsah P(E,,) eliptické vysece elipsy (v tradi¢ni osové poloze)
ﬁ—i + Z—; =1, kterd je uréena stfedovym thlem ¢y méfenym od kladné ¢asti osy = (0 < ¢ < 27).

Reseni: Horni mez pro o neni geometricky zfejmé. Pro body na a uvnitf elipsy je z—z + z—j <l= (a@c(%«pf +
(b"sg#ﬁ <1=0< <1 Proto P(M) = [[,,dedy = [[,,. abodedo = ab fow de fol odo = Labpy =

P(E,,) = 3abyy |. Pro obsah vnitrku elipsy pak mame P(E) = wab.

46)neboli jde o East prostoru G = {(z,y,2) € B3| 2?4+ 3% > a® A (z — a)? + y? < a®}
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jsme jiz poznali v nékterych ptikladech, kdy fyzikadlnim modelem méritelné mnoZiny M v Es byla ne-
homogenni velmi tenk4 rovinné deska, struéné deska, plech M o plogné hustoté h(z,y) (kg - m~2), jejichz
nékteré mechanické charakteristiky pocitame takto:

hmotnost desky

H(M) = [[,; Mx,y)dzdy |, kde zavadime element hmotnosti ‘ dH = h(x,y)dzdy |, (kg)
staticky moment vzhledem k ose x, k ose y

Ur(M) = HM?/ - h(z,y)drdy |, Uy(M) = HMx - h(z,y)dzdy (kg : m)
souradnice tézisté T(xt,yr)

T = %y((%) ;| YT = % (m)
moment setrvacénosti vzhledem k ose z,y, z nebo poc¢atku O(0,0)

I.(M) = HM y? - h(z,y)dzdy |, I,(M) = HM 2?2 - h(z,y)dzdy

L(M) = Io(M) = [[,,(x* +y?) - h(z,y)dady = I,(M) + I,(M) (kg - m?)
kinetickd energie pii rotaci konstantni thlovou rychlosti w (s~1) kolem osy z

E.(M) = 30 L.(M) = 3w? [[,,(«* +?) - h(x,y)dzdy (kg m?*-s72 = J).

6.7 Trojny integral struc¢né

6.7.1 Shrnuti Trojny (trojrozmérny, té7z objemovy) integral je podobné jako dvojny integral jisté zob-
razeni, které funkci u = f(x,y, z) t¥i proménnych a mnoziné T' C Dy C E; pfifadi redlné ¢islo, popf. slovo
yheexistuje“. Definuje se obdobné jako dvojny integral, bohuzel s tim geometrickym omezenim pro nasi
predstavivost, ze hodnoty funkce f jsou ¢tvrtou soufadnici boda tvorici jeji graf uz v E4. Proto nastu-
puji predevsim fyzikdlni interpretace. Misto obdélnika je zdkladem tvah trojrozmérny interval, tj. kvadr
I = [a1,b1] X [az,b2] X [as, b3]. Napt. chceme urcit jeho hmotnost, je-li v ném hmota rozloZzena s danou ne-
konstantn{ hustotou h = f(z,y, z) (kg - m~2). Provedeme déleni D = {I1,...,I,} kvidru I na diléi kvadry

I,...,I, pomoci pravoihlé nepravidelné sité rovin (rovnobéznych se soufadnicovymi rovinami) pfi normé
||D]| déleni, kterou byva nejdelsi z (télesovych) thlopficek dil¢ich kvadrt nebo nejdelsi z jejich hran, tj.
ID|| = max {Ax;, Ay;, Az} (6.38)
1<i<n

Provedeme libovolny vgbér V = {Ry,...,R,} reprezentantd (tj. bodt) R; € I; (i = 1,...,n) z dil¢ich
intervalt I;. Vytvoiime normdlni posloupnost {D, } déleni D,,, tj. kdy lim ||D,|| = 0, struénéji [|D|| —
n— oo

0+, s odpovidajici posloupnosti vybért {V,,} reprezentantu.

e Pak, ve shodé s podrobnégjsi formulaci v 6.1.10c¢), jestlize pro ohrani¢enou funkci f na kvadru I a
pro kazdou normélni posloupnost {D,} déleni kvadru I a pro kazdou posloupnost {V,} odpovidajicich
reprezentanttt konverguje odpovidajici posloupnost Riemannovych integrdalnich souétu {s(f, Dy, Vn)},
kde

n

$(f; Doy V) i= 30 f(Ri) - (L) | = Z f(Ri) - Az AyiAz;, (6.39)

i=1

a kde pu(I;), resp. Az;Ay;Az; je objem (mira) i-tého kvadru I;, k ¢islu [, tj. plati-li

lim  s(f,Dp,V,) = [ = lim i (Ri) - Az Ay; Az |, (6.40)

ID]|—0+ n—00 ;=1

nazyva se toto ¢islo (tato vlastni limita) | trojng integrdl funkce f na kvidru I (ve smyslu Riemanna).
Podrobnéji, jak vime, jej misto | rozepisujeme napt. [[f[, f(xz,y, z)dzdydz.

e Analogicky jako v 6.1.15 definujeme trojny integral [[[,, f(z,y, z)dzdydz rozsifenim f; funkce f nulou
vné ohranicené mnoziny M.

e Pojem ohranicené mnoziny je prili§ Siroky a zahrnuje jesté i takové mnoziny, napf. mnozinu vsSech bodi
libovolného kompaktniho kvadru, jejichz néktera ze soutadnic je racionalni ¢islo, Ze na nich neexistuje ani
integrél z konstantni (tj. ohranic¢ené) funkce. Pro tcely tloh z pifevazné ¢asti aplikaci se omezime na méfitelné
mnoziny.

Definice | Rekneme, Ze ohranicend mnozZina M v Es je méritelnd v Es (v Jordan-Peanové smyslu),
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existuje-li trojny integral konstantni funkce f(x,y,z) = 1 na M. Jeho hodnotu oznacujeme us(M) nebo
jen p(M), tj.

= fj dxdydz (6.41)

a nazyvdme trojrozmérnd (Jordan-Peanova) mira mnoZiny M.
e Trojrozmérnd mira (M) definuje objem méfitelné mnoziny, nejéastéji elementarniho télesa T

= [[J dzdydz |, kde|dV := dzdydz

se nazyva element objemu v E;. Vztahem (6.40) jsme limitou integralnich souc¢tt vlastné definovali hmot-
nost H(I) sice jen nehomogenniho kvadru, av§ak principem rozsifeni fj; funkce f nulou dospéjeme k hmot-
nosti méfitelné mnoziny, nejéastéji elementarniho télesa T' s hustotou h(z,y, z) (kg - m~3)

= [[I; h(x, y, z)dzdydz|.

e Piiklady méfitelnych mnozin v Ej jsme uvedli v 6.1.19 a dalsi pojmy, jako mnoZina miry nula a
vlastnosti méfitelnych mnozin i integrala jsme formulovali nejc¢astéji v E, a je dobré si je precist. ZvIast
pfipomenime pojem elementarnitho télesa v 6.3.7 na str. 153, vétu o transformaci integralu 6.4.9
str. 157 a za ni nésledujici duleZité poznamky k prikladiam 6.4.10 na str. 157.

6.8 Fubiniova véta pro trojny integral

6.8.1 Véta Fubiniova pro trojny integral

Je-li f(z,vy,z) funkce spojitd na oboru integrace T' C Eg (tj. f € C(T)), kde T je elementarni téleso T%Y
vzhledem k roviné xy, podrobnéji, necht T je t&leso typu (z,v, 2), kde (z,y) € M®, M® je obrazec typu
(z,y) (Viz 6.3.7, 6.3.6 a 6.3.1), t]

T={(v,y,2) € E3|x1 <z < 29,mi(2) <y <ma(z), fi(w,y) <2 < falr,y)}, (6.42)

pak plati

)7 f(@,y, z)dedydz = [f,,. dedy fff((f;)) f(x,y,2)dz = fmz dz fml(m) dy fff((f;)) f(x,y,2)dz|. % (6.43)

Diikaz: je podobny jako pro f v Eq. Ctenai af si zformuluje véty pro pét zbyvajicich typt téles.

6.8.2 Poznamka Prvni rovnost ve Fubiniové vété prevadi trojny integral na vnéjsi dvojny a vnitini
jednoduchy integral nebo opaéné. (Poslednim pfipadem se nebudeme zabyvat). Dalsi rovnost da tzv. troj-
nasobny integral.

6.8.3 Piiklad Odvodme, kolik jesté zbylo tekutiny ve sklenici tvaru véalce o poloméru a a vySce v poté,
co po vyliti ztistala naklonéné tak, ze v ni hladina prochézi stfedem dna a dotyka se okraje

Reseni: T = T* = {(z,v, )EE3|—a<x<a0<y<\/a2—x20<z< Ly}, V(T) = [, dadydz =
2f0ad fo a?=a? dy foﬁy de =2 fo dx fo ydy = fo dor = Z[azx - z—;]g = %a v. Nebo trans-
formovanim do polarnlch souradmc V(T) = [[,; dedy fo dz = %ffM ydedy = 2 [f,,. 0*sinpdedo =

4 fo s1n<pd<pf0 ngf La?v fo sin pdp = % 2v.

6.9 Transformace trojného integralu do cylindrickych a zobecnénych cylindric-
kych soufadnic

6.9.1 Transformace trojného integralu do cylindrickych neboli valcovych soufadnic Prfifazeni
soufadnic bodtm prostoru je vzajemné jednoznacné bez vyjimky jen v pravouhlé soustavé. V cylindrickych,
stérickych i dalsich souradnicich, které uvedeme, tomu tak neni. Vsechny body na ose z jsou tzv. singuldrni
body téchto soustav. Soutradnice ¢ pro né miize byt zvolena zcela libovolné. Avsak tyto body jsou jednoznacné
urceny jiz ostatnimi dvéma soufadnicemi.
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e Ortogondlni kiivocard®” soustava soutadnic, tj. usporadana trojice &isel oznacovanych (o, @, 2),
se nazve cylindrickd soustava souradnic v Es a s vyuzitim obr. 6.15 se zavede dvéma kroky. Nejprve
v [E3 zvolime bod O* za pocatek souradnicové soustavy a vedeme jim tzv. zakladni rovinu o. Bodem O*
vedeme piimku kolmou k roviné o a nazveme ji osa z. V roviné o zavedeme poldrni souradnice s pdlem
v O* a polarni poloosou o. Druhym krokem je, Ze kazdému bodu U € E3 neleZicimu na ose z prifadime
uspofadanou trojici ¢isel (p, ¢, z) nasledovné. Kolmy pramét bodu U do roviny o oznac¢ime Ugy. Poldrni
souradnice prumétu Uy v roviné o oznacime tradiéné o a ¢, tj. o je poldrni vzdalenost bodu Uy od O*
a @ je prislusny polarni whel. Pak promitneme bod U kolmo na osu z a ziskdme bod Uj, jenz mé na ose
z kartézskou soutadnici z. Bodu U po téchto dvou krocich pfifadime uspotfadanou trojici ¢isel (o, p,2) a
piseme U = U(p, ¢, 2). Uvedenym zptisobem ziskand uspofadana trojice (o, ¢, z) cylindrickych souradnic
se nazyvd pravotocivd cylindrickd nebo vdlcovd soustava souradnic (nebof na zminéném obrazku
jsou v prislusném poradi vektory lokdlni baze {€,(U),é,(U),é,(U)} vzdy navzijem kolmé a tvoii lokalni
pravotocéivou bazi — tvoii pravotocivy trojhran). Ziejmé je 0 < o < 400, 0 < p < 271, —00 < z < 400.

e Zavedeme-li do E3 kartézskou soustavu souradnic Oxyz tak jak na zminéném obrazku, vidime,
ze prislusna transformace do cylindrickych soufadnic je déana zobrazenim
®:E3 D T* — Ej, které kazdému bodu U(p, ¢, z) v cylindrickych soutadni-
cich (o, ¢, ) z (elementérniho) télesa T (o, ¢, z) pfitadi bod X(x,y, z) v kar-
tézskych souradnicich (x,y,z) z télesa T'(x,y, z) predpisem X = ®(U), tj.
T = ®(T*), podrobnéji

‘@: T = pcosp, Yy = osingp, z:z‘, (6.44)

pri¢emz jacobidn zobrazeni ®, jak lze snadno z (6.30) v 6.4.3 urcit, je

D(z,y,z
T(0,p,2) = ptdd = o. (6.45)

Obr. 6.15 e Mame tedy mnemotechnické pravidlo pro transformaci elementu objemu
dV = dadydz do cylindrickych souradnic

dzdydz = pdodpdz ‘, pri¢emz m (6.46)

Transformaci do cylindrickych soufadnic provadime pii o > 0, ¢ vybirdme z libovolného intervalu délky
2w, z € R.

e Transformace je vyhodnd, obsahuje-li integrand f(z,vy,2) vyrazy (2% + y?), popt. je-li vichozim
integra¢nim oborem T' rotacni valec nebo jeho vhodné ¢dst, napf. rotacéni kuzel apod. Aplikaci véty 6.4.9
o transformaci, v tomto pfipadé trojného integralu, ziskdme vzorec

ﬂfT flz,y, z)dadydz = ﬂfT* flocosp, psing, z) - pdodpdz |. (6.47)

6.9.2 Piipominka Ve shodé s 6.4.10 pfipomenime, ze vzorec (6.47) plati, jestlize regularita a bijektivita
zobrazeni ® plati jen skoro vsude na télesech T* a T, pficemz vSak integrand f je ohranicend funkce. Je
tomu tak i pti transformacich do dalsich soufadnic, které uvedeme.

6.9.3 Priklad Vypoditejme kinetickou energii| E, (T') = “’72 [ (2% +y?) - h(z,y, z)dadydz | télesa T ro-
tujictho kolem osy z konstantni thlovou rychlosti w (s!) a s hustotou imérnou soutadnici z, tj. h(z,y,2) =
a-z (aje vkg-m™*). T je ohrani¢eno plochami z = /22 + y2, 2 = a, kde a > 0 (je v metrech).

Reseni: Téleso T' = {(z,y,2) € E3|\/22 +y2 < 2z < a} je rotacni kuzel s vrcholem v po¢atku a vyskou a.
Jeho vzor — téleso T* v zobrazeni ® : = = pcosp, y = psing, z = z definujicim transformaci do cylin-
drickych soutadnic (g, ¢, z), chceme uréit. Podle obr. 6.16 maji vzory hrani¢nich ploch z = /a2 + y2, resp.
z = a télesa T v cylindrickych soufadnicich rovnice z = g, resp. z = a, coz jsou roviny ohranicujici téleso
T*. Polarni tihel ¢ z duvodu jednoznacnosti vymezime dalsimi zvolenymi hrani¢nimi rovinami, napf. ¢ = 0,
@ = 2m. Rovina g = 0 ziskana transformaci kartézské osy z ohranicuje T* jiz ze vSeobecné podminky o > 0.

47) Ortogondlni kiivocdard soustava soutadnic v Ej je takova kfivodard soustava soutadnic (u1,us,us) [Poznamenejme,
ze kdyz kazdému bodu U € E3 prifadime usporadanou trojici éisel (u1,u2,u3) a obraceng, kazdé takové trojici odpovida pravé
jeden bod v Egz, fikdme, Ze jsme do prostoru Ez zavedli (obecné kiivocarou) soustavu soutadnic o kftvocéarych soutadnicich
u1,u2,u3], u niz tzv. (jednotkové) vektory lokdlni baze {€y.,(U),€u,(U), Eus(U)} v bodé U € E3 [coz je uspofadand trojice
linedrné nezavislych teéngch vektoru k piislusnym tzv. souradnicovgm kiivkam ¢ (u1), #(u2), #(u3) v bodé U, pfi¢emz
tyto vektory, vazané na bod U, jsou orientovdny ve sméru rostoucich hodnot souradnic w1, u2,us] jsou navzajem kolmé. Po-
znamenejme, ze zatimco v krivocarych souradnicich se smér vektoru lokalni baze méni se zménou polohy bodu U,
v kartézskych souradnicich (resp. v obecnych primocargch soufadnicich na afinnim prostoru, viz str. 19) jsou vektory
lokélni baze konstantni neboli v kazdém bodé X € E3 jsou rovny vektorim ;, f, k.



164 6 RIEMANNUV DVOJNY A TROJNY INTEGRAL NA MERITELNE MNOZINE

Kolmym prumétem 7 do roviny ggp dostaneme obdélnik M*.Plati T* = {(o, ¢, 2 ) cEs|0 S <a, 0<p<
2w, 0 <z <a}. E.(T) IUT* o°az - pdodpdz = 2o 52 [0 dgdcpf g 32dz = w & [0 3(a? — 0?)dodyp =

4

2 a rwilara S1a -
o2 Jo (a*0® — 95)d9fo d<P = mafel _ O = &aaSw? (kg m? =J)-

6.9.4 Transformace trojného integralu do zobecnénych cylindrickych sourfadnic je ddna zob-
razenim ¢ v [Eg

(6.48)

‘<I> : x=apcosy, y = bpsiny,

kde a, b, ¢ jsou zvolené kladné konstanty. Soufadnice oznaéime (g, p,u), tj. prvni dvé jsou polarni, tfeti je
linearni funkci proménné z, pricemz plati nasledujici vztahy pro jacobian, transformaci elementu objemu,
resp. vhodnych vyrazt

[N

2 2

‘ J(0,p,u) = abco ‘, ‘dxdydz = abcododpdu ‘, + 4 =90

®N|H
<

e Transformace je vyhodnd, obsahuje-li integrand f(z,y,z) vyrazy (i—z + Z—;) nebo transformované
téleso T' je ohraniceno eliptickou valcovou, kuzelovou ¢i parabolickou plochou, resp. jejich vhodnou c¢asti.

6.9.5 Piiklad Urceme t67i§té T(z1, yT, 27) homogenniho télesa T’ ohrani¢eného plochami z = ¢(1 — 4 —
L), 2 =0, a,b,c>0.
Regeni: T vypliiuje usec eliptického paraboloidu s vrcholem v bodé (0,0,c), pficemz je ziejmé, ze

z1 = y1 = 0. Plati vzorec | z1 = Ulgy((TT))

T. Necht hustota télesa je h(z,y, z) = h. Pro transformaci (6.48) je primétem 7' do roviny zy elipsa véetné
2 2 2
svého vnitiku, nebot’c(l—i—i—%—z) =0= 2—2—1—7;—2 =1, 2—24—7;—2 =02 <1= 0 < p < 1. Polozime

2 = u. Pak = [[J; h(z,y, z)dadydz | = h [[[,dedydz = h- V(T) = abch fol odo fo dep fl ¢ du =
2mwabch fol(g —0 )dg = Zabch. Plati vzorec | Uy (T) = [[[; z - h(x,y, z)dzdydz | = h [[[,. cu- abcododpdu =

, kde Uy, resp. H je staticky moment, resp. hmotnost télesa

abc®h fol odo fo% de fol_ udu = wabch fo (1 - ¢%)?do = Zabc*h. Tedy 21 = 4.

6.10 Transformace trojného integralu do sférickych a zobecnénych sférickych
souradnic

Obr. 6.16 Obr. 6.18

6.10.1 Transformace trojného integralu do sférickych neboli kulovych soufadnic bude podana
stru¢né s odkazem na obr. 6.17, popft. predesly ¢lanek 6.9. Opét zvolime poddatek O* € Ej, vedeme jim
zdakladni rovinu o a piimku z kolmou k o. Kazdému bodu U € E3, U # O* ptifadime uspofddanou trojici
¢isel (p,r,9), které nazveme sférické souradnice v Eg, a je jimi uréena pravotodiva sférickd neboli
kulovd soustava souradnic.*® (Casto byva psana v poradi (r,p,9) a ¢tenaf si promysli, jaky vliv to
m4 na orientaci takové soustavy soufadnic, jacobidn a na transformaéni vzorec.) Volime-li 0 < ¢ < 27,
0 <7< +o0,0 <9 < m, je zobrazeni ® (Viz dile) vzajemné jednozna¢né a t¥idy C* na T*, pficemz
piislusny jacobian bude nenulovy. Cislo ¢ je poldrni thel kolmého primétu Uy bodu U do roviny o a pii

48)patii mezi ortogondlni kfivodaré soustavy soutadnic vzhledem k tomu, 7e prislusné vektory lokdlni béze
{€,(U),€-(U), €9 (U)} tvoii v bodé U € E3 ortonormdlni pravotocivou bdzi
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transformaci volime ¢ z libovolného intervalu délky 2, r je vzdalenost bodu U od pocatku O* a ¥ je velikost
thlu, ktery svird usecka O*U s kladnou poloosou z. Transformacni rovnice zobrazeni ® : E3 D T* — Eg
jsou

P . ‘x:rcosgpsinﬂ, Yy = rsinpsind, z:rcosﬂ‘. (6.49)

Plati
‘J(gp,r,ﬁ) = 2% +y? + 22 :7’2‘, (6.50)
JIJ7 F(X)dX = [[[. f(rcos@sind, rsingsind, rcosd)r? sin ddedrdd |. (6.51)

e Transformace je vyhodn4, pokud integrand f(z,y, z) obsahuje vyrazy (22 + y* + 2?) nebo transfor-
mované téleso je koule se stfedem v pocatku nebo jeji vhodnd ¢ast, jako napt. kulova vyseé apod.

6.10.2 Priklad Téleso T je v 1. oktantu ohrani¢eno plochami x? + y? + 22 = a3, 22 + y2 + 22 = a3,
2=0,y=0,2=0, 2 = /22 + 32, kde 0 < a1 < as. Uréeme v E3 jeho miru.

Reseni: Poc¢itame objem V(T') osminy duté koule v prvnim oktantu s vnit¥nim, resp. vnéjsim polomérem
ay, resp. as, kterd je ohranicena ¢ésti rotacéni kuzelové plochy z = /x2 + y? (Obr. 6.18). Plati V(T') =
Jo: A [ 12dr [ sin9dd = —(0— M2y an  V3m (8 g3,

6.10.3 Transformace trojného integralu do zobecnénych sférickych sourfadnic je ddna zobra-
zenim ¢ v [Eg

EX (6.52)

kde a, b, ¢ jsou zvolené kladné konstanty. Soutadnice oznacime (¢, r, ) a plati nasledujici vztahy pro jacobidn,
transformaci elementu objemu, resp. vhodnych vyrazt

‘J((p,r,ﬂ) =

e Transformace je vyhodn4, obsahuje-li integrand f(z,y, 2) vyrazy (& L = + ) nebo transformované
téleso T je elipsoid se svym vnittkem (s osami rovnobéznymi s kartezskyml souradnlcovymi osami, pak ¢
volime napt. 0 < ¢ < 27, 0 <r <1, 0 < ¥ <), resp. jeho vhodné ¢asti.

6.10.4 Priklad Transformaci do zobecnénych sférickych souradnic uréeme kinetickou energii

= “’72 [ (2% +4?) - h(x,y, z)dzdydz | homogenniho télesa T rotujiciho kolem osy z konstantni thlo-

vou rychlosti w (s71), jim# je horni polovina trojosého elipsoidu*® (§—§)2 + (@;—2)2 + (i—§)2 =1 se svym
vnittkem o zndmé hmotnosti H(7T) (kg).
H(T)

Reseni: T" m4a konstantni hustotu h = T - Ctenaf si jako samostatné cvideni ovéii, Ze objem uvazova-

ného télesa je V(T') = 2mabe. Protoze z2 +y? = (a? cos® ¢+ b% sin® )r? sin® ¥, dadydz = aber? sin ¥drd, je
El'Z(T) = @ 027r( 2cos ©+b? sin? p)dy fl ridr fO% sin® 9do = @w(a%rb%%{f cos ¥+ 3 cos® 19]0% =
LH(T)(a® 4 b*)w? (J).

10

6.11 Vybrané fyzikalni aplikace trojného integralu

jsme jiz. poznali v fadé prikladi, kdy fyzikdlnim modelem méritelné mnozZiny T v E3 bylo téleso T
o hustoté h(z,y, z) v kg-m~3, jehoz nékteré mechanické charakteristiky, oznacime-li element objemu v 3
dzdydz, struéné dV, definujeme a pocitame takto:

hmotnost télesa

— [[f h(z,y, z)dedydz |, pri elementu hmotnosti ‘dH = h(z,y, 2)dzdydz = h(X)dV‘ (kg)

statzcky moment vzhledem k roviné xy, k roviné xz, yz

T) = [[Jp 2z - h(X)AV |, | Uae(T) = [[fpy - h(X)AV |, | Uyz(T) = [[fp 2 - H(X)dV (kg - m)
souradnice tézisté T(z1,yT,27)
_ Uy=(T) _ Uax(T _ Uay(T)
T ="y | YT = H((T)) | 2T = TH(T) (m)

moment setrvacnosti vzhledem k roviné xy, xz, yz; resp. k ose z, y, z; k poc¢atku 0(0,0,0)

49)tj. jeho &st lezici v prvnich &tyfech oktantech
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T)= IffT 22h(X)AV |, | L=(T) = JI[T y*h(X)dV |, | I,.(T) = JI[T 2?h(X)dV |; (kg - m?)

L(T) = [(y? + 22)h(X)AV |, | I,(T) = [(2* + 22)h(X)dV |, | L(T) = [,(2* + y*)h(X)dV |; (kg -m?)

Io(T) = [(2® 4+ y* + 2*)h(X)dV (kg - m?)

kinetickd energie pii rotaci konstantni thlovou rychlosti w (s~1) kolem osy z

E.(T) = tw?L(T) = w2 [[[(2% + v?) - h(z,y, z)dzdydz (J).

6.12 Cvicéeni

A) Obor integrace v E, a E3. Existence dvojného, resp. trojného integralu
Nacrtnéte interval 2I = [1,3] x [1,2] v Eg, resp. interval 3] = [0,4] x [—1,0] x [1,2] v E3. Urcete jeho
prumér a n-rozmérny objem, tj. (Jordan-Peanovu) miru v E,,. {neuvadime }

Naértnéte mnozinu M C s, jejiz hranici tvofi dané k¥ivky a rozhodnéte, zda M je elementarni mnoZina
(obor) M* nebo MY

r=-l,z=2,y=e% y=2e" {neni®?) }
r=0,y=0,y=e,y=Inux. {M =MV}

Hc‘m

Zobrazte a zapiSte oblast, resp. obrazec ¢i téleso, jestlize tato mnozina je

a) obdélnik ABCD : A(1,2),B(4,2),C(4,5) {neuvadime}
b) trojuhelnik ABC : A(1,0),B(4,3),C(4,5) {neuvadime}
c) rovnobéznik ABCD : A(2,1),B(4,4),C(4,7) {M={(z,y) €eEs|2<z<4AN3z-2<y<3zr+1}}
d) lichobé&znik ABCD : A(1,1),B(2,1),C(4,2),D(2,2) {M={(z,y) eBa|1<y<2Any<z<2y}}
e) ohranicend kiivkami y =1, y = 5 — 22 {M ={(z,y) €Ez| —2<2<2A1<y<5-2%}}
f) ohranifend kiivkami z =1, y = /z, y = 2¢/x {M{(z,y) €Ea|0 <z <1AVz<y<2x}}
g) oteviend a ohrani¢end kiivkou y? = 2x a ptimkou jdouci body A(1,—3), B(5,1)

(M ={(z,y) €Ba| —2<y<4NL <z <y+4}}
h) elipsoid % ® 4 y + % = 1 vCetné vnittku

IN

{r*v = {(z,y,z) €Es| —2 <2 <2A-3/1-2 <y <3/1-Z A-4/1-2 L <
2
44/1 -2 2y

i) ohranicend plochamiy =0,y =+/z, 2 =0,z + 2 = 1.
{7 = {(2,9,2) €E3 |0 <z <IAN0<y<zA0<z<1l-—2z}

Ovéite, zda existuje (Riemanniv) dvojny, resp. trojny integral na daném oboru integrace. Pouzijte k tomu
vétu 6.2.2 a zadani

a) [fy ZZT;Z-N M:a?+y? <1

b) ffy TG, M = [-1,1] x [1,2]

) [[, g;ﬁ‘;g, kde My : 2% 4+ y? < 1, resp. Mo : 22 + 92 > 1

d) [f,, Z;f;_l, = {(z,y) € Eallz| + |y| < 2}, tj. vnitfek étverce s uhlopiickami o délce 4, které lezi

na souradnicovych osach

&) [ffy/1— 2 — % — Zedadydz, T = ((29.2) € By a2 + £ 4+ 5 < 1)
f) ﬂIT r4+y+2)dedydz, T:1 <2 <y? 2> 1.

a)) {ano, funkce ﬁy“l je spojita dokonce v Eq a M je métitelna (je ohranicend a u(M) = 0, tj ma miru 0)}

b li sin(2x2+;yz) -1
) {ano, (2)2(00) Z°FY )

c)) {neexistuje, nebot neexistuje (z.,y%iLn(0,0) preawy2
d)) {ne}
e)) {{ano}

50)

resp. neexistuje, nebot My neni méfitelnd v Eo}

ale je napr. sjednocenim dvou elementdrnich oboru integrace typu (z,y), tj. M = M{ U M3
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f)

fne™}

B) Dvojny integral

6]

a)

Dvojnym integralem urcete v Eo Jordan-Peanovu miru, tj. obsah mnozin ze cviceni az .
{a)-b)) neuvadime; c)) 6; d)) 3; ) %; £) 3; g)) 18}
Dvojnym integralem urcete obsah mnozin, které jsou ohranic¢eny kiivkami

y=a%y=x {5}

zy=1,x=2,y==x {371n2}}
y=-Ly=ly=z+1,4* =z {53
Mnozina M je ohraniéena parabolou y = 1 — az?, a > 0 a osou . Najdéte parametr b tak, aby parabola
y = bx? rozdélila M na dvé ¢asti stejného obsahu. {b = 3a}

Dvojnym integralem urcete v E3 Jordan-Peanovu miru, tj. objem V mnoziny, ktera je ohranicena

soufadnicovymi rovinami, rovinami = 1, y = 1 a rotaénim paraboloidem z = 22 + %> + 1
{f,(@* +y* + 1)dady = fol dx f01($2 + 9%+ 1)dy = 5(j®), j je méfici jednotka délky}

plochami y = 1,y = 22,2 = 0,z = 22 + 3> ey

hyperbolickym paraboloidem z = xy (charakterizovanym v 4.9 na str. 81) rovinou z = 0 a jsou

stanoveny podminky z > 0,y > 0, y < v4 — 22 {23
. . , 2 2

plochami z =y, z = 0 a jsou stanoveny podminky z > 0,y > 0, &3 + 47 <1 {{%abQ}}

plochami z = siny?, z = 0 a jsou stanoveny relace 0 < x < 5 r<y< 3
{nutno vzit M = MY, pak V = 1(1 — cos %2) = 0,89; postup M = M7 vede na neur¢ity integral [ siny?dy,
jenz nelze vyjadiit jako elementéarni funkci (v koneéném tvaru)®? }

rovinami z = —3(z + y), z = 0 a jsou stanoveny podminky 0 <z < 1,0 <y < /1 — 22 {2}
. 2

plochami z = 7z, 2 =0,z =2,y = z,2y =1 {23

plochami az = 4a* — y? (a > 0), 2ay = 2%, 2 =0 {Z8a%}

rovinami = 0,y = 0,2 =0, £ + ¥ + 2 = 1 a identifikujte ji. {sabc; etyrstén (trojboky jehlan)}

Najdéte moment setrvacnosti I,(M) = HM(JC2 + y?)h(z,y)dedy vzhledem k ose z homogenniho plechu

M C Es o hmotnosti H(M) s hranici M o rovnici % + ‘—g‘ =1, a,b € R". Nacrtnéte si M.
{ M je kosoctverec se sttedem v pocatku s ihloptickami o délkach 2a, 2b na soufadnicovych oséch; s vyuzitim

symetrie I, (M) = %H(]W)(a2 +0*)}

C) Transformace a dalsi aplikace dvojného integralu

a

b

C

)
)
)
d)

!

1

o

\9‘/\_/

Urcete jacobian zobrazeni

rT=utuv,y="% {J(u,v) = “5=}

T =uv, y=u®—? {J(u,v) = —2(u? + v}
2 2

n fJ(u,v) =1}

pfi némz v termodynamice misto danych soufadnic p (tlak), V' (objem), pouzivanych v p-V diagramech,

zavedete nové souradnice z, y rovnicemi x = pV, y = pV7, kde konstanta v > 1.

— u —
r =arctan o, y =

~1 —1
/ / / /
{J(z,y) = pzl py, = zf $/v = . g 1 = e = Gene )
Ve Vy Yy Yy VY ApV?
Dvojnym integralem odvodte obsah mnoziny (pouZijte poldrni soufadnice)
jiz je vyse¢ mezikruzi 1 < 2% 4+ y% <4, a = 3x {5}
ohrani¢ené kosou lemmniskdatou (2% + y?)? = 2a%wy. {a}

Dvojnym integralem urcete objem V(T') télesa T,

kde T je tse¢ rotacniho paraboloidu ohrani¢end plochami az = (2% + y?), z = a (a > 0 téz v dalsich
cviéenich) {T je na obr. 6.19, V(T) = 5a*}
ohrani¢eného plochami z = 0, z = a — (2% + ¢?) {neuvadime, jde o analogii piedeslého cviceni}

5Dnebot T' je mnozina, ktera neni méfitelna v E3
52) podobné jako v 6.3.10
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1

O

)

-a

Obr. 6.19 Obr. 6.20 Obr. 6.21

¢) uréeného vztahy /a2 + 32 < z < /18 — a2 — ¢2
{objem V(T) = 36(v/2 — 1)7 (%), T ptipomin zmrzlinu v kornoutu (Obr. 6.20)}

d) je-li prinikem dvou rotaénich vdalcovich prostori x? +y* < a?, 2% + 22 < a®. Vypodet provedte téz bez
transformace {V(T) = Fa?; situaci ¢astecné vystihuje obr. 8.32 na str. 231}

e) ohrani¢eného Gaussovym kloboukem®) z = e=(@*+v°) 4 plochami z = 0,22 +y?> = 1,22 +¢y> =4
{v(1) = <=t}

f) definovaného vztahy 22 + y? + 2% = (2a)?, 2% + y? < a? {v(T)=308- 3v/3)ma®}
g) ohranic¢eného plochami z = m, z2=0,2=9 {V(T) = rln10}
h) T ={(,y,2) €Es|(z — 3)* +1y* <1A0< 2 < V/a} V(@) = 5}
i) T={(z,y,2) €EEs|(z — 32 +y? <1A0 <z <z} {neuvadime }
j) pfi z > 0 ohrani¢eného plochami 22 = 22 + 2, 22 + y? =z, 22 + y* = 22. {23

Urcete objem T vody, ktery protece za sekundu recistém, jehoz plosny prifez M ohranic¢uje dolni polovina

elipsy 2—2 + g—i = 1, jestlize na M je velikost v rychlostniho pole v dana parabolickym rychlostnim profilem

U = Umax(l — i—z - g—i), kde vpax je velikost maximéalni rychlosti proudu uprostied hladiny. K vypoctu 7T,

tzv. objemového pritoku,’® pouzijte vzorec T = 5 vdady. {7 = Fabvmax}}
Vypocitejte moment setrva¢nosti homogenniho plechu M C Ez o hustoté h (kg - m~2), kde M je
a) kruh o poloméru a, vzhledem k tecné piimce {Emha}
b) kruh o poloméru a, vzhledem k bodu na hranici kruhu {Emrha}
c) kde M je vnittek elipsy s délkami poloos a, b, vzhledem k jejimu stfedu. {irhab(a® + b?)}
Odvodte hmotnost plechu ve tvaru kruhu o poloméru a, jehoZ hustota h je imérna vzdalenosti bodu
od hranice, vime-li, ze h(0,0) = ho. {37hoa?}
Vypocitejte souradnice tézisté homogenni velmi tenké desky M, jde-li o
a) kruhovou vyse¢ o poloméru a se stfedovym thlem 2« {{ve vzdélenosti 24322 od stieduj}
b) st vnitiku elipsy T + 4 < 1, > 0. £0, )}

Vypocitejte praci W pii Carnotové cyklu, je-li v termodynamice dana obsahem rovinné plochy v p-V/
diagramu, ktera je v pV-roviné ohrani¢ena hyperbolami pV = RT}, pV = RI5, a kfivkami pV"? = ¢y,
pV7 = ¢z (R, T1 < Tz,c1 < ¢2,7 > 1 jsou konstanty), jestlize W = [[, dpdV. P¥i vypoctu transformujte
ze soufadnic (p, V) do soutadnic (z,y) zavedenych ve cviceni , je-li jacobidn transformace J(z,y) =

R

D) Trojny integral, jeho transformace a aplikace

Trojnym integralem urcete objemy téles, ktera byla zadana pro vypocet dvojnym integralem. Jde o cviceni
a . Kde je vyhodné, transformujte do vhodnych soufadnic.
Trojnym integralem vyjadiete a vypocitejte objem kvadru T : |x| < a, |y| < b,|z| < c.
{LUT daxdydz = ffa dx ffb dy ffc dz=28 foa dx fob dy foc dz = 8abc}

Stanovte objem télesa uréeného podminkami 0 < z < kv/z2 + 42, 22 + 3% < 2ay, k,a € RT.
{32ka?; situaci naznacuje obr. 6.21}

53)zném§1m Z 4.9 ze str. 81 a z obr. 4.16 ze str. 84
54)T je zde specialnim pripadem tzv. toku vektorového pole, jenz definujeme plognym integralem v 8.5.3.
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Dvojnjm & trojnym integralem najdéte objem télesa ohraniceného plochami z = 0, z = 4a— £ (22 +y?),a >
0. {32ma3}

@ Najdéte objem télesa ohrani¢eného plochami z = 0, z = kz, pfi podmince 2% + 3% < 2ax, k,a € R,
{rka®}
Uréete objem télesa vyhovujictho relacim 22 + 3% + 22 < (2a)?, 2% + y? > a? nejprve pomoci cylindrickych
a poté sférickych soufadnic. {4V/3ma>}

Pomoci sférickych souradnic odvodte vzorec pro objem kulové vysece s polomérem R a stfedovym thlem
2a. {27R3(1 — cosa)}

Urcete hmotnost télesa ohranic¢eného plochami 2x + z = 2a, x + 2 = a, ¥y = ax, y = 0, pfi podmince y > 0,

kde a € R, je-li hustota v kazdém bodé timérna jeho y-ové soufadnici s koeficientem A v kg - m™%.

{520 (ke)}

Odvodte moment setrvacnosti vzhledem k ose z homogenniho étyrsténu (trojbokého jehlanu) s hustotou

h ohrani¢eného rovinami £ + ¥ 4+ 2 =1, 2 =0,y =0,z = 0. { a5 habe(a® + %)}
Stanovte tézisté homogenniho télesa ohrani¢eného parabolickymi valcovymi plochami y = \Jax,y =
2\/ar a rovinami z + 2 =a,2 =0, a € RT. V(1) =Fa* T=(2,12,2)}
Najdéte hmotnost valce T : 22 + y? < a?, 0 < z < b, je-li v kazdém jeho bodé (x,y,z) hustota h =
A2 +y? + 22), kde X je v kg - m~>. {ZXa?b(3a® + 20%) (kg) }

Odvodte momenty setrvacnosti homogenniho vélce T' s hustotou h, ohrani¢eného rotaéni valcovou plo-
chou 22 + y? = a® a rovinami z = 0, z = b, vzhledem k soufadnicovym rovindm.

{1,(T) = =ha’b(342 4 4p%) = I,(T), L(T) = =ha’by

Vvey

Vypocitejte soufadnice tézisté homogenniho rotacéniho kuzele o poloméru a a vysce b, jehoz vrchol je
v pocatku soustavy soutadnic a jehoz osa lezi na ose z. {T=1(0,0,2b)}

Homogenni téleso T piedstavované seci rotacéniho paraboloidu 4az = 16a% — 22 — y? a rovinou z = 0

{IZ(T) = 1_36Ha’27 T = (0507 %a’)}
Najdéte t&zisté poloviny homogenni tsece rotacniho paraboloidu z = (22 + %), 0 < z < a, z > 0.
{V =13a%T=(£0a,0,20)}

Ve

Stanovte tézisté poloviny primiku dvou rotacnich vdlcovijch prostort x> +1y? < a2, y?>+ 22 < a2. Situaci

Castecné vystihuje obr. 8.32 na str. 231. {T=10,0,2a)}
Vypocitejte kinetickou energii homogenniho eliptického valce T : z—z + Z—j <1,0 < z <wv o hmotnosti H
rotujiciho kolem osy z konstantni tthlovou rychlosti w. {3 H(a* + b*)w?}
Odvodte soutadnice tézisté homogenniho télesa ohrani¢eného eliptickou kuzZelovou plochou 2—2 + }{; = i—z
a rovinou z = c. {T=1(0,0,20)}
Vypoéitejte hmotnost koule 2% + y? + 22 < R2, jejiz hustota v kazdém bodé je nepfimo tmérna cétverci
vzdélenosti toho bodu od stfedu koule. {h = e, H =4mha}

Odvodte moment setrvaénosti homogenni koule o poloméru R a hmotnosti H vzhledem k ose prochézejici
jejim sttedem. {2HR*}

Urcete kinetickou energii homogenni duté koule s hustotou h, vnitinim polomérem R; a vnéjsim R, ktera
rotuje konstantni thlovou rychlosti w kolem osy prochéazejici jejim stfedem. {#7h(RS — R})w?}

Urcete moment setrva¢nosti homogenni kulové tdsece s vyskou v a hustotou h vzhledem k jeji ose.
{2 (20R2 — 15Rv + 30%)}

Najdéte tézisté osminy homogenni koule 22 4+ y2? + 22 < R? v prvnim oktantu. {T=(ER,2R,3R)}

Vypoéitejte kinetickou energii homogenniho télesa s hmotnosti H, ohrani¢eného trojosym elipsoidem,
jestlize rotuje konstantni thlovou rychlosti w kolem osy x,y,z. {2H(b* + ¢?), 2H (a® + ¢*), 2H (a* + b*)}
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7 Kiivkovy integral

7.1 Jednoducha hladka, popf. po ¢astech hladka kiivka v E; a Ej;

7.1.1 Motivace pro jednoduchou hladkou, pop¥. po ¢astech hladkou kf¥ivku Je zndmo, Ze mnohé
fyzikalni a technické pojmy, napi. prace v silovém poli, potencidl, elektrické napéti, entropie atd., jsou
zalozeny na kiivkovém integralu. Poprvé jej pouzil ve své praci v r. 1743 pfi urcovani tvaru nasi planety
francouzsky matematik Alexis Claude Clairaut (¢ti: klerd) (1713-1765). Integracnim oborem kiivkového
integralu je kiivka. Definovat obecny pojem kiivka v roviné Ey, resp. v Es, tj. pojem, ktery si intuitivné
predstavujeme jako ,caru“, se matematickymi prostiedky podarilo az ve 20. letech 20. stoleti ukrajinskému
matematikovi Pavlu Samuilovi¢i Urysonovi (viz str. 54 3.4.14 az 3.4.17).

e Kiivku £ v E,, resp. v E3 jako geometricky model muzeme vytvorit elastickou deformaci ptivodné
rovné struny nebo dratu do pozadovaného tvaru, coz je realizace jistého ,skoro vsude* hladkého zobrazeni
® uzavieného intervalu koneéné délky I = [a,b] redlné osy E; do euklidovského prostoru Eg, resp. Es, tj.
O: I 5 E,, =) ={P(t)|t €I}. Tedy ® je zobrazeni typu (1,2), resp. (1, 3), proménnd ¢ se nazyva
paramelr.

e Z fyzikalniho pohledu (souvislou) krivku neboli cestu #v Es, resp. Eo, mizeme vytvorit pohybem
hmotného bodu X v ¢ase t z daného intervalu I = [a, b] s popisem X = ®(t) této jeho cesty.

e Dlouhy vyvoj pojml spojitosti (zobrazeni) a souvislosti (mnoziny, a tedy i kfivky) ovlivnil samotné
zéklady matematiky. My se v celé této kapitole zamérime na geometrickou nadzornost vykladu. Pro nase acely
bude stacit, jestlize se omezime na kiivky, které lze slozit z ¢asti, jez jsou jednoduché neboli neprotinajici
se a hladké neboli maji spojité se ménici teénu. Prostfedkem k tomu je zminéné zobrazeni ® jistych
vlastnosti, které uvedeme déle, tzv. parametrizace.

e Vratme se jesté ke kiivce, jejiz kazdy bod X je hodnotou bodového zobrazeni, téz bodové funkce ¢i
skalarni funkce @, tj. X = ®(¢) (Viz 4.2.6 na str. 63).

Umluva Nékdy je ticelné, a v této kapitole tak ucinime i my, Ze pfi geometrickych, popt. fyzikalnich
uvahéach, ztotoznime euklidovsky prostor E,, s jeho zaméfenim V,, n = 2, 3.

06§

Obr. 7.1 Obr. 7.2 Obr. 7.3 Obr. 74 Obr. 7.5 Obr. 7.6

K tomu staéi zvolit pevny systém kartézskych souradnic. Radiusvektor 7 bodu X pak je to-
tozny s bodem X = O + 7, tedy formalné X = 7 ve smyslu rovnosti souradnic bodu X i vektoru
7. Proto, je-li napt. zminéné zobrazeni ® typu (1,3) déno tfemi slozkami (soufadnicovymi funkcemi),
X=®(t) = (¢(t), (1), x(t)), mizeme libovolny bod X = (z,y, z) kiivky # v E3 zapsat nejen tfemi (skalar-
nimi) parametrickymi rovnicemi krivky

D $:¢(t)7 y:w(t)a Z:X(t)a kdetEI, (71)
ale muzeme jej zapsat téz v polokartézském tvaru
7 =7(t) = z(t)i + y(t)] + z(O)k, (7.2)

nehrozi-li zdména s oznacovanim souradnicovych os (Viz obr. 7.1), pficemz 7(t) je vektorovd funkce, struéné
radiusvektor bodu X € J#. To vede k tomu, Ze se ¢asto pouziva téz oznaceni ®(t) = (z(t),y(t), z(1)).

e Piitom si uvédomme, a ze zminéného obrazku je to rovnéz ziejmé, ze derivace ® bodové funkce ®
podle t je vektorovd funkce (existuje-li), kterd ma teény smér ke kiivce ¢ pro kazdé t € [a,b], je
to jeji teény vektor. Oznaceni derivace funkce teckou, je-li argumentem ¢ ¢as, je obvyklé ve fyzice, kde jej
zavedl I. Newton. Tam tato ¢asovd derivace funkce polohy vyjadiuje vektor okamzité rychlosti v(t)
pohybu po cesté, ktery ma v kazdém okamziku t teény smér k cesté 7. Plati

> o X(t+ A = X(t) lim 7(t + At) — 7(t)

o= 1 =
Aglo At At—0 At

= 7(t) = T(t). (7.3)
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MiZeme psat souradnicové, resp. polokartézsky (zapisy vpravo)

= =

B(t) = (6(1),%(1),X(1) = GB)i+v(t)j+ XMk,
M) = (@), 90),20) = @@)i+9t)]+ 20k,
popf. definujeme prislusné diferencialy bodové, resp. vektorové funkce
A8(t) = B(1)dt, resp. di(t) = F(t)dt = idx(t) + jdy(t) + kdz(t)

(kde dz(t) = z(t)dt atd.), pficemz jsou to vektory a pouze estetické hledisko nas vede k tomu, Ze nebudeme

psét d@(t;, resp. dr(t;. Vedle oznaceni & se pouzivé téz de
e Uvédomme si jesté, ze kFivka miize byt zapsdna nekoneéné mnoha parametrickymi vyjadienimi, ma
nekoneéné mnoho parametrizaci. Jednu kiivku mtze totiz hmotny bod prob&hnout (respektujic vlast-

nosti jisté parametrizace ®) jednim i opaénym smérem, rizné se ménici rychlosti i v rliznych intervalech ¢asu
.V

7.1.2 Definice jednoduché hladké krivky — oblouku Mnozina ' C E,, (n = 3 nebo n = 2) se nazyva
jednoduchd hladké krivka v E,, definovand na intervalu [a, b], existuje-li spojité zobrazeni ® : [a,b] — E,
(uzavieného, ohrani¢eného intervalu [a,b] C E; do E,,) takové, ze ®([a,b]) = #;2) piicemz

1) ®(t) je na [a,b] prosté,’) s moznou vijimkou, kdy ®(a) = ®(b), (Viz déle)

2) ®(¢) mé4 na otevieném intervalu (a,b) derivaci ®, které je zde spojitd [tj. ® je hladké®) zobrazeni

na (a,b) neboli ® je tiidy C! na (a,b)], ohraniéend a nenulovd [tj. B(t) # 3Vt € (a,b), 6 € V,, &mz
vylou¢ime rizné singularity (vyjimecnosti), napt. ,kiivku“ redukujici se na bod z = a,y = b apod.]

Takové zobrazeni ® se nazyva parametrizace jednoduché hladké krivky #a proménnd t € [a, b] se nazyva
parametr této kiivky. Ve zminéném piipadé, kdy ®(a) = ®(b), se # nazyvd uzavrend (jednoduchd)
krivka, resp. JZ se nazve uzavrend jednoduchd hladkd kiivka (napt. elipsa), kdyZz navic (ve smyslu
spojité prodlouZitelnosti zobrazeni ®) na hranici {a, b} intervalu (a,b) existuji jednostranné derivace a plati
jejich rovnost ®(a+) = ®(b—). V piipads, ze ®(a) # ®(b), nazjvéa se ¥ oteviend nebo neuzaviend.
Neni-li pfedem stanoveno jinak (orientaci), pak se bod A = ®(a), resp. B = ®(b), nazyva pocddtecni, resp.
koncovy bod neuzaviené kiivky (dany riistem parametru), a piSeme ®(a) = p.b. %, resp. ®(b) = k.b. .
Pojem oblouk AB (jenz v literatufe neni ustélen) pouZijeme pro oznaceni neuzaviené jednoduché hladké
kiivky (konecéné délky) s p.b. A a k.b.B.

Reguldarni bod kiivky (téZ obecny bod kiivky) nazveme ten jeji bod, jenz bez vyjimky vyhovuje ¢asti 1)
i 2) této definice, tj. v némz a jeho nejblizsim okoli existuje jeding spojité se ménici teény vektor é(t)
(teéna) — viz 7.1.10. Kazdy jiny bod na J# se nazyva singuldrni bod kiivky.

e Zda je bod regularni ¢i singularni, mize zaviset na zvolené parametrizaci ®. Mluvime pak o odstrani-
telné singularité.

7.1.3 Umluva Budeme-li ddle mluvit o kiivce, budeme mit na mysli jednoduchou hladkou k¥ivku, a
to az do mista, kdy vyslovime definici jednoduché po ¢astech hladké ktivky, ktera pak roli kfivky prevezme
(je totiz jejim zobecnénim).

D Usecku v roving danou body O = (0,0), A = (1,1) mizeme parametrizovat napf. jako ®1 : = =t, y =t, kde ¢t € [0, 1] nebo
Py: z=1—u,y=1—u, kde u € [0,1] nebo ®3: = =2v, y=2v,kde v € [0,%] atd.

2) Jednoduché hladka ktivka je souvislé mnozina, nebot je spojitgm obrazem v E,, uzavieného intervalu [a, b] (Kazdy interval
v E; vedle jednobodové mnoziny je tam souvisld mnozina) z jisté mnoziny (tzv. ,ekvivalentnich“ parametrizaci). Plyne to
z véty 3.4.15 o zachovani souvislosti mnoziny spojitym zobrazenim (str. 54). Zminme jesté tzv. obloukovou souvislost,
ktera je podstatné silngjsi (specialnéjsi) vlastnosti, jak uvedeme. Rekneme, ze body X,Y € M C E,, lze spojit édrou leZici
v M [Nepouzili jsme misto ¢ara termin ,oblouk® ani ,kfivka® ani ,cesta®, nebot u nich budeme navic predpokladat i jejich
jednoduchost neboli prostotu definujiciho zobrazeni ® — viz rejstiik], existuje-li spojité zobrazeni @ : [a,b] — E, takové, ze
®(a) = A, &(b) =B a ®([a,b]) C M.

Definice | Neprazdnad mnozina M C E, se nazyva obloukové souvisld, jestlize libovolné jeji body A, B lze spojit ¢arou lezici
v M. Lze ukazat, ze obloukové souvislé mnoZina (metricky prostor) je vidy souvisld. Obracené, souvisly metricky prostor
neni nutné obloukové souvisly — nap¥. je-li sloZen ze svislé uzaviené usecky v roviné s krajnimi body (0, —1),(0,1) a z grafu
funkce sin% pro z > 0. Graf funkce je znazornén v obr. 3.10 na str. 55.

3)pfi¢emz k tomu, aby bylo ® na [a, b] prosté neboli injektivni staci, aby aspon jedna ze slozek ¢, 1, x byla ryze monoténni
funkce na [a, b]. Injektivnost zobrazeni vyjadiuje jednoduchost kiivky, coz znamena, Ze kiivka se neprotina.
1) ¢imz se zajisti, Ze oblouk ma spojité se ménici tednu
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7.1.4 N&které geometrické pojmy Jesté uvedme, Ze na obr. 7.2 a 7.3 jsou v roviné jednoduché hladké
kfivky, zatimco jimi nejsou utvary na obr. 7.4, 7.5, 7.6.

Pojmy, které se vztahuji ke kiivce a nezavisi na jeji parametrizaci ®, jsou geometrické pojmy, napr.
kragni bod kiivky, okraj kiivky, jednotkovy teény vektor kiivky, délka kiivky. Pojem ,cesta“ neni
geometricky pojem.

Krajnimi body kiivky jsou takové body A, B, Ze pro nékterou parametrizaci ® : [a,b] — E,, kiivky
A je ®(a) = A, ®(b) = B. Mnozina 0.7 = {A,B} se nazyva okraj kiivky, mnozina 2\ 0.% se nazyva
(geometricky) wvnitrek krivky ¢ (coz, pozor, neni (topologicky) wvnitrek mnoZiny v E,, jak jsme jej
definovali v 3.3.8 na str. 49, ten by byl prazdnou mnozinou).

7.1.5 Teény vektor a orientace jednoduché hladké kiivky Pojem orientace krivky JZ znamena,
strucné feceno, ze zvolime jeden ze dvou smért pohybu na kfivce neboli, jinak feceno, zvolime jedno ze dvou
usporadani bodu kiivky nebo tuto orientaci zvolime umisténim Sipky na kiivku. Orientovand krivka se
nékdy oznaci . Zvolime-li druhou mo#nost orientace, nazyva se tato krivka nesouhlasné orientovand
s predeslou kiivkou nebo opacéné orientovand a znacime ji — %, popt. — . Orientace kiivky J#zce souvisi
s volbou pole tecnych vektord. Zminili jsme, ze jednotkovy te¢ny vektor kiivky je geometricky pojem, ktery
proto nezavisi na jeji parametrizaci ®. P¥itom v kazdém bodé jednoduché hladké kiivky (obecné kromé
krajnich bodt, jde-li o oblouk, coZ nebudeme stale zduraziovat) existuji pravé dva navzijem opacné
tecné vektory. Je-li @ nékterd z parametrizaci, snadno oba vypocitame.

e Uvedli jsme, ze ve vSech bodech X = ®(t) = (z(t),y(t), 2(t)) k¥ivky, které odpovidaji svému vzoru —
bodu t = ®~1(X) € (a,b) pti parametrizaci ®, lze tecny vektor krivky ¢ vypocitat (nebyla-li uz predtim
urcena opacné orientace kfivky, a tim i jeho opaény smér v kazdém bodé kiivky — viz déle) ze vztahu

7= B(t) = (@(0), 3(0), 2(0)

Podrobnéjsi zépis je 7(X) = &(® (X)) pro X € # (kde ! zde oznacuje inverzni zobrazeni k parametrizaci
®, jehoz existence vyplyvé z definice ki¥ivky). Tim jsme definovali spojité vektorové pole — pole teéngch
vektord T na kiivce ¢ a vztahem (rozepsanym)

S P N e IO TO I 0) N0
1201 13@-1(x))|  VEB) 920+ 20 [F)l

pak spojité vektorové pole jednotkovych teénijch vektors 7 na kiivee 7 tj. 7 : # — V(E,).>) Podobné
muzeme definovat pole jednotkovych teénych vektoru 7° vztahem

pro t € (a,b), (7.4)

Y

:f& rot € (a,b).
s [ P (a,5)

1) Zvolime-li orientaci jednoduché hladké krivky % jednotkovym vektorem 7° podle 1. moznosti pomoci

parametrizace ® vztahem 7 = &/||®|| ve viech bodech kiivky X = ®(t) odpovidajicich bodim ¢ €
(a,b), chapeme takto orientovanou kiivku jako uspofddanou dvojici (7 7°), nékdy se oznacuje ji/, a
fikdme, zZe kiivka % je orientovand s parametrizact neboli parametrizace souhlasi
s orientact krivky, nebo ze orientace krivky je indukovana parametrizact ®, nebo Ze orientace

je ddna rustem parametru dané parametrizace. Bod ®(a), resp. ®(b), se nazyva poddteéni, resp.
koncovy bod kiivky 7.

2) Zvolime-li orientaci k¥ivky 7 jednotkovym te¢nym vektorem 7° podle 2. moznosti pomoci téze parame-

trizace ®, avSak opa¢nym vektorem k predchozimu, tj. 7° = 7<I> / H<I>||, chdpeme opét takto orientovanou
kiivku jako usporddanou dvojici (J; 7°), nazveme ji opacné orientovanou krivkou a oznacime —. %,
popr. — % Rikdme téz, ze kiivka J je orientovand s parametrizact ¢ neboli pa-
rametrizace nesouhlast s orientact krivky, pricemz dalsi vySe uvedené vyroky z predeslé c¢asti
sta¢i negovat a oznaceni ®(a) a ®(b) si vyméni misto.

e Neni-li kfivka uzavrend, tj. ®(a) # ®(b) neboli krajni body nejsou totozné, pak lze jeji orientaci
definovat jednodusSe tim, Ze jeden z jejich krajnich bodu prohlasime za pocdatecéni a druhy za koncovy
bod. Orientaci kfivky v obréazcich vyznacujeme $ipkou na ni umisténou.

e Je-li rovinna krivka wuzavrend, pak se ndzorné, napt. ve fyzice, nazve kladné, resp. zaporné ori-
entovand, je-li orientovana proti, resp. ve smyslu otaceni hodinovych rucic¢ek. Pfesna definice, ktera se

5 Pritom jmenovatel je pro t € (a,b) rizny od nuly, nebot podminka B(t) # & z definice 7.1.2 vyjadiuje, ze [|®| =

iz 4+ g2 +22 > 0.
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neopird jen o naSe smysly, je zalozena na Jordanové veté v Es.
Souhlasi-li parametrizace jednoduché hladké kiivky se zvolenou orientaci, nazyva se vektorové
pole jednotkovych te¢nych vektord, jez je definovano vztahem

) - @)

= — , XeX, (7.5)
@21 (X))]

orientujict pole krivky. Kiivka . se pak nékdy oznacuje (J#;7°), popft. .

e K orientaci kiivky staci zadat teény vektor 7 v jednom jejim regularnim bodé.

e Na kiivce (nezavisle na vybéru parametrizace ®) existuji pravé dvé jeji orientace, a pravé dvé navza-
jem opaénd neboli nesouhlasna pole jednotkovych teénych vektorti. Snadno lze totiz ukazat, Ze rovnéz
vSechny parametrizace kiivky mtzeme rozdélit do dvou ruznych t¥id tak, ze dvé parametrizace ®(t),
U(u) jsou v téze tiidé — tzv. tiidé ekvivalentnich parametrizaci, pravé kdyz prechod od jedné ke druhé
je dan rostouci funkci, a jsou v riznych tfidach, pravé kdyz prechod od jedné ke druhé je dan klesajici
funkei mezi parametry ¢, u (piiklad 7.1.6). Orientace kiivky souhlasné s parametrizaci jedné ze t¥id parame-
trizaci kiivky indukuje usporadani bodu krivky, které ma vSechny vlastnosti binarni relace usporadani
v mnozin€, znamé z algebry.

y
4 B
L%/ LT
y o0) D (t)dt
A(a,a) X X
Z
1 TO(x
JA 00 Y
il X
o 1 2x o) s(a,0) B(2a0)
Obr. 7.7 Obr. 7.8 Obr. 7.9

7.1.6 Piiklad Graf funkce y = 22 je pro 1 < 2 < 2 jednoduchou hladkou kiivkou (Ovéite) s krajnimi
body A =(1,1), B=(2,4) (Viz obr. 7.7), a miZzeme ji parametrizovat zobrazenim ®

: a=¢(t)=t y=v(t) =1t te[l2],

pfi némz orientace dana rostoucim parametrem t urcuje pohyb po kiivce od bodu A k bodu B, zatimco pfi
parametrizaci (Ovéite podle definice)

U: z=¢u)=3—u, y=déu)=3—-u)? uecll2,

orientace urc¢ené souhlasné s touto parametrizaci definuje pohyb po kiivce od bodu B k bodu A. VsSimnéme
si, ze vztah mezi parametry ¢t = 3 — u, u € [1,2] je dan klesajici funkci, parametrizace ®, ¥ kiivky
jsou tudiz nesouhlasné.

7.1.7 Priklad Je déna ¢tvrtkruznice v Eq se stfedem S(a,0), a polomérem «a, parametrizaci & : x =
é(t) = a+acost, y =1(t) = asint, t € [0, 5]. Orientaci této rovinné kiivky .# zvolme ,apriori“ (pfedem)
umisténim Sipky podle obr. 7.8, tj. za poc¢éteéni bod volime bod A = (a,a) a za koncovy bod B = (2a,0).
Urceme, zda vektorové pole 7 jednotkovych teénych vektori je orientujici pole kiivky JZ.

Reseni: Tato zndma parametrizace uréuje riistem parametru ¢ pohyb nesouhlasny s orientaci. Po vipoétu musi
platit ®/||®| = —7°. Pro ®(t) = (a + acost,asint) plati &(t) = a(—sint,cost), |B(t)|| = a, D(t)/||B(t)|| =
(—sint,cost). V bodé X = (z,y) € %, jelikoz x = a(l + cost), y = asint, je mtﬁ =(-4,2-1) =
,%(% a —x) = —7°. Pole 7° neni orientujict pole, tj. je orientovano nesouhlasné s parametrizaci ®.
Navrhnéte rovnice takové parametrizace ®, ktera definuje orientujici pole kiivky 7.

7.1.8 Délka jednoduché hladké kiivky a jejiho oblouku AB 7 integralniho poctu funkce jedné pro-
ménné je pro parametrické vyjadieni rovinné kiivky 2 zndm vzorec pro jeji délku s(.#), ktery nyni zobec-
nime a pfedbézné uvedeme pro parametrizaci ® (jednoduché hladké) kiivky #v Es ®(t) = (¢(t), ¥ (t), x(t)),
tj. = @(t), y=(t), z=x(t), t € [a,b], ve tvaru

() = [ P+ ([P + (@) = [0 + DO + [k(OPdt = [*[Sde|.  (76)
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Polozme

— [1B(#)] at . (7.7)

Potom

t+At .
As = s(t + At) — s(t) :/t | ®(t)]dt (7.8)

je délka oblouku (jednoduché hladké) krivky mezi body X a Y, jez po fadé odpovidaji hodnotdm para-
metru ¢ a (t + At) (Viz obr. 7.9). Je zfejmé, ze oblouk, jakoZto neuzaviend a neprazdna ¢ast hladké kiivky
J; je rovnéz jednoduché hladka kiivka. Jestlize je v predeslém vztahu At dostateéné malé, lze psét

s~ || 3]|At, (7.9)

coz znamena, ze uvedenou délku oblouku XY s krajnimi body X a Y Ize aproximovat dostatecné presné

délkou tisecky XZ, tj. normou vektoru é(t)At. Piejdeme-li v (7.9) od diferenci k diferencialtim, dostaneme

ds = ||7(t)|dt | neboli | ds = |B(t)dt | = | s(#) = [Fds (7.10)

kde A,B € 7 jsou krajni body oblouku AAB kiivky # a kde ds je diferencial délky oblouku kiivky
(jednoduché hladké) nebo element délky oblouku kiivky, strucné jen | element oblouku | ¢i diferencial

oblouku 6)

se mnohé teoretické tvahy i vzorce Z_]eandUSI (Pro praktlcke vypocty to v8ak vhodné neni). Napt. podle
(7.10) je délka vektoru ‘ d7(s) ‘ - H d(s)

‘ =1, tj. jeho souradnice jsou smérové kosiny tohoto jednotkového

vektoru 7° = ®'(s) = (cos «, cos 3, cos ’y), kde znak ' oznacuje derivaci bodové funkce ® podle oblouku s, coz
je vektor.

e Zaroven jsme vysvétlili, Ze s v ds neoznacuje u integralu proménnou, podle které se ma
integrovat, jak jsme byli dosud zvykli.

7.1.9 Priklad Mnozina # = {(acost,asint,bt) |t € [0,47],a > 0,b > 0} je prostorova kiivka, kterou
tvoii dva zavity pravotodivé kruhové sroubovice (Viz obr. 7.10) na rotacni valcové plose s polomérem a
a osou v ose z. Ovéfme, Ze jeji zadani urcuje parametrizaci, ur¢eme jeji délku, vektorovou rovnici jeji teény
7= 7(t) v libovolném bodé ¢ = to (existuje-li) i odchylku ¢ teény a osy z.

Reseni: Zobrazeni ®(t) = (acost,asint, bt), pricemz ®(t) = (—asint,acost,b), je zob- T S
razeni tiidy C! a je pro kazdé t prosté, nebot jeho posledni soufadnicova funkce je ‘}\ \<
prosta, konkrétnéji, je to rostouci funkce. Tedy ® je parametrizace definujici kifivku b F10-7 N
pohybem, jenz si miizeme predstavit jako slozeni rovnomérného kruhového pohybu ko- i i |
lem osy z (proti smyslu otdceni hodinovych ruéi¢ek pii pohledu proti sméru osy 2) C } \\

| L I

|

|

1

|

|

'
|

/ . ~ 7 v v z ~ v 4 I

ve vzdélenosti a a rovnomérného pfimocarého pohybu ve sméru osy z. Pfitom ||®(¢)|| = |
= I

(a?sin®t + a2 cos? t + 12) = Va2 102 # 0. Délka je s(#) = [Cds = [ ||B(t)[dt = '§><i_i
Va2 102 [T dt = 4nv/a? + b2. Formalng je 7(t) = B(t), tedy i #(t) = &(t). Odpovidé-li <=0

hodnoté ¢y radiusvektor 7y = 7(tg) (resp. dotykovy bod T = (z0, Yo, 20) € ), vektorova
rovnice teény je 7(t) = 7y 4 7t (resp. bodové X = T + 7gt), t € R, tedy

Obr. 7.10
7(t) = (a(costy — tsinty), a(sintg + t costy), b(to +t)).

Odchylka ¢ je vlastné neorientovany konvexni tihel (pfesnéji jeho velikost, tj. 0 < ¢ < 7) teéného vektoru

(smérového vektoru teény) ®(tg) = 7 a jednotkového vektoru (na ose z) k = (0,0,1). Proto cosp =
| (t0)-F]
1 (to) I-I1Fl GG
¢islo v = 27|b| je tzv. vyska zdvitu Sroubovice.
Pii b < 0 jde o levotocivou sroubovici (Nacrtnéte si ji).
Je zajimavé, ze geny jako jednotky genetické informace jsou usporadény v podobé dvojité pravotodivé
sroubovice.

Odchylka je tedy ve vSech bodech sroubovice konstantni.”) Pro tplnost dodejme, ze

6) Prostiedni vztah ihned vyplyvé z (7.7), nebot funkce s(t) je primitivni funkci k funkei ||B(t)|], takize —s =5(t) = |B®)].
Predeslé odvozeni vSak bylo geometricky nazornéjsi.

7o je hned vidét na pravouhlém trojuhelniku vzniklém rozvinutim vélcové plochy, ptricemz i délku kiivky najdeme z Py-
thagorovy véty
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7.1.10 Definice (orientované) jednoduché po ¢astech hladké kiivky. Pojem cesty
Necht 71, ..., # jsou oblouky v E,, (n = 3 nebo n = 2) takové, zZe

1) kb. o = p.b. A, kb. Ay = p.b. Aa,. .., kb. K1 = p.b. %,

2) zadné dva z obloukt 7] ..., . %} nemaji jiny spoleény bod, kromé bodt uvedenych v 1) tohoto odstavce
a kromé pripadu, kdy p.b. % = k.b. #}.

k
Pak sjednoceni % = |J #; se nazyva jednoduchd po castech hladkd kvivka v E,, pficemZ nebude-li
uvedeno jinak, ve shozdé s tmluvou 7.1.3 o ni budeme az do konce celého textu mluvit strucéné jen jako
o krivce. Konefnd posloupnost (neorientovanych) obloukt se nazyva rozklad krivky 7.
Orientace krivky ¢ je dana orientaci jejich jednotlivych jednoduchych hladkych éasti (oblouku)

T,y Ky (8. jejich p.b. a k.b.). P¥itom pro poc¢ateéni bod £ klademe p.b. = p.b. #; a pro koncovy bod
H kb, A= k.b. #,. Kiivka £ se nazyva uzavrend, kdyz p.b. % = k.b. #. To, ze kiivka £ je uvedenym
zpusobem vzdy orientovand, lze zduraznit oznacenim ﬁf, nazvem orientovanda krivka nebo soucet
orientovanych krivek a zapisem & = 1 + ...+ ). Misto jednoduchd po castech hladkd orientovand

k
kivka ¢asto pouzijeme nazev jednoduchd cesta, struéné cesta.®) Sjednoceni J i se nazyva trajektorie
i=1
(¢1 nosic cesty). Zépis & = 1 + ... + #j nevyjadifuje jen sjednoceni mnozin J%;, ale i poradi probihani
pohybu hmotného bodu po obloucich. Je-li p.b. 7] = k.b. ¥}, nazyvé se £ uzavrend cesta nebo uzavrend
orientovand krivka. Cesta —# = (— ;) +. ..+ (—#1) se nazve opacnd cesta k cesté &= 1 +...+.%}.
Cesta vyjadifuje dynamiku pohybu bodu a neni to geometricky pojem.

Kfivku lisici se od J¢jen tim, ze mé nesouhlasnou (neboli opa¢nou) orientaci, oznacujeme —J¢; popt. — K.
Ve vzorcich oznadeni .# nebudeme pouzivat. Bod X € J#se nazyvé regularni bod krivky 7, existuje-1i jeho
okoli O(X) tak, ze pro uzavér O(X) plati, O(X) N 7 je jednoducha hladka kiivka, v opaéném piipadé se X
nazyva singularni bod krivky 7. Singularnimi body kifivky .# mohou byt nejvyse koncové body obloukii,
zminéné v ¢astech 1), 2), definice 7.1.10.

e Piikladem uzaviené jednoduché po ¢astech hladké kiivky v roviné je znamé asteroida (hvézdice). Ta
mé Ctyfi hladké ¢asti ,oddélené” ¢tyimi singularnimi body, jez se nazyvaji hroty, a ptitom ji lze celou
v intervalu [0, 2] parametrizovat a orientovat jako soucet ¢tyt orientovanych ¢dsti (oblouki).

7.1.11 Poznamka Jednoduchd cesta # neboli orientovani jednoducha po c¢astech hladka kiivka H

z definice 7.1.10 muze byt souvislym pohybem (tj. bez zastaveni) tence kouficiho konce tyce

opisujictho postupné jeji ¢asti (oblouky), aniz by néktera z nich byla probéhnuta vice nez jednou, aniz
bychom predeslé ¢asti protnuli nebo se jich dotkli, s moznou vyjimkou pro uzavienou krivku, kdy pohyb
ukoncime v jeho pocatku, pricemz pii zminéném pohybu neménime nijak ,ostfe“ jeho smér ani velikost
rychlosti pohybu.

e K¥ivkou je pismeno C, O (uzavienou), Z, hranice trojuhelnika ¢ obdélnika (jejich jednoduchymi hlad-
kymi ¢astmi jsou vnittky jednotlivych stran), asteroida aj. K¥ivkou neni bod, pismeno A,H,P, T W X,
rovnobézné usecky atd.?)

e Délkou krivky s rozkladem {71, 45, . .., .} nazyvame ¢islo

() = 3 s() |

e K7ivka v E, hladkd nebo po ¢astech hladka, pfi¢emz (obecné se nemusime omezit jen na n = 2 nebo
n = 3) je ohranicend méritelna mnoZina v E, neboli je ohranicend a ma koncéenou délku a jeji
n-rozmérnd mira je nula (tj. p,(2) = 0).

7.2 Krivkovy integral skalarni funkce neboli 1. druhu

7.2.1 Fyzikdlni motivace pro integral Uvazujme jednoduchou hladkou k¥ivku #v E3 (podobné v E,)
s parametrizaci ®(t) = (z(t), y(t), 2(t)),t € [a,b], tj. @ : [a,b] — Eg, a af je na J#zadano spojité skalarni pole
fX) = f(z,y, 2), kde ®(t) = X = (2,9, z) € K je jeji libovolny bod, tj. f: # — E;. (Skalarni) funkci f lze

8) Cesta # chapana jako ¢asovy pritbéh pohybu po kiivce .# ve fyzice obecné nemusi byt jednoduchou kfivkou. Definuje se
jako kone¢na posloupnost #'= {#1, ..., #}} takovych orientovangch obloukt, ze k.b. #; = p.b. %41 (i =1,...,k—1). Tzn.,
ze pohyb probihé i tak, ze jednotlivé oblouky mohou byt protinany, oblouky mohou mit spolecné tseky, které jsou probihany
tam i zpét (opacnou orientaci). Lze definovat soucet, rozdil cest (je-li vysledkem opét cesta). Napt. je-li kiivkou # uzaviend
kladné orientovana kruznice, pak zapis 3.¢ vyjadiuje troji jeji probéhnuti v uvedeném smyslu atd.

9) pfi¢emz uvedena pismena mtzeme chapat i prostorové tak, Ze si je predstavime napsana napf. na valcové plose
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interpretovat napi. jako délkovou (téz linedrni) hustotu h(z,y,z) = f(X) > 0 (v kg- m~!) kusu obecné
nehomogenniho drdtu ¢i struny J¢, pricemz chceme najit celkovou hmotnost drétu H(%).

e Podobné jako pfi vyjadieni a vypoctu hmotnosti tenké desky dvojnym integralem, resp. télesa trojnym
integralem, mizeme analogicky vyjadrit a vypocitat hmotnost zminéného dratu % jeho délenim — rozkladem
na diléi ¢asti (oblouky) J7;, pricemz ¢ = | J;._, ;. Detailni provedeni téchto tvah by bylo pon¢kud zdlouhavé.
Proto, vzhledem k tomu, Ze hmotnost H (%) dratu Jje aditivni funkci oblouku, tj. pro dostatecné jemné
déleni D(¢) dratu A'plati H(#) = Y | H(;) [pficemz délenim D(#) rozumime kone¢nou posloupnost
oblouku {.%;} ,, pro niz plati

1) = 4, 2) s(#i()#;) = 0 pro v8echna i, j, i # j,
i=1

kde s(.#") je délka oblouku ¢ z 7.1.8], aspoil poznamenejme, Ze lze podobné jako u jednorozmérného
integralu v E; sestrojit Riemannovy integralni soucty na dratu 2

S(f,D(H),V) = g fR) - s(H), Rie,

(kde V je vgbér reprezentantu (bod) R; pro dané déleni D(#") dratu %), které prostiednictvim para-
metrizace ® pfislusi zndmym Riemannovym integralnim soucttim na intervalu [a, b] tak, jak nyni uvedeme.

e Staci tedy, kdyZz utvofime zndmé déleni D intervalu [a,b], D = {a = tg < t1 < ... < t, = b}
s ptislusnou normou ||D|| déleni D, kde HDH je délka nejdeléiho z podintervalil [t;—1,%;], i = 1,...,n, tj.
D= 1rga<x {t; — ti—1}, a polozime As; = \/zQ ) + 22(t)dt, zvolime vgbér V libovolnych boda
TSN
(¢isel) — reprezentantu r; € [t;—1,t;] pro delem D, pfi¢emz indukei parametrizace @ je ziejmé R; = ®(r;)
(1=1,2,...,n). Definujme Riemannovy integralni souéty na [a, b]
s(f,D,V) Z F(®(r:)) - As; .

Prechodem k limité pro n — +oo téchto 1ntegralmch soucti prislusejicich libovolné normadlni posloup-
nosti déleni intervalu [a, b] (tj. takové posloupnosti déleni, ze jim odpovidajici ¢iselnd posloupnost {|| D]}
norem konverguje k nule, tj. struéné zapsano || D|| — 0+), a zavedeme-li pfitom element (diferencidal) dH
hmotnosti H(¥) krivky — drétu 22 o hustoté h = f(X) vztahem

dH = f(X)ds

kde ds je element oblouku (viz 7.1.8), mtZzeme pro tuto limitu oznacenou jako [ ] ds psat

b .
100 = [ am= [ p@w)- 18,

7.2.2 Kiivkovy integral skalarni funkce (& skalarniho pole) na jednoduché hladké k¥ivce
Necht . je jednoducha hladka k¥ivka v Es nebo Ey a @ jeji parametrizace na intervalu [a, b]. Necht funkce
f(X) je definované a ohranicend na kfivce % (tj. pro kazdy bod X = ®(t) € .¥). Existuje-li Riemanniv
jednoduchy integral f f(@(t))- H<I>( )||dt, pak fikdme, ze funkce f je integrovatelnd na krivce J¢; pficemz
uvedeny integral oznacujeme f%f )ds, f%f(ac,y,z)ds nebo jen f%f (misto ds, jejz nazveme meorien-
tovany element oblouku, se pise téz dr,dl), nazyvame jej krivkovy integral skaldarni funkce f nebo
ki¥ivkovy integral 1. druhu, téz neorientovany kiivkovy integrdl na krivce ¥ (orientace kiivky se nikde
nevyzadovala) a definujeme jej vztahem

b Y
L f(X)ds = [ f(@(2)) - [[@()]ldt]. (7.11)
Rekneme-li, Ze f je integrovatelna funkce na kiivce .7, nebo Ze kiivkovy integral f na % existuje, minime
tim totéz. B
e Je-li kiivka % reprezentovana vektorovou rovnici 7 = 7(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k, t € [a, b], 1ze pii zto-
toznéni jejich bodt X s prislusnym radiusvektorem 7(t) psat téz

[ F)ds = [ (7)) - I7(t) |t |
e Zduraznéni integrace funkce f na kfivce JZ uéinime zépisem | ¢ o Jds |

7.2.3 Poznamka Aby predesld definice méla smysl, nesmi existence ani hodnota integralu na pravé
strané defini¢niho vzorce (7.11) zaviset na (74dné z nekoneéné mnoha moznych) parametrizaci kiivky
. Dukaz, ze tomu tak je, neni obtizny, ale vynechame jej. Tato vlastnost kfivkového integralu se nazyva
invariantnost integralu vzhledem k parametrizaci.
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7.2.4 Délka krivky Polozime-li v (7.11) f(X) = 1 pro kazdy bod X € J#; dostavame ihned pro délku
jednoduché hladké kiivky vztahy

s(H) = [ds = [P B®)|dt = [* /7 + g7 + 22dt |, (7.12)

které jsme predbézné zavedli v 7.1.8.

7.2.5 Obsah S(.¥) tiseku kolmé valcové plochy . 7z obrazku, vzpomenutém jiz diive v DP (v od-
stavci: Geometrickd interpretace vazaného extrému), kde .= {(z,y,2)} € Eg| (z,y) € H € Ey, 0 <
z < f(z,y)} je plocha v Ez [pfedpoklddame, 7e funkce f je mezdpornd a spojitd'®) (tj. ohranicend)
na kiivce ], kterou vytvorime, kdyz ve vSech bodech P 7idici rovinné kiivky ¢ (s krajnimi body A, B
a lezici v roviné z = 0) vedeme rovnobézky s osou z az po jejich priseciky f(P) s grafem G(f) funkce
z = f(x,y), které vytvaii priseénici #5 C G(f). Pak plati

S(S) = [, f(x,y)ds|. (7.13)

7.2.6 Kiivkovy integral skalarni funkce na jednoduché po &éastech hladké kfrivce Nechf 7 je
kiivka (jednoduché po ¢astech hladkd) v Ez (popf. Es), kterd se sklddd z jednoduchych hladkych ¢dsti
(obloukt) 1, ..., % (Viz 7.1.10). Necht (skaldrni) funkce f definovana a ohranifend na kiivce %, je in-
tegrovatelnd na kazdé z kiivek 71, ..., #}. Pak fikdme, ze f je integrovatelnd na kiivce #. Krivkovy
integral skalarni funkce f na takové kiivce J# definujeme vztahem

[ F00ds = 35 [ FO0ds (7.14)

(Tzv. aditivita krivkového integrdlu (tj. i aditivita hmotnosti krivky) vzhledem k integraénimu
oboru).

7.2.7 Véta (Kritérium existence k¥ivkového integralu skaldrni funkce) Je-li funkce f spojitd
na (jednoduché po ¢astech hladké) kiivee %7, pak integral [ wlds existuje.'?) %

7.2.8 Zobecnéni predeslé véty Je-li funkce f spojitd na kazdé z hladkych ¢asti kiivky .7, pak je
integrovatelnd na 7. %

Obr. 7.11 Obr. 7.12

7.2.9 Priklad Vypoditejme délku n zaviti kuZelové Sroubovice'?) definované parametrizaci

O(t) = (tcost,tsint,t), kde t € [0,27n] (Viz obr. 7.11).

10)Viz vétu 7.2.7

) Tim, #e zde misto ohranitenosti pozadujeme dokonce spojitost funkce f na obloucich ¢ (veetné v jejich krajnich
bodech) rozkladu kiivky .#, prevadi se prostiednictvim parametrizace ®(t) vypocet (Riemannova) kfivkového integralu

k
f%/fds => f%/l fds, v disledku moznosti pouzit zdkladni vétu integrélniho podtu (obsahujici Newtontv-Leibniziv vzorec),
i=1
na vypocet souctu Newtonovych urditych integralt z funkci f(fl F(®5(1)) - ||®;(t)||dt na diléich intervalech [ag, bs] intervalu [a, b],
K3

odpovidajicich oblouktim #;, ¢ = 1,. .., k. Newtonovym integralem vlastné ve cvi¢enich pocitadme veskeré priklady integralniho
poctu.

12) pavinuté na ¢asti rotaéni kuzelové plochy oteviené ve sméru osy z
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Regeni: Protoze ||®| = ||(cost — tsint,sint + tcost,1)|| = V2 + 2, je s(H) = Jpds = 027m V2 +t2dt =
\/§f02”" 1+ (\%)th =2/ T+ uldu = 2[4V1+u2+ s In(u+V1+ W2)Y2™ = /2mn/27%0% + 1+
In(v27mn + V21202 + 1).

7.2.10 Ptiklad Uréeme obsah S tseku rota¢ni valcové plochy . o rovnici x? 4+ y? = a2, ohranicené
rovinami z = 0,z = ky, kde a > 0,k > 0 (obr. 7.12).

Reseni: Priimétem plochy . do roviny zy je ptilkruznice J#. Zvolme parametrizaci ®(t) = (a cost,asint),
kde t € [0, 7]. Pro spojitou funkei f(z,y) = ky a element (délky) oblouku kfivky ds = ||®(t)
S(L) = [, f(z,y)ds = [ ka(sint)adt = —a’k[cost]] = 2ka.

|dt = adt méme

7.3 Vlastnosti a fyzikalni aplikace kiivkového integralu skalarni funkce

7.3.1 Véty o vlastnostech kfivkového integralu, ktery oznac¢ime f /s jsou ve vétsiné stejné jako
véty o vlastnostech jednorozmérného Riemannova integralu, nebot jeho definice je na ném zaloZena. Proto
se struéné zminime jen o nékterych a Ctenaf si muze slovni formulace doplnit s vyuzitim odstavce 6.2.4.
Predpoklada se integrovatelnost funkci f, g, f1,..., fr na kiivce #a ay,...,a € R. Pak plati

a) Linearita integrilu
Jdaafi+ . canfe)=a1 [, fi+.. Ao [, fr K
b) Monotonie integrélu

ggf,resp.ngna%:f%gﬁf%ﬂr%p-ng,)g/f'*

¢) Invariantnost integrélu vzhledem ke zméné hodnot Je-li funkce f integrovatelna na % a funkce g
je ohrani¢nd na 7, pricemz g = f na .%'s vyjimkou konecéné mnoha bodu, pak je g na J#integrovatelna

a plati
Jwa=Jxf %

d) Dusledek zmény orientace krivky Je-li funkce f integrovatelnd na 7, pak je téz integrovatelna
na opa¢né (nesouhlasné) orientované kiivce — ¢, pfi¢emz

ffk;gff = f;ﬁ/f'*

(Tj. existence ani hodnota kfivkového integralu skaldrni funkce nezdvisi na orientaci kiivky.)

7.3.2 Piiklad Vypocitejme staticky moment |U, (%) = [,y - h(X)ds | vzhledem k ose 2 homogenniho
dratu 2o zadané hmotnosti H (J¢), jimz je uzavieny polygon uréeny body 0(0,0), A(a, a), B(2a, a), C(3a, 0),
0(0,0), kde a > 0 (Nacrtnéte jej). .

ReSeni: Zvolime orientaci — + + + jen pro urceni poradi integrace na %, jinak ji nepo-
Reseni: Zvolime orientaci %= OA + AB + BC + CO (j deni pofadi integ , jinak ji
tfebujeme, a ani vypocet neovlivni) a uréime piislu§né parametrizace, pro zjednoduseni napf. tak, aby vzdy
t €10,1]. Tedy ®oa(t) = (at,at), Pas(t) = (a+at,a), Pec(t) = (2a+at,a—at), Pco(t) = (3a—3at,0). Hus-

tota je zde podil hmotnosti a délky drétu, tj. h(z,y) = h = %. Pak dsoa = ||Boa(t)||dt = ||(a,a)||dt =

V2adt, dsag = adt, dsgc = v2adt, dsco = 3adt, U, () = h [, (at - V2a +a-a+a(l —t) - v/2a + 0)dt =

(1+ V2)ha? = LE2 H (A Ja = 2 H (K )a.

7.3.3 Vybrané fyzikalni aplikace kiivkového integralu skalarni funkce uvedeme opét jen pro me-
chanicky model kiivky # v Eg, jimz bude kus drdtu ¢i struny (pro Eg si vzorce, v nichz bude h(X) =
h(x,y), napise ¢tenai sdm) o délkové hustoté h(X) = h(z,vy, z) (kg - m~1), jehoz nékteré mechanické charak-
teristiky definujeme a pocitame takto:

hmotnost dratu

H(X) = [, h(x,y,z)ds|, pii elementu hmotnosti ‘dH = h(z,y,z)ds‘ (kg)

staticky moment vzhledem k roviné zy, xz, yz

Upy(H) = f%,z ~h(X)ds |, | Uy (X)) = f%,y -h(X)ds

Uy-(A) =[x - h(X)ds (kg - m)

souradnice tézisté T(z1,yT,27)

_ Uy (X)) _ Uz (X _ Uy (X))
=S | o= T = (m)
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moment setrvacnosti vzhledem k roviné xy, xz, yz; resp. k ose z,y, z; k poc¢atku 0(0,0,0)

Ly( ) = [ 2% h(X)ds |, | L.(A ) = [,y* h(X)ds |, | 1,-() = [ 2% h(X)ds |; (kg - m?)

= [+ 2%) - h(X)ds |, | I, () = [ fa? + 2%) - h(X)ds |, | L() = [ a* + y?) - h(X)ds |;

= [a? + 2+ 23) - h(X)ds (kg - m?)
kinetickd energie pii rotaci konstantni thlovou rychlosti w (s71) kolem osy z
E.(X)= 3w L(X)= §w2fx(:r +9y2) - h(z,y,2)ds | atd. J).

7.4 Krivkovy integral vektorové funkce neboli 2. druhu

7.4.1 Fyzikalni motivace pro integral Vypocet prace W je jednoduchy, kdyz se piisobisté sily f

stalého sméru i velikosti pohybuje po pfimé draze s, takze je dana skalarnim soucinem f - s, a plati
W=7F-5=|fllscosp=f-7s, kde0<q@<m

je thel ( f, 7°) vektort f, 7 a kde 7 je jednotkovy vektor udavajici smér pohybu. Prace pak mize byt

kladnd, W > 0, resp. zdpornd, W < 0,'®) nebof jako skaldrni veli¢ina je dana pravodhlym pramétem

(Viz 1.5.1 na str. 22) vektoru f do vektoru 7°, pfi¢emz tihel ¢ mize byt ostry, resp. tupy (i pravy). Proto

se ve fyzice definuje prace sily f po cesté £ vztahem

W= [,f 7ds|,

kde 7° je z 7.1.5 spojité vektorové pole jednotkovych teénych vektoru ma cesté (orientované
krivce). Terminem cesta, nebude-li feéeno jinak, budeme déle v textu rozumét jen | jednoduchou | cestu.

a) Odtud, uvazujeme-li na % spojité silové pole f(X) = (P(X), Q(X), R(X)), lze, jak je v aplikovanjch
oborech obvyklé, jako mnemotechnickou pomicku formalné zavést (Viz 6.4.11) vektor

ds = 7°ds|, popt.|dF=7"ds (7.15)
(pracuje-li se s radiusvektorem k¥ivky #2) o velikosti
[[ds]| = [|dr] = ds,

ktery se obvykle nazyva orientovany element (délky) oblouku nebo element orientované délky
oblouku kiivky %, struéné orientovany element oblouku d3. Déle se zavadi element prace ska-
larnim soucinem

—

dw = f-d&|." (7.16)

b) Pak miizeme pro vypocet préce, a viibec zvladnuti kiivkovych integrald, vyuzit nasledujici | uziteéné

7ds = d§ = dF = (dz, dy, dz) = idz 4 jdy + kdz = (@(t), §(t), 2(¢))dt ||, (7.17)
f-dg=f-dF = (P,Q,R) - (dz,dy,dz) = Pdz 4+ Qdy + Rdz ||, (7.18)

femds = f- = Z;u 1B ]1dt = F(@(1) - B(t)dt = [P(D(1))(t) + QB()G() + R(B(1)2(1)]de [|.19
(7.19)

c¢) Celkova préce silového pole f na (po) cesté % orientované orientujicim polem, oznaime jej 7
(tj. pouzita parametrizace, ozna¢me ji @, souhlasi s pfedem zvolenou orientaci cesty %), je pak

[ F-d5= [, [-7ds = [,Pde+Qdy+ Rdz = [* f(®(t)) - B(t)dt, ¢ € [a,b] | (7.20)

(Jestlize pouzitd parametrizace nesouhlasi se zadanou orientaci, ma posledni integral znaménko —)

13)tj. vnéjsi sila fpﬁsobi na téleso ve sméru, resp. proti sméru jeho pohybu, tj. jeho kinetickd energie (ta je vidy kladna)
roste, resp. klesa

1) 7dtraznéme, ze |d7| # dr, ale ||d7]| = ds, nebot, jak se ve fyzice uvadi, dr vyjadiuje ,elementarni“ zménu délky ra-
diusvektoru 7 na %, zatimco dr vyjadfuje ,elementarni“ posunuti ptusobisté sily fna kiivce 2.

)= [P(a(t), y(1), 2(£)E () + Qz(t), y(1), (1)5 (1) + R(x(), y(t), 2(1))(t)]dt.
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7.4.2 Kiivkovy integral vektorové funkce (¢i vektorového pole) Necht kiivka ¢ je cesta v E,
(n =3 nebo n = 2), 7° je (definice v 7.1.5) jeji orientujici pole a fje vektorova funkce (téz vektorové pole)
definovand a ohranidend na #. Necht skalarni funkce ( f - 7°) je integrovatelnd na kiivce J# (definice 7.2.2,
7.2.6). Potom fikdme, ze vektorova funkce f je integrovatelnd na cesté neboli na orientované kiivce (7, 7°),
pricemz krivkovy integral vektorové funkce neboli vektorového pole f nebo ktivkovy integral 2. druhu
nebo orientovanyg kiivkovy integral funkce f na (nebo po) cesté (orientované kiivee (7 7°)) ¥ se nazjvé
integral

[ f-dg= [ Af-7)ds|. (7.21)

7.4.3 Vlastnosti kfivkového integralu vektorové funkce Z jeho definice je zfejmé, ze kiivkovy inte-
gral vektorové funkce f na orientované kfivce J£v principu neni novym integralem, nebot je specialnim
kfivkovym integralem skalarni funkce (dané skaldrnim soucinem f - 7°), tj. pravouhlého prumétu
(z definice 1.5.1 na str. 22) vektorové funkce f do jednotkového teéného vektoru 7° kiivky Z. Proto se
na néj prenaseji vlastnosti, které nesouvisi se zmeénou orientace kiivky, v nichz misto dfive psaného skalar-
niho integrandu f staci nyni psat f . Jsou to véty o existenci 7.2.7, 7.2.8 a véty o vlastnostech kfivkového
integralu 7.3.1 — zde pouze posledni ¢ast d) je rozdilnd, takze ji vyslovime jako vétu. Tato véta bude vy-

jadrovat, ze kFivkovy 1ntegral vektorového pole f m na orientaci cesty (krlvky) . Proto,
je-li specidlné cestou oblouk AB od bodu A k bodu B, tj. piseme = AB popr. = AB a zmeénime cestu

na opacnou, tj. piSeme —J% = BA pOpT-. KX = BA pak se podle definice 7.4.2 dusledkem zmény orien-
tace kfivky na opacnou zméni i jednotkovy tecny vektor 7° kiivky na opacny. To vede ke zméné znaménka
integrandu a celého integralu.

e | Rovnost (7.21) reprezentuje vztah mezi kiivkovymi integrily obou druhu.

7.4.4 Véta o zméné orientace krivky v kiivkovém integralu vektorové funkce Je-li vektorova
funkce f integrovatelna na cesté 7, pak je téz integrovatelna na opacné cesté — %] pricemz

[ f-ds=— [, f d3||.- %

7.4.5 Jesté k vlastnostem a vypoétu integralu vektorové funkce Podle definice 7.1.10 cesty &=
J + ...+ ) jako orientované jednoduché po ¢astech hladké kiivky 7 sloZené z k orientovanych ¢asti J7;
(obloukti na sebe navazujicich uvedenym zpiisobem) a z 7.2.6 — vzorce (7.14), v némz misto f piSeme funkci
f (integrovatelnou na J#;), definujeme déle

ds*:i [ F-ds|. (7.22)

Ji’lJr...Jrjifk 1.¢;

(Tzv. aditivita krivkového integrdalu (tj. i aditivita price) vzhledem k integraénimu oboru)

a) Analogicky lze ve fyzice definovat orientovany integral pole f po cesté :Z ktera je ,souctem* :fl + 9?2
cest L1, %, definujeme-li tento ,soucet” (ten obecné uz nemusi byt jednoduchou cestou atd.).

b) Integrdl (7.22) existuje napf. tehdy, je-li f spojité vektorové pole na ¥ (Stacila by jen jeho ohra-
nicenost?), tj. pravé kdyz jsou spojité na . jeho souradnicové funkce (slozky) P, Q, R, coz budeme,
nebude-li fec¢eno jinak, dale predpokladat. Pfitom pole jednotkovich teéniych vektord 7 nemusi

existovat v bodech spojujicich jednotlivé hladké ¢asti, jde-li o body singularni. Takovych vSak muze

byt nejvyse konecné mnoho, coz existenci ani hodnotu integralu neovlivni.

¢) S vywzitim |duleZitych | vzorci v 7.4.1 miizeme vzorec (7.20) rozepsat pro orientovanou po ¢astech

hladkou kiivku a pro nékterou jeji parametrizaci ® na [a, b], souhlasnou, resp. nesouhlasnou se zadanou
orientaci na nasledujici dva praktické vzorce, z nichz kazdy obsahuje 2 varianty znaménka

[ F-dg =% [ f(®(1)) - $(t)dt |, (7.23)

(Zapiste tento vztah, je-li kiivka zadana vektorové 7 = 7(t) = x(t)i + y(t)] + z(t)k, t € [a, b))

b
/fds— /sz+Qdy+Rdz :j:/ [P(z(t),y(t), z(t)x(t) + Q(-)y(t) + R(-)2(t)]dt|.

Uplny klasicky tvar K.I. 2. druhu Slozkovy tvar K.I. 2. druhu

(7.24)
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d) Uplng klasicky tvar krivkového integrdlu 2. druhu se nékdy rozepisuje na tii ¢asti takto
JPdz+Qdy+ Rdz = [, Pdz+ [,Qdy+ [, Rdz,
pri¢emz v uvedenych tvarech jsou zadavany priklady na procviceni kiivkovych integrali 2. druhu, jejichz
kazda ¢ast ma nasledujici vlastnosti, které uvedeme pro c¢ast f wPdz:
° f o Pdr = f L PT ids nezavisi na parametrizaci kiivky

° f wPdr = f P70 ids zavisi na orientaci kiivky a na rozdil od skalarniho tvaru k¥ivkového

integralu f%f - 7°ds zavisi téZ na volb€ soustavy souradnic.

e) V Ey, tj. pro rovinnou kiivku a rovinné pole f = (P,Q), se vSechny vztahy zjednodusi, protoze R =
0,dz = 0, takze Rdz = 0.

f) Kiivkovy integral vektorové funkce muizeme kromé parametrizaci vypocitat za urcitych podminek (uza-
viend kiivka) pomoci Greenovy, resp. Stokesovy véty prevedenim na integrél dvojny, resp. plosny, a
je-1i pole f potencialni, pak analogii Newtonova-Leibnizova vzorce jej lze vypocitat jako rozdil hodnoty
potencialu v koncovém a pocatecnim bodé.

7.4.6 Prace, cirkulace a tok vektorového pole — tfi aplikace kifivkového integralu vektorové
funkce Je-li f sila, pak integral [ [ - d§ definuje praci vektorového pole f po cesté 7.

e Necht .7 je orientovana kiivka v [Eg nebo v E5, 7° pole jednotkovych teénych vektoru kiivky
a f vektorové pole definované na 7. Kiivkovy integral

Ci=§,f ds

se nazyva cirkulace vektorového pole f po kiivce (cesté) . Je-li f sila, vyjadiuje cirkulace praci silového
pole po uzaviené cesté %, Je-1i napi. f = v, kde ¥ je vektorové pole rychlosti proudici tekutiny v oblasti G,
ve které ¢ lezi, pak cirkulace pole rychlosti ¥ predstavuje objem tekutiny, ktery za jednotku ¢asu protece
podél k¥ivky souhlasné s jeji orientaci (v Eq to byvéa uvedend kladn4 orientace). Je-li C > 0, pak vice tekutiny
tec¢e podél kiivky souhlasné s jeji orientaci. Cirkulace je invariantni (nezévisi) na zméné souradnic.

e Tok T dvojrozmérného vektorového pole f =(P,Q) krivkou (rovinnou) jen zminime
(nebot tok se ve fyzice obecné definuje az u ploch (ty nemusi byt ,uzaviené*) plosnym integrélem jako tzv.
wtok vektorového pole orientovanou plochou®) tim, ze jej lze specidlné v Eo definovat vztahem

— P’
T = §,f i°ds| = §,(-Q,P)-™ds = §, —Qdz + Pdy = §,, q dQ ’
xz, dy

kde 7° je jednotkovy vektor vnéjsi normaly kiivky, jemuz se v aplikovanych oborech fik4 strucné jed-
notkova vnéjsi ,normala® kiivky. Struéné feceno, 7° je ten ze dvou vektort, ktery ,lezi“ po nasi pravé
ruce, pohybujeme-li se po kiivce proti smyslu ota¢eni hodinovych ruci¢ek (Nadtnéte si). Tok je tnvariantni
vzhledem ke zméné soutradnic.

7.4.7 Priklad Vypocitejme praci W vektorového tihového pole f = (0,0, —mg) pfi pohybu hmotného
bodu o hmotnosti m po toboganu, jenz lze idealizovat pohybem po pravotoc¢ivé kruhové Sroubovici %
(obr. 7.10) s osou v ose z a vysSkou zavitu h, je-li pocatecnim bodem pohybu bod A(a,0,3h) a konco-
vym bodem je bod B(a, 0, 0).

Reseni: Parametrizace, kterd souhlasi se zadanou orientaci je napi. ®(t) = (acost,—asint,3h — %t),
t € [0,67]. Pak

W= [, fds=+[" f(@(t))- B(t)dt = 70,0, —mg) - (—asint, —acost, —4t)dt = B [T dt = 3mgh,

coz je ve shodé s ocekavanim.

7.4.8 Priklad Urceme cirkulaci C a tok 7 rovinného pole rychlosti ¥ = (P, Q) = a(—y, z) povrchové
proudici tekutiny po soustfednych elipsach #, z nichz kazdéa je orientovana kladné a je zadana vztahy
x = acost, y = —bsint, 0 < ¢ < 2x. Pfitom « je jednotkovy koeficient tmérnosti (tj. |a| = 1) v méfici

jednotce s~ 1.
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Reseni: Parametrizace ®(t) = (acost, —bsint) nesouhlasi s orientaci elips, nebot pro t = 0 mame bod
(a,0) a prot = 3 bod (0, —b). Proto bude pfed integrdlem v proménné ¢ zdporné znaménko. Plati

C=4¢,0-ds=¢, Pdr+Qdy=af, —ydzr+rdy = -« fo%[bsint(—a sint) + acost(—bcost)|dt =
2aP(M) (m?-s71) |

tedy ¢iselné je cirkulace dvojndsobkem obsahu P(M) vnitiku M elipsy 7, kterd ohranic¢uje uvazované pole.

T = f%fﬂ n°ds = fX—de + Pdy = ozfjﬁ,—:rd:c —ydy =
—a fo —acost)(—asint) + bsint(—bcost)|dt = Fa(b* — a?) foh sin2tdt = 0 (m?-s71).

Tekutina jen cirkuluje podél elips, ale netece pres né.

7.4.9 Priklad Urceme cirkulaci C vektorového pole ¢ obvodovych rychlosti hmotnych bodu télesa rotu-
jictho kolem osy z konstantni thlovou rychlosti & z ptikladu 5.4.41 na str. 112.

Reseni: Podle zminéného piikladu lze psat @ x B = ¥ = (P,Q,R) = w(—y,x,0). Parametrizace & =
(Rcost, Rsint,0) kazdé kruznice % souhlasi s jeji orientaci, proto bude pfed integrdlem v proménné t
kladné znaménko

$,0-ds= ¢, Pdx+ Qdy+ Rdz =w § ,—ydx + zdy =
wfo —Rsint(—Rsint) + R(cost)Rcost]dt = 2wTR? = 2w - P(M),

kde P(M) je obsah kruht s hrani¢nimi kruznicemi #. Ve zminéném ptikladé jsme uréili, ze rot¥(S) =
2w(0,0,1), tj. velikost rotace je || rot 0(S)|| = 2w. Plati

N
PN

tedy welikost rotace pole ¥ v bodech S osy rotace z je zde dana wvelikosti cirkulace po kruznicich
(opisovanych obvodovymi body) vztaZené na jednotku plochy kruht témito kruznicemi ohrani¢enymi.

ot f(S)]| = (7.25)

e Zobecnénim vztahu (7.25) lze v integralnim tvaru vyjadiit fyzikdlni vyznam rotace pole f (kterou zatim
znéme jako diferencidlni operator) pomoci cirkulace pole — viz vétu 8.6.13 na str. 230 a vztah (8.119).

7.5 Greenova véta o kifivkovém a dvojném integralu. Jordanova véta v E,

7.5.1 Uvodni pozndmka Pfipomindme, Ze neni-li uvedeno jinak, | kr*ivkou | rozumime kiivku jednodu-

chou po céastech hladkou a | uzavrenou krivkou | pak uzavrenou jednoduchou po éastech hladkou
krivku. V dalsich odstavcich ¢lanku 7.5 se zaméfime na rovinné uzaviené kiivky. V 7.1.5 jsme nazorné za-
vedli (nikoli exaktné definovali) kladnou, resp. zdpornou orientaci takovych kiivek pomoci hodinovych
rucicek. Nasledujici Jordanova véta (Cti: Zordanova) ndm umozni zavést dalsi ,definici“ opirajici se o nasi
geometrickou intuici, tj. personifikovany model, prestoze bychom pravé na zadkladé Jordanovy véty uz
mohli, bez pomoci nasich smysli, vyslovit definici pfesnou, to ale za cenu vétsich komplikaci. Jordanova
véta, ktera patii k zakladnim vétam topologie roviny, fika néco, co je geometricky ziejmé. Jeji dikaz je
vsak dost obtizny i obsahly.

7.5.2 Véta Jordanova v E; o rozdéleni roviny uzavienou kfivkou Necht % je uzaviend (jed-
noduché po castech hladkélﬁ)) kiivka v Es. Potom . rozdéluje Eo na dvé oblasti, tj. existuji dvé oblasti
G1,Go C Ey takové, Ze

a) kazdy bod z E, lezi pravé v jedné z mnozin Gy, Ga, %,

b) je hranici jak G1, tak Ga (neboli G, = 0Gy = ¥),

c) jedna z oblasti G1, G2 je ohranidend a druhd je neohranifena. %

16) Pozadavek hladkosti kiivky lze zeslabit.



7.5 Greenova véta o kiivkovém a dvojném integralu. Jordanova véta v [Eq 183

7.5.3 Vnitfek a vnéjsek uzaviené krivky v E,

w Je-li J# uzaviend rovinna kiivka a G1, Gy oblasti, jejichz existenci zarucuje Jordanova
véta, pak ta z oblasti, kterd je ohranicend, se nazyva wvnitrek krivky % a oznacime
ji int . Druha z oblasti G1, G2, jez je neohraniCend, se nazyva vnéjsek krivky 7 a
oznacime ji ext % (Viz obr. 7.13).

"y Stejné jako v 7.1.4 upozornéme, ze (geometricky) vnitrek krivky neni totozny s (to-
pologickym) wvnitikem mnoziny v E,, (pro n = 2), jenz je definovan v DP a jenz by byl
prazdnou mnozinou.

ext

Obr. 7.13

7.5.4 Dalsi pojeti (tzv. personifikovany model) kladné a zaporné orientace uzaviené krivky
v Ey Rekneme, 7e uzaviena rovinna kiivka je kladné, resp. zdporné orientovand (Viz 7.1.5), kdyz
polozime-li pravou ruku dlani na rovinu ukazovac¢kem souhlasné s orientaci kiivky (tj. ukazovacek ,piedsta-
vuje teény vektor orientace k¥ivky), pak napfimeny palec sméfuje do vnittku, resp. vnéjsku kiivky (Muzeme
téz pouzit formulaci: ... pak vnitfek kiivky mdme po levé, resp. po pravé ruce).

7.5.5 Dalsi pojeti jednoduse souvislé oblasti v E; (Viz DP) Rekneme, Ze oblast G v E, je jedno-
duse souvisla oblast, kdyz vnittek int % kazdé uzaviené kiivky v G je podmnozinou oblasti G (Srovnej
s 5.4.24 na str. 107).

7.5.6 Vé&ta Greenova'” o kiivkovém integralu Jestlize
1. /= (P,Q) je vektorova funkce t¥idy C! v oblasti G C Ey,'®)
2. #CGije kladné orientovana (rovinna) kiivka'?) takova, ze int . # C G.

Potom pro cirkulaci C vektorového pole f po (uzaviené) cesté J plati Greenuv vzorec

<c§f- d§> §Pdz+Qay= [| (52— %) dudy| % (7.26)
H H int &
7.5.7 Vyznam Greenovy véty - zakladni véty rovinné vektorové analyzy — je mimoradny i piesto,

ze je specialnim pfipadem véty Stokesovy, kterou podame pozdéji a jez nese jméno irského matematika.
Dopliime, Ze pii zadporné orientované kiivce J# je vpravo pred dvojnym integralem zaporné znaménko.
Véta umoznuje vypocitat cirkulaci pole f po uzaviené cesté v Es i bez jeji parametrizace, a to pomoci
dvojného integralu na vnitiku uzaviené cesty, tj. na (ohranic¢ené) jednoduse souvislé oblasti (O zobecnéni
na ,vicenasobné souvislé“ oblasti viz dale).

e V aplikacich je nékdy vyhodné pouzit obraceny postup, kdy misto dvojného integralu pocitame cir-
kulaci vektorového pole. Uvedme aspori jednu ukézku. Splnuji-li k¥ivka # a slozky P, Q rovinného pole f
predpoklady Greenovy véty a navic volime napi. P = f%y, Q= %x, ziskdme hned wzorec pro vypodet
dvojrozmérné miry u(M) rovinné oblasti M neboli obsahu oblasti P(M) = p(M). To je vyhodné, jde-li
o ptipad oblasti M ohranidené jedinou kladné orientovanou hraniéni krivkou # = 0M zadanou
parametricky. Pak pro M = int J# plati

C=4¢3i(-y,z) (da,dy) = [[ dady = p(int %)= P(M).
H int &
Odtud mame uziteény vzorec pro obsah jednoduse souvislé oblasti (popf. jednoduse souvislého obrazce)

r Yy

=1¢,—ydr+zdy. (7.27)
dz dy

e V aplikacich nemusi byt obrazec M pouze jednoduse souvisld (uzaviend) elementdrni oblast, ale obecnéji
tzv. k-ndsobné souvisld oblast, u niz se atribut ,elementarni“ vitbec nepouzije, nebot hranici (jez neni
soucasti) této obecnéjsi (oteviené) oblasti, popt. hranici OM (jez je soucasti M) obrazce M tvoii nejen k
hrani¢nich uzavienych kiivek, které jsou po ¢astech grafy spojitych explicitnich funkei (coz ndm u dvojného,
popt. trojného integralu stacilo), nybrz tuto hranici mtze tvotit k hraniénich kiivek, které jsou uzaviené
jednoduché po castech hladké a definované jistou parametrizaci ®.

17) Green, George (1793-1841), anglicky matematik a teoreticky fyzik. Vétu uvedl v pirucce s nazvem: An Essay on the
Application of Mathematical analysis to Electricity and Magnetism. Vyrazné prispél k teorii potencidlu a teorii pruznosti.

18)j. soufadnicové funkce P,Q € C1(G)

19)jednoduché po ¢astech hladka
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7.5.8 Obrazec — uzaviena regularni oblast v E;. Zobecnéni Greenovy véty na vicenasobné
souvislé oblasti Ohrani¢ena oblast G C Ey se nazjva reguldrni oblast v Ey,?%) je-li jeji hranice uzaviens
kiivka nebo je-li disjunktnim sjednocenim koneéného poétu uzavienych kiivek.?!) Je-li téchto kiivek k (k >
1), pak se nazyva k-ndsobné souvisld oblast, pii k = 1 jednoduse souvisld oblast. Uzavér G =: M se
nazyva uzavrend reguldarni oblast nebo kratce OBRAZEC'. Je-li k > 2, nazyva se hrani¢ni kiivka 7]
takova, ze M° C int %7, vnéjsi krivka, ostatni hraniéni kiivky 73, ..., %% se nazyvaji vnitrni krivky.
Hranici oblasti M oznac¢ime M. Obrazec, ktery je jednoduse souvislou uzavienou oblasti, resp. k-ndsobné
souvislou uzavienou oblasti, se nazyva jednoduse souvisly obrazec, resp. k-ndsobné souvisly obrazec.

Be B
»
A %
X xa \
A 4
[ 2 [ ]
A2 A
Obr. 7.16

vvvvvv

visld oblast int J77). S vyuZitim trojndasobné souvislé oblasti (k = 3), u které je nutné hraniceni ki¥ivky
N, S, A5 orientovat tak, jak ukazuje obr. 7.14, lze Greenovu vétu, popf. vzorec (7.27) pro k-ndsobné
souvislou oblast M s orientovanou hranici OM = J#| + ... + %44, formulovat zobecnénym Greenovym
vzorcem

I
o
y

&

I
M=

Pdz + Qdy = [[(Q, — P,)dzdy |. (7.28)
i M

oM i=1

Pritom sou¢tem #; + ...+ £} misto sjednocenim J#; U ... U J#; chceme jen, tak jak dosud, zduraznit, ze
uvedené kfivky jsou jistym zptsobem orientované, tj. jde o cesty.

e Struc¢né lze shrnout, ze je-li M k-nasobné souvisla oblast, znamena f vV Greenové vété soucet k kiivko-
vych integralu pres k jednotlivych ¢asti hranice M oblasti M.

e Je ziejmé, ze Greenovu vétu nelze pouzit, kdyz vektorové pole f neni t¥idy C! aspoii v jednom vnitinim
bodé obrazce M ¢i v bodé nékteré z jeho hranic¢nich kiivek.

7.5.9 Piiklad Je déno vektorové pole f = (770 ;g—jzz) v G =Es )\ {0,0}. Uréeme cirkulaci C pole f
po kladné orientované kruznici #: S = (0,0), r = a nejprve Greenovou vétou, a pak pfimym vypoctem.

Reseni: Greenovu vétu nelze pouzit, nebof v pocatku O = S nejsou slozky P,(Q ani definovéany, tj. jejich
bod nespojitosti O € int # = {(x,y)|2? + y*> < a®}. Pro souhlasnou parametrizaci s kladnou orientac{

®(t) = (acost,asint), t € [0,27] je dv = —asintdt, dy = acostdt, C = f%,f ds = f%%fw =

f2ﬂ' —a?(cost—sint) sin t+a?(cos t+sin t) costdt _ 2 dt = or 7& 0
0 a? —Jo - .
e Vsimnéme si, ze kdybychom pfesto formalné ,pouzili Greenovu vétu, dostali bychom nespravny vysle-

dek. Pro Q/, = =220 — P je formélné C = ﬂ;g‘ (Q, — P))dzdy = ﬂ;g‘ 0dzdy = 0 17!
»int ¢ »int ¢

7.5.10 Priklad Vypocitejme obsah P(M) obrazce M, ktery ohrani¢uje kardioida (srdcovka) % x =
a(2cost — cos2t), y = a(2sint — sin2t), ¢t € [0, 27], a > 0 (Viz obr. 7.15).

Reseni: dz = 2a(—sint + sin2t)dt, dy = 2a(cost — cos2t)dt, P(M) = 5§, —ydx + ady = 3a? f()%(l —
cost)dt = 6ma?.

7.5.11 Priklad Najdéme obsah P(M) vnitiku mezikruzi M kruZnic 71, %5 se stiedy v poc¢atku O(0, 0)
a poloméry r; = 2a, 12 = a jakozto dvojnasobné souvislé oblasti pomoci krivkového integralu 2. druhu.

Reseni: Evidentné P(M) = 7[(2a)?—a?] = 3ma?. S ptihlédnutim k 7.5.8 pro kladné orientovanou vnéjsi kiivku
%1 zvolime souhlasnou parametrizaci ®4(t) = 2a(cost,sint), t € [0,2x]. Protoze kazda vnitini kivka, tj. i
J5, musi byt orientovana souhlasné s otac¢enim hodinovych rucicek, zvolime s ni souhlasnou parametrizaci,

20)srovnej s elementdrni mnozZinou v E2 v 6.3.1 na str. 152
21 jednoduchgch po ¢astech hladkych
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napt. ®5(t) = a(cost, —sint), t € [0,27]. Pak pro dvojndsobné souvisly obrazec M mame

P(M) = 3[$,, —yde+ady+ §,, —yde +ady] =
%{IOQW[—QG sint(—2asint) + 2a cost(2a cost)|dt + f;w [asint(—asint) + acost(—acost)|dt} =
%3(12 027T dt = 37a?.

7.6 Nezavislost kfivkového integralu vektorové funkce na cesté. Konzervativni
vektorové pole

7.6.1 Uvod a fyzikadlni motivace Hodnota kiivkového integralu vektorové funkce f na k¥ivee (jedno-
duché po ¢éastech hladké) ¢ obecné zavisi na . V prikladu 7.4.7 vypoéitana prace W = 3mgh hmotného
bodu hmotnosti m po toboganu od bodu A(a,0,3h) po bod B(a,0,0) lezici pod nim, je vSak stejna, jako
pfi volném padu po svislé orientované tsecce AB délky 3h. V ¢lanku 7.6 dokon¢ime tvahy o konzervativ-
nim poli??). Uvedeme pak podminky, za nichz kiivkovy integral n-rozmérného vektorového pole f (pFicemz
v celém ¢lanku 7.6 predpoklddame, ze n = 3 nebo n = 2, nebude-li feceno jinak) nezdvisi na integraéni
cest€ (tedy i zminéna préace) nejen pro piipad pole silového, ale i napf. elektrostatického konajiciho praci
pfi premistovani elektrického naboje.

7.6.2 Nezavislost kfivkového integralu vektorové funkce na cesté Necht f je n-rozmérné vekto-
rové pole na oblasti G C E,, (n = 3 nebo n = 2). Rekneme, 7e krivkovy integral vektorové funkce f
nezdvisi v G na (integracéni) cesté, kdyz pro libovolné dvé orientované kiivky 77, 5 v G se spoleénym
pocatecnim bodem a se spoleénym koncovym bodem B plati

f% fds= f% fds. (7.29)

e Tento integral zavisi jen na poc¢atecnim bodé A a koncovém bodé B krivky, takze byva oznacen symbolem
ff [ - ds (Mozné situace naznacuje obr. 7.16).

e Vlastnosti (7.29) se nékdy definuje konzervativni neboli potencidlni pole a obricené, zavisi-li kiiv-

kovy integral pole f v G na cesté, nazjva se vektorové pole f disipativni pole v G.2%)

7.6.3 Véta (o ekvivalenci nezavislosti kfivkového integrilu na cesté ve vektorovém poli a

nulové cirkulace v ném) Necht f je spojita vektorova funkce v oblasti G C E,,. Pak kiivkovy integral

pole f nezévisi v G na cesté, pravé kdyz cirkulace pole je nulova neboli § f -ds = 0 pro libovolnou uzavienou
kiivku Zv G. %

7.6.4 Véta o potencialu konzervativniho vektorového pole Je-li f spojité konzervativni vektorové
pole v oblasti G a skalarni funkce U je jeho potencidl v G, potom pro kazdou kfivku v G s pocatecnim
bodem A a koncovym bodem B plati

IS F-as=U®) -UM||.* (7.30)

Diikaz: Protoze konzervativni pole f je gradientnim polem skaldrniho pole U v G, je tam f = VU. Dtkaz
poddme pro jednoduchou hladkou kiivku J# v Ez s parametrizaci ®(t) = (x(t), y(t), 2(t)), t € [a,b], kterd
souhlasi s jeji orientaci (Pro J# jednoduchou po ¢astech hladkou si jej mtize ¢tendr provést sdm), takze plati

JRFds= [,VU-d5=[PVU(®())  B(t)dt
J2ULE (), y(1), 2(0), U (t), y(t), (), UL (x(2), y (1), 2(1)) - (&), 5(t), 2(£)dt =
S Ut <> y(8), 2()a () + Ul (x(t), y(t), 2(8)5(t) + UL(a(t), y(t), 2(8) 2(8)]dt =
J2 &0 (a(t), y(t), 2(8))dt = U2 (b), y(b), 2(0) — Ula(a), y(a), 2(a)) = U(B) — U(A). &

22)které jsme provadéli v odstavei 5.4.19j) ze str. 105 az 5.4.26 a v 5.4.40 na str. 111
23)Heslovite k pojmu disipace (= rozptyl) energie Jednoticim clénkem vSech technickych oboru (a nejen nich) jsou Zékony

V\_/

nevratny rozptyl casti energie pri jeji preméné z jedné formy na druhou. V technlckych oborech se misto pojmu disipace

dasto pouziva pojem ztrdtovost a je presné vyjadien v | IL. zdkoné (vété) termodynamiky |. Ten, volné feceno, iika: Vsechny

realn€é — disipativni — procesy probthajgict v kazZdém systému jsou mevratné v tom smyslu, Ze zabranuji tomu, aby se systém
sdm bez interakce s vnéjsim prostredim (tj. bez jeho pomoci) vrdtil do vyjchozitho stavu. Pouze v konzervativnich systémech
(= nedisipativnich = idealizovanych, tj. kde neprobihaji disipativni procesy) lze jejich vyvoj v Case obrétit, a to jedno-
znacné. Objektem zkoumani moderni termodynamiky vychazejici z obecnych zakonitosti pfemény energie a latky je dnes nejen
makroskopické téleso nebo tekutina, ale i biologicky jedinec ¢i ekologicky utvar.
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7.6.5 Vyznam véty a poznamky ke konzervativnimu neboli potencidlnimu poli Véta o po-
tencidlu vyrazné zobecrniuje zdkladni vétu integralniho podtu (v anglicky mluvicich zemich se nazyva
téz zdkladni véta matematické analyzy = Fundamental Theorem of Calculus) a v ni obsazeny Newtonuv-
Leibnizuv vzorec

b
/ f(x)da = F(b) — F(a),

z jednorozmérného skalarniho pole f na vicerozmeérné vektorové pole f Jednim z praktickych dtsledkid véty
je snadny vypodcet prace silového pole f jako rozdilu potencidlnich energii v koncovém a v pocéateénim
bodé pohybu, za predpokladu, Ze onen potencidl U umime najit (obracené najit f jako gradient funkce U je
snadné). Potencidl U(X) pole f(X) tak miiZeme povazovat za zobecnéni primitivni funkce F(z). Vime té,
e potencidl je jednozna¢né uréen v uvazované oblasti az na aditivni konstantu — parametr C' € R. Rikame,

ze potencialnich funkci je jednoparametricky nekoneéné mnoho.

7.6.6 Véta (o ekvivalenci konzervativnosti vektorového pole a nezavislosti kifivkového inte-
gralu na cesté v né€m) Necht vektorové pole f je spojité v oblasti G C E,,. Pak f je konzervativni pole
v GG, pravé kdyz kiivkovy integral pole f nezavisi v G na cesté. %

7.6.7 Dusledkem véty je nasledujici prakticka véta Dusledkem véty 7.6.6 je nasledujici véta, kterd
dava jistou moznost, jak pokracovat v testovani konzervativnosti pole f, kdy nerozhodlo testovaci
schéma uvedené v 5.4.40 na str. 111, tj. kdy plati

rot f =0 VX € G, kde G neni jednoduse souvisla oblast.

Véta vyjasni, pro¢ se konzervativnimu poli, tj. poli s nulovou rotaci, ¥ika rovnéz nevirové pole, takze by
se mohla jmenovat i ,véta o nevirovosti konzervativniho pole“ (Pojem cirkulace a rotace dava do souvislosti
pomoci plogného integrélu Stokesova véta).

7.6.8 Véta (o ekvivalenci konzervativnosti vektorového pole a nulové cirkulace v ném) Necht

vektorové pole f je spojité v oblasti G C E,. Pak f je konzervativni pole v G, pravé kdyz jeho cirkulace
ﬁ »fds = 0 pro libovolnou uzavienou kiivku £ v G. %

7.6.9 Poznamka k vypoctu potencialu konzervativniho pole Nasledujici véta poskytne dvé me-
tody k nalezeni potencidlu U pole f v jednodus$e souvislé oblasti G, o némz predem vime, Ze je konzer-
vativni, pfi¢emz konzervativni pole mohou existovat i za slabsich pfedpokladi nez uvadime, ale nebudeme
se tim zabyvat.

7.6.10 Véta o urceni potencidlu (téZz kmenové funkce) konzervativniho pole — Integrace
totalniho diferencialu

Necht vektorové pole f: (P(X), Q(X), R(X)) je tiidy C! na jednoduse souvislé oblasti G' z E3. Pak Pfa-
ffova diferencidlni forma Pdx + Qdy + Rdz predstavuje totdlni diferencidl AU (X) potencidlu U(X)
konzervativniho pole f v G, pravé kdyz na oblasti G plati

P, =Q.,, Q.=R!, R,=P.|, tj. struéné|rot f = 5|, (7.31)

neboli pravé kdyz integral (totélniho diferencialu)
/ Pdz + Qdy + Rdz
H

nezévisi v G na integracni cesté . Potencidlni funkce U(X), nazjvani téz kmenovd funkce,® se
v piipadé, ze uvedenou oblasti G' je bud cely prostor E3 (popi. Es) nebo soutadnicovy kvadr?®) (popi.
obdélnik), ve kterém lezi bod A = (x0, Yo, 20), uréi dvéma metodami

24)V matematice je kmenovd funkce U(z,y,z) funkci P(z,y,2),Q(z,y, 2), R(z,y, z) ta funkce, pro niz plati U, = P, Ué =
Q, U, = R [neboli plati VU = (P,Q, R). Je to tedy jen jiny nézev (synonymum) pro potencidl U(X) vektorového pole
(P(X), Q(X), R(X))].

Kmenovou funkci U(z,y) v jednoduse souvislé oblasti G C Ep funkci P(z,y), Q(z,y) € CY(G) jako funkci, ktera je
totalnim diferencidlem vyrazu P(z,y)dz + Q(z,y)dy, je tieba najit pFi FeSeni tzv. exakini diferencidlni rovnice
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0.

25) majici hrany rovnobézné se souradnicovymi osami
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1) ze soustavy diferencidlnich rovnic

ou ou ou

kterd m4 prii pocateéni podmince U(A) = C, kde C € R, pravé jedno feseni U(X) v G; nebo

2) pomoci vzorce

fo Pdx + Qdy + Rdz =|U(z,y,2) = f;o P(t, yo, 20)dt + fyli) Q(x,t, zp)dt + fzzo R(z,y,t)dt|, (7.33)

kde (7,y,2) = X € G je libovolny bod (Pfi E2 se uvazuje podminka P)(z,y) = Q) (z,y) a vzorec
(7.34)). %

7.6.11 Priklad Vypocitejme kiivkovy integral I = f%f ds pole f = (yz,zz + 1,2y — 2) po polygonu
(lomené ¢ére) ACDB, kde A =(1,1,1), C=(0,1,1), D =(0,1,2), B =(2,2,2).
Reseni: Viimnéme si, ze pole fje tiidy C! dokonce v E3, coz je jednoduse souvisld oblast, a je v Ej
konzervativni, nebot rotf: 0. Plati totiz Py = Q). = z, Q. = R = z, R, = P, = y. Kiivkovy integral
1= fxyzdz + (zz + 1)dy + (zy — 2)dz, tedy nezavisi podle véty 7.6.10 na cesté, tj. stac¢i integrovat napf.
rovnou po usefce & = AB. Vypocet v8ak provedeme pomoci potencidlu U(X) pole f a najdeme jej obéma
metodami.

Resime soustavu parcialnich diferencialnich rovnic (1. f4du) pro neznamou funkci U, pticemz
kazdou lze fesit pfimou integraci

ou U ou
- =P=yz, —=Q=xz+1, ;—=R=u1xy—2.
Ox Y dy @ 0z v
Integrujeme-li pro ziskani U napf. prvni rovnici, a pak ji parciadlné derivujeme podle y, abychom mohli
za, %—g dosadit z druhé rovnice, dostdvame (pfitom nasledujici aditivni funkce C(y, z) je libovolna tiidy C*
ac

v uvazované oblasti, pficemz 3= = 0)
U= [yzde+Cly,2) = wyz+ Cly,2). |2 [Cly,2) cheeme naiit]

dy
oC (y,z 0C (y,z
G = Q= az +1= a2 49583 = WA — 15 0(y,2) = [dy+C(2) = y + C(2).

Mame tedy zatim U = zyz +y+C(2). |2

W =R=ay 2= ay +C'(2) > C'(2) =-2=C(z) =—22+C, CeR
-~ -~

Tedy UX)=zyz+y—22+C.

Pomoci vzorce (7.33) méme

U(z,y,z) = f;o Yozodt + fyyo (xzo + 1)dt + fzzo (xy — 2)dt =
Yozo(x — wo) + (z20 + 1)(y — yo) + (xy — 2)(2 — 20) = 2yz +y — 22 + (—Zoyo2zo — Yo + 220) ,
C

coz je stejny vysledek. Pak I = U(B) —U(A) = (6 + C') — (C) = 6. Pfimy vypocet integralu po tsecce AB si
mize Ctenar provést sam.

7.6.12 Priklad Préace W rovinného pole sily f: — 237 sméfujici vzdy do pocatku O(0,0), kterd zpu-
sobuje pohyb po kiivce .# hmotného bodu s hmotnosti m o soufadnicich (z,y) # O, jehoz radiusvektor

7= (x,y) mé velikost r = \/22 + 92, je ddna integralem®® W = —m f%%. Pokud W nezavisi na in-

tegracni cesté, najdéme potencial U(x,y) pole f

Reseni: Ozna¢me tradiéné P,Q pravothlé praméty sily f na osu z,y. Pak P = —ma(2? + )3, Q =
—my(z? +y2)"% a P} = 3max - 2y(a® + y2)~2 = Q... Na kazdé jednoduse souvislé oblasti G, kterd neobsa-
huje pocatek, je pole f: (P, Q) t¥idy C! a podle véty 5.4.22 na str. 106 je téz konzervativni pole (jde
o Newtonovo gravitaéni pole), coz je podle véty 7.6.10 ekvivalentni s nezdvislosti na cesté a podle této
véty mizeme v Eg pouzit jednodussi vzorec nez (7.33) pro potencidl rovinného pole (P, Q)

Ulz,y) = [, P(t,yo)dt + [ Q(z,t)dt|. (7.34)

26) pred nimz, stejné jako pred silou, vynechdvame v tomto piikladu (a jak je obvyklé i v teoretickych oborech) koeficient,
> —2
napf. A vm-s
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Zvolime-li napt. bod A(1,0) # O, pak pro U plati

x

o g o] = e 20
T, Yy) = —m |y (t2)% 0 2+t2)2 =m t-sgnt m NZEE=>) =0 - \/I2+y2 m) = )
—— N—— c
(tdt)/(t3 sgnt) /1t 14

kde funkce se nazyva Newtoniv potencidl silového pole f = —757° (kde 7° = %F) ze zadéani

piikladu. Oznacime-li 7y = /2% + y2, resp. ro = \/23 + y3 vzdalenosti poc¢atecniho bodu Ay, resp. koncového
bodu As cesty ¢ od pocéatku, lze préaci po cesté spojujici tyto body vyjadiit podle (7.30) vzorcem

W:m(%—%),

7z 1éj7 je ziejmé, ze vskutku W nezavisi na tvaru integraéni cesty 2 v poli f (z&visi na rq, resp. r2).

4

L y=E (k)

1

0 1k
Obr. 7.17 Obr. 7.18

7.7 Cviceni

A) Krivka v E; a Es. Krivkovy integral skalarni funkce

Parametrizujte kfivku v Es, ktera je prinikem ploch 22 + y? = a?, y + 2z = a, a € RT. Uréete jednotkové
tecné pole 7° = 7°(x,y, z) indukované touto parametrizaci, ndzev kiivky a jeji nacrt s orientaci 7° pomoci
Sipky.

¥ o o . o . . 2o __ 1 . . PRV v s
{napf. x = acost,y = asint,z = a(l —sint); 7° = \/T—-Hﬂ(iy’ x, —x); elipsa; jeji nacrt oznaceny jako 2
vCetné orientace je na obr. 8.31 na str. 231}

@ Uvedte a) jak mlze byt zadana kiivka v roviné nebo prostoru; kolika zptisoby lze parametrizovat podle
délky oblouku b) otevienou kiivku; ¢) uzavienou kiivku. {a) neuvadime; b) 2; ¢) co}

Je dan oblouk paraboly #'= {(z,y) € Ea |y = 22 Az € [-2,2]} s pocateénim bodem A = (—2,4). Zjistéte,
zda zobrazeni ®(t) = (z(t), y(t)) je parametrizaci kiivky 7, je-li

a) ®(t) = (Vt,t), t €10,4] {neni; vektorova funkce <I>( )= (2\/2, 1) neni ohraniéena na [0, 4]}
b) ®(t) = (t,t?), t € [-2,2] {ie; (—2) = A = (—2,4) = orientace .7 je souhlasnd s parametrizaci ®}

c) (I)(t) = (tzat4)v te [_\/57 \/5]
{neni; napi. ®(—1) = &(1) = (1,1) = ® neni prosté, a navic z =t > 0, kde’to o = -4 < 0}
Parametricky je ddna rovinnd k¥ivka 2= {(z,y) € Ez |z = 9cos>t Ay = 4sin*t At € [0, Z]}. Uvedte jeji

implicitni rovnici, ndzev a pocatecni bod A pfi orientaci, kterd je nesouhlasnd se zadanou parametrlzam .
{4z + 9y — 36 = 0, tsecka, A = (%) = (0,4)}

E Parametrizace 7(t) k¥ivky % C E je v polokartézském tvaru dédna vektorovou rovnici 7(t) = it + jt2 sin%
pro t # 0, pficemz 7(0) = 0. S vyuZitim obr. 7.17 a) nacrtnéte #; dale ukazte, Ze b) zobrazeni 7(t) je
spojité; ¢) 7(t) existuje pro kazdé t € R; d) 7(0) = 7; e) %1_1% 7(t) neexistuje, tedy .# mé teény vektor 7(t)
(tj. 1 teénu) v kazdém bodé, ale .# neni hladka.

@ Ovérte, zda eXistuje kiivkovy integral [ wJds a v kladném piipadé jej vypocitejte

a) f(z,y) = 2+y2, A je kruznice o poloméru 1 a stfedu (—1,0) {neexistuje ¢, fds}
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b) f(x,y) = 52—, % je tsecka AB, A = (0,3), B = (2,1)

2x—y’
1
2x—y

{ne, AB protind piimku 2z —y = 0 v bodé (1,2) a  lim

neexistuje
(z,y)—(1,2) ¥

a) Odvodte vzorec pro délku kruzZnice neboli obvod kruhu. b) Presvédcte se, ze délka s(# ) elipsy
A x = acost,y = bsint, kde a < b, je s(.£") = 4b - fog 1 — k2sin®tdt = 4b - E(k), kde jsme polozili

k2 = be_—Q“Q < 1, piicemz E(k) je tzv. uplng elipticky integrdl 2. druhu®") — viz obr. 7.18.

Krivkovym integralem najdéte délku jednoho pravotocivého zavitu o poloméru a, jenz je urcen rovnicemi
pravotocéivé kruhové sroubovice ¥ : x = acost, y = asint, z = bt, kde b > 0 a v = 27b je vyska

zGvitu. {27va® + b2}

@ Vypoditejte délku prostorové kiivky = = 3at?, y = 3at, z = 2at®, kde a € RT, od bodu A, v némz t = 0,

po bod B, v némz t = 1. {5a}
Kiivkovym integralem odvodte obsah S(.#) trojihelnikové ¢asti valce . ohranicené 1. zavitem Sroubovice
ze cviceni 7.7,8] a rovinou z = 0. {272ab}
Stanovte obsah S(.) kolmé vdlcové plochy .# plotu, jehoz ptudorysem je elipsa %20 + %20 =1, a jehoz
vyska je v kazdém bodé (z,y) elipsy dana funkei f(z,y) = /322 + 3y {13007}

Uréete hmotnost H (%) dratu ve tvaru jednoho zévitu pravotocivé kruhové sroubovice ze cviceni 7.,
jehoz (délkové) hustota je v kazdém bodé piimo umérna ¢tverci vzdalenosti bodu od poéatku [tj. h(z,y, z) =

A2 +y2 + 22))]. {37A(3a? + 4720 Va® + b2}
Vyjédiete moment setrvacnosti I, (#) homogenniho dratu J# o hustoté h ve tvaru jednoho oblouku cyk-
loidy © = a(t —sint), y = a(1 — cost), a > 0, vzhledem k ose z. {2 8ha’}

Urcete stredni hodnotu (f) funkce f(x,y) = x na ¢asti paraboly y = 22, z € [0, 1]. Podle véty 6.2.6
o stredni hodnoté integrélniho podtu pouzijte vzorec (f) = ﬁ J ¢ fds. Fyzikalné interpretujte (f).

{{ 5v5—1 e
6v/5+31n(2+v5)

homogenniho dratu xt = mUyz ()}
B) Krivkovy integral vektorové funkce

Vypocitejte praci W = [ g f - d§ vektorového pole f po (orientované) kiivce .#; resp. pfi uzaviené kiivce
zéroven cirkulaci C f ) = f f - ds tohoto pole f_’; a umite-li, v pripadech, kdy lze, pouzijte Greenovou
vétu pro v Es nebo nezavislost integralu na cesté 7, jestlize

a) f=(x—y)i+(y—x)j, X je kladné orientovana hranice AABC, A = (0,0), B = (a,0), C = (0,a) {o}
b) f = (y — @, —x — y), £ je oblouk paraboly y? = z s pocate¢nim bodem A = (0,0) a koncovym bodem
B=(42) =%

¢) f=(y—2a,a—y), #je 1. oblouk cykloidy = = a(t — sint), y = a(1 — cost) s pocétecnim bodem (0,0) a

koncovym (2a, 0) {—ma®}
d) f: %, K je st kladné orientované asteroidy © = acos® t, y = asin®t, a > 0, s pocateénim bodem
T3 J,»y 3
, 4
(a,0) a koncovym bodem (0, a) {Zmas}

e) f je sila smétrujici v Eo do pocatku, kterd je pti kladné konstanté A imérna vzdalenosti hmotného bodu
(na né&jz pusobi) od podétku, pficemz % je asteroida z predeslého zadani {{%)\cﬂ}}

—

f) f = (yz,xz,2y), #je oblouk pravotocivé kruhové Sroubovice s parametrizaci ®(t) = (acost, asint, bt),
(a,b € RT), t € [0,27], ktera indukuje orientaci .#. Po vypoctu integralu zdiivodnéte, pro¢ nezdvisi
na cesté, najdéte potencidl U(z,y,z) pole fa ovéite pomoci néj vysledek
{W = 0; protoze Q), = P,AR,, = Q. AP, = R v E3 (t]j. v jednoduse souvislé oblasti); U = xyz+C, C €
R}

g) uvazujete zadani z piikladu 7.4.7 o toboganu ze str. 181. Ukazte, ze tihové pole f: (0,0,—mg) je v E3
konzervativni pole; urcete jeho potencidal U(X) a ukazte, ze je to gradientni pole
{je konzervativni (véta 7.6.10), nebot rot f = GAE; je jednoduse souvisl4 oblast; U = —mg(z—2zp) = 3mgh;
VU=f= —ng}}

27)jehoz hodnoty jsou tabelovany, popf. se uréuji pribliznymi metodami (¢iselnou fadou, kvadraturnimi vzorci atd.)
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h) uvazujete na prostorové oblasti G = {(z,y,2) € E3 |22+ 3% > 0} (kdy G je prostor E3 bez osy z, jenz neni

jednoduse souvislou oblasti) pole magnetické intenzity H = 21(— 0), indukované pritokem

konstantniho proudu I neomezenym linedrnim vodi¢em umisténym v ose z, u néjz jsme v 5.9 na str. 138
neuméli rozhodnout, zda je konzervativni. Dokazte, ze H neni konzervativni?®) v G, ackoli pro 2% + 4% > 0
spliiuje nutnou podminku konzervativnosti pole rot H=23. Vyuzijte k tomu vypocet nenulové cirkulace
C )g(ﬁ ) pole H po zaporné orientovanych kruznicich (p¥i pohledu z kladné ¢asti osy 2) #: 22 + y? = a?
z = 0, tj. nesplnéni véty 7.6.6.

Uzitim kiivkového integralu vyjédfete obsah

)

a) kruhu o poloméru a

b) oblasti ohrani¢ené elipsou o poloosach a,b {rab}
c) obrazce, jehoz hranici je asteroida x = acos®t, y = asin®t, 0 <t < 27 {{%ﬂ'cﬂ}}
d) obrazce ohrani¢eného obloukem cykloidy x = a(t — sint), y = a(l — cost), t € [0,27] a tseckou od bodu

(0,0) do bodu (27a,0). f{3ma®}

Urcete mnozstvi tepla @, které pohlti grammolekula idedlniho plynu, jenz se pii izotermickém déji, tj.
pri stalé termodynamické teploté Tj, rozpind z objemu V; na objem V5, je-li Q = f w5 Vdp + Ci{’pdV, kde
J je orientovana kfivka, kterd ve fazovém diagramu urceném stavovou rovnici pV = RT popisuje vztah
mezi tlakem p a objemem V, kde cy, ¢, jsou mérna tepla za stdlého objemu, resp. tlaku a R je univerzalni
plynova konstanta. {Q=(cp —cv)ToIn %}}

28) avsak je konzervativni v kazdé podoblasti G* C G, je-li G* jednoduse souvisla
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8 Plosny integral

8.1 Obsah plochy jako grafu explicitni spojité diferencovatelné funkce, fyzikalni
aplikace skorepiny

~evs

8.1.1 Fyzikalni motivace pro plosny integral Teorie plosného integralu patii k naro¢néjsim partiim
matematické analyzy. S plosnym integralem je mozné se setkat pti formulaci diilezitych principti matematické
fyziky i 1uloh z aplikovanych obori, v nichz se objevuji bilance tokt vektorovych veli¢in ¢astmi ploch rozma-
nitych profili nebo jsou studovany celkové ti¢inky kontaktnich sil na makroskopickou ¢ast materialu daného
objemu a povrchu atd. Jde o vztahy v teorii elektromagnetického ¢i elektrostatického pole nebo v inzenyrské
reologii, ktera studuje deformace a proudéni reologicky komplexnich materiala v technologickych procesech,
Casto s prihlédnutim k dal$im transportnim jevim — sdileni hmoty a tepla apod.

Plosny integral je zobecnénim dvojného a krivkového integrilu, kdy integra¢nim oborem je tisek — kus
(ohranicend ¢ast) nikoli pouze rovinné, ale v obecném ptipadé kiivé plochy .7, tj. jde o ttvar — plochu (termin
plocha déle upfesnime) v trojrozmérném euklidovském prostoru Ez. Takové plochy uz zndme z geometrie.
Rovnéz v této kapitole pro zjednoduseni tvah zvolime pevny kartézsky systém souradnic.

—

| Khy/ M

I T/ ==

8.1.2 Priiklad Plochou rozumime napt. plast .# kolmého vélce o poloméru R a vysce b s osou v ose z,
s podstavou v soutfadnicové roviné Oxy, vyjadieny napi. v parametrickém tvaru se dvéma parametry u, v
rovnicemi (jejichz analogii jsme poznali pfi vélcovych soufadnicich)

S x=¢(u,v) = Reosu, y=1(u,v) = Rsinu, z = x(u,v) =v, (8.1)

kde 0 < u < 27, 0 < v < b. Tedy kazdy bod X = (x,y, 2) € Es uvazované plochy . C E3 je hodnotou
bodové, resp. vektorové funkce (zobrazeni) ® : M — &, resp. 7: M — ¥

X= ¢(U7U) = ((b(uﬂv)aw(uvv)v X(ua v)), (8'2)

resp.
7= F(u,v) = ¢(u, v)i + (u,v)] + X(’U,,’U)E, (8.3)

kdy zobrazovanym vzorem je bod U = (u,v) € M, M C Ey, M je zde uzavieny obdélnik [0,27] x [0, b].

Piseme . = ®(M) = {®(u,v) | (u,v) € M}, resp. .¥ = (M) = {F(u,v) | (u,v) € M}, nebot stejné jako

u k¥ivkového integralu:

pri volbé libovolného, avSak pevného kladného neboli pravotodivého systému kartézskych

soufadnic lze pro zjednodusSeni popisu v soufadnicich ztotoznit [E3 = Vj3, tedy X = 7.

Protoze uvazovand plocha . je ¢asti neohrani¢ené valcové plochy .* dané implicitné rovnici F(x,y) =
0, konkrétné z2 4+ 3% — R? = 0, lze . rovnéz vyjadiit jako sjednoceni .= .} U.#» dvou ploch definovanjch
explicitni funkci vzhledem k proménné y

S y=vVR?—2a? (x,2) € M, S y=—VR?—2? (x,2) € M, (8.4)

kde M je nyni uzavieny obdélnik [—R, R] x [0, ], viz obr. 8.1 (popf. podobné vzhledem k proménné x).

8.1.3 Priiklad Jak znamo, rovnici
2?4 y?+22-R*=0, R>0 (8.5)

je déna kulové plocha (sféra) o poloméru R se stfedem v pocatku a tuto uzavienou (hladkou) plochu lze
parametricky vyjadiit zobrazenim ® rovnicemi (jejichz analogii jsme poznali pfi sférickych souradnicich)

®: x=2x(u,v)=Rcosusinv, y=y(u,v)=Rsinusinv, z=z(u,v)= Rcosv, (8.6)

kde bod (u,v) € [0, 27] x [0,7].
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8.1.4 Véta o vypoctu obsahu tseku hladké plochy dané grafem funkce Obsah S(.7) tseku

hladké') plochy dané grafem funkce t¥idy C' uréené rovnici?

z= f(z,y)
ve vSech bodech (z,y) lezicich v jednoduse souvislém obrazci®) M, tj. v obrazci ohranieném jedinou
uzavienou (neprotinajici se) kiivkou®) M, kde f je spojité diferencovatelnd funkce na M, je definovin
dvojnym integralem

F) = [y 1+ Uil )2 + [y (o, y)Pdady | % (8.7)

Ditikaz: schematicky naznacime a rozsifime o doplnujici poznamky.

a) Vzorec pro obsah S() tseku .7 plochy, kde S() je ¢iselnd charakteristika plochy, tzv. plosnd
mira, dand dvojnym integrélem, je zobecnéni vzorce pro délku s(#") rovinné kiivky (oblouku) ]
uréené grafem funkce f(z) € Ct[a,b] (tj. hladké funkce) definované jednoduchym integrélem

= [* 1+ P (2)dz|. (8.8)

b) Z integralniho poc¢tu funkce jedné proménné vime, ze délku s(#") oblouku J#lze definovat jako limitu
délek lomenych éar — polygonii vepsanych do daného oblouku.?) Piesto koncem 19. stoleti ukézal né-
mecky matematik H. A. Schwarz (1843-1921), ze analogicky postup u daného tseku .# nekomplikované
plochy, pracovné si tento tsek nazvéme ,list“ (termin jesté upfesnime), tedy kdy do listu . vpisujeme
mnohohranné plochy — polyedry skladajici se z trojihelniki a obsah listu definujeme jako limitu obsahi
vepsanych polyedri, selze uz i u tak nekomplikované plochy, jako je plast rotacniho vélce, pozdéji se
podafilo princip vpisovani zdokonalit (Lze pfi ném vyuzit izometrické zobrazeni, jez jsme uvedli
v 2.2.4 na str. 31 a zminime dale). Pro jeho komplikovanost jej nyni uvedeme ve velmi specialnim
ptipads, ktery se tykéd vzorce (8.7) a situace na obr. 8.2.

¢) Vnofme obrazec M do libovolného souradnicového obdélnika® I, ktery rozdélime na koneény pocet
dil¢ich obdélnikii. Z nich berme v ivahu jen ty, co maji s M neprazdné priniky, oznac¢me je I, Io, ..., I,
jejich délky stran nechf jsou po fadé Azy,Ayy,...,Ax,, Ay,, a jejich odpovidajici obsahy ozna¢me
Py, Ps,..., P, (t). P = pa(L;) (0 =1,2,...,n), je dvojrozmérnd Jordan-Peanova mira). V kazdém
obdélniku I; zvolme libovolny bod, tzv. i-tého reprezentanta R; = (z;,y;) tak, aby bod T; = (24, vs, 2i),
kde z; = f(x;,yi), lezel na daném listu .. Pfedpoklady tvrzeni zarucuji existenci te¢né roviny v kazdém
bodé na ., proto i v bodé T; existuje, jak vime, normalovy vektor 7; o délce ||7;|| ve tvaru

(podrobnéji 7;(T;) = 7;(R:) = (= f(Ri), —f,(Ri), 1)), jehoz smérovy kosinus (tj. kosinus vektorti 7i; a sméru

—

k = (0,0, 1) orientované osy z) je
ik 1

oSy = - — =
WAl RL— Jir 2+ g7

nebot f;, f, jsouna M spojité, tedy ohranic¢ené, tj. kone¢né. Z p¥islusného trojithelnika je vidét, ze uvazovana
tefnéd rovina a soufadnicovd rovina Ozy maji odchylku . Ozna¢me o; (teény) obdélnik o obsahu P(o;),

7&05

1)7 5.4.19 ze str. 103 vime, #e plocha je hladkd (1. fddu), pravé kdyz se normadlovy vektor i uvazované plochy spojité méni.
K tomu je nutné i sta¢i podle dale uvedeného vzorce (8.12), aby funkce f byla hladkd (1. fddu) na uvazované oblasti G neboli
byla t¥idy C! na G (tj. f € C*(G)) neboli f byla spojité diferencovatelnd na G. Avsak v piipadé uzaviené oblasti, jakou
je obrazec M se predpoklada, Ze existuje rozsireni f* funkce f tiidy C1 z obrazce M (jakozto uzaviené mnoziny) na oblast

of of

(jakozto otevienou mnozinu) G C E2, G D M, jejiz ziZeni na M je funkce f (tj. f*|ap = f). Parcialnimi derivacemi 57, Em

na hranici OM (resp. s vyjimkou koneéného po¢tu bodu této hranice, jak pfipustime v pozdéjsi definici listu) rozumime parcialni
derivace %%*, %%* onoho rozsitreni f*. Musime totiz pripomenout, Ze doposud jsme uvazovali parcidlni derivace funkci, resp.
zobrazeni pouze ve vnitfnich bodech jejich definiénich obort, tj. vesmés na otevrengch mnozinach, jimiz jsou popf. samotna
okoli onéch bodii. Zaroveti pro korektnost zminéného rozsiteni f* tiidy O lze dokazat, ze pro kazda dvé rozsifeni fis f5 tridy
Cl funkce f t¥idy C! plati v kazdém bodé B hranice M obrazce M rovnosti jejich parcialnich derivaci podle obou proménnych,
GL(B) = E(B), GH(B) = G (B).

2)Pmpomenme ze podle 4.1.3 na str 58 grafem G(f) funkce f(z,y) definované na mnoziné M C Es, je v E3 mnozina boda

G(f) ={(z,y,2) €E3|(z,y) € Dy Nz = f(z,y)}.

3)jakozto kompaktni oblasti, ktera je méitelnd v Eo

YDTedy M je obrazec, tj. regquldrni mnoZina, ktera je uzavienou oblasti, zde jednoduse souvislou, tj. bez ,dér*. Z dikazu
véty je zfejmé, ze M je projekci useku plochy % do roviny Oxy.

5)¢&i ekvivalentné jako supremum délek téchto polygonit

6)tj. majiciho strany rovnobé&#né se soufadnicovymi osami
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vznikly prisekem uvazované teéné roviny s kvadrem sestrojenym nad podstavou, jiz je obdélnik I;. Mezi
zminénymi obsahy plati vztah P(c;)cosy = P;, nebot I; je pravouhlym pramétem (projekci) o; do Ozy.
Odtud je

Pi 2 2
P(Ji):cos'y: L+ fo +f b

Soucet s(f,D,V) obsahtt P(0;) vSech teénych obdélnikl o; neboli integrdlni soudet funkce f pii déleni
D={hL,...,I,} a vgbéru reprezentanti V = {Ry,...,R,} je pak dan vztahem

3
3

S(,D.V) =3 Ploi) = o \J1+ f1 + f) AziAy; (8.10)

=1 =1

-
Il

EN14

a predstavuje soucet obsaht vSech ,deskovych obkladu® o; (celého listu ) vytatych z te¢nych rovin a
sestrojenych — ,nalepenych® v bodech T; na listu, ktery je jimi (na M) zcela pokryt. Jelikoz se v blizkém
okoli O(R;) bodu R; teény obdélnik o; tésné primyka k (hladkému) listu ., konkrétné k jeho i-tému diléimu
useku — diléimu listu .#;, budeme obsahem S(.#) listu . rozumét limitu posloupnosti integrélnich souct
pro n — oo, jestlize se zaroven vSechny obdélniky I; (co do délky i $ifky) zmensSuji k nule.

[PTi obecnéjsich tvahach se na obsah S( ), jakoZto na plosnou miru listu (kdy diléi list . se izo-
metricky” zobrazi na rovinnou oblast, v nafem piipadé je to teény obdélnik 0;), kladou pozadavky jako
na kazdou miru, zde je to mimo pozadavku, aby platila rovnost

S5(H5) = p2(os) = P(oy)

(kde ps je dvojrozmérnd mira neboli obsah uzaviené rovinné oblasti), téZ mj. pozadavek, aby obsah byl
aditivni funkei listu .7, tzv. aditivita plosné miry (aditivita obsahu listu). Tzn., je-li list . sjednocenim
,V podstaté“ neprekrgvajicich se listt .71, . .., %y, tj. jejichz vnitiky“ nemaji spoleéné body — presnéji
SPNS) =0 proi# j, kde S je (geometricky) ,vnitrek listu“ 7, pticemz ./° = /\ 0.7 a 0.7 je ,,0kraj
listu“ . (pojmy v uvozovkéach pozdéji upfesnime), coz je mnozina 0. = {(z,y,2) € Es | (z,y) € OM Nz =
f(z,y)} — pak plati

S() =3 S(). (8.11)

atd.]
Protoze funkce (je to délka normalového vektoru plochy)

17i(z, y)Il = \/1 + (@ )2 + [ (@, )12 (8.12)

je spojitad na M, je tam téz integrovatelna, odkud dostavame tvrzeni véty

nh_}rrgo s(f,D,V) = [y J1+ fF + f dady.

8.1.5 Poznamka o pravouhlych prumétech plochy Jednoduse souvisly obrazec M z predeslé véty je
vlastné pravouhlgm pramétem (projekct) uvazovaného tseku plochy — listu . do soufadnicové roviny
Oxzy. Vzhledem ke vzorci (8.12) 1ze definovat obsah listu .#’s pravoihlym priimétem do roviny xy téz vztahem

S() = [[oy 7z, y)||dedy |. (8.13)

V analogickych pfipadech, kdy list . zadany funkci = = ¢(y, 2), resp. y = ¢(x, z) pravothle promitneme
do roviny yz, resp. xz, dostaneme

S() = [ /1+ géf + g?dydz|, resp.|S(S) = Iy V1i+ o2 + pPdadz |, (8.14)

e V piikladech se Casto pfi FeSeni aplikaci vyuzije véta 6.2.2 o postacujici podmince existence
integralu (str. 150), zde dvojného, kdy k jeho existenci na méfitelné mnoziné M v Es postacuje, aby
v integrandu uvazované funkce definujici plochu, zde jejich prvni parcidlni derivace, byly funkce spojité jen
skoro vsude (tj. aZ ma mnoZinu miry nula v M), avSak byly na M ohranicdené, a déle se vyuzije
véta 6.2.4 o vlastnosti f), tj. invariantnosti integrilu vzhledem ke zméné hodnot integrandu
na mnoziné miry nula pii zachovani jeho ohranic¢enosti na M. Touto mnoZinou nulové miry byvaji
¢asti nebo celd hranice 9M oboru M, bod v M, jemuz odpovida vrchol kuzelové plochy apod.

7) Izometrické zobrazeni (Viz 2.2.4 na str. 31) je bijektivni zobrazeni ® mezi metrickymi prostory (M,d) a (M,d*), za-
chovavajici vzdalenosti metriky vzoru i obrazu, tj. plati d(z1,22) = d*(®(z1), ®(x2)) pro vSechny prvky zi,z2 € M. Je
teoretickym predpokladem pro zachovani neroztaZitelnosti listu (skofepiny), a tim i jeho obsahu.
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8.1.6 Piiklad na obsah Vivianiova®) okna (florentinsky problém z r. 1692) Vypoéitejme obsah
S(.7) useku plochy, kterd je ¢asti kulové plochy (sféry) 22 4+ y2 + 22 = 4a? nad rovinou z = 0, vytaté rotacni
vélcovou plochou 22 + y? = 2ax pro a > 0.

Reseni: Vivianiovo okno je znizornéno na obr. 8.3 [Je polovinou tzv. Vivianiovy plochy, ktera by
pripominala povrch vypliiujici ,osmicku® (tzv. Vivianiho krivku, jeZ je prisecnici nasi sféry s nasi rotacni
vélcovou plochou) nalepenou na sféru]. ProtoZe okno je soumérné podle roviny zz, pFipravime si vypocet
obsahu jen jeho poloviny nad vysrafovanou oblasti — (hornim) pilkruhem, jenz oznac¢ime M. Pro uvazovanou
(horni) polosféru z = \/4a? — x2 — y? je

(—a)? (9?2
4a2 — 22 —y?2  4a? —22—9y?2 4a?—-22—y

’? /2
L+ /0 =1+ -

Pouzitim transformace x = pcosy, y = psin ¢ do polarnich souradnic mame

_ _ 2adzd _ 5 2a cos ¢ d -
S(F) = [y J1+ 5+ fdedy =2, 7\/m =da [ de [, 7\/4% =

0s ¢ x e
dp = 4a [? (2a — 2asinp)dp = 8a® [p + cos ]§ = 4(m — 2)a®.

s 2ac
—4a 7 [\/4a2 - 92}
0=0
M4-li sféra polomér R, pak obsah piislugného Vivianiho okna je (7 — 2)R2.

8.1.7 Poznamka k nasledujici vété o aplikacich Naésledujici véta zahrnuje vzorce pro aplikace
hmotné plochy — skorepiny ., coZz umozni fesit zajimavé tlohy. Je zarazena pred vyklad uciva o plosném
integralu. Jeho vypocet, jak pozname, se vSak vzdy pfevadi na dvojny integral. Navic zapis nize zapsanych
vzorcu sice pFipomind plosny integréal (skaldrniho integrandu), avSak oborem integrace zde je$té neni, jak
tomu u néj byva, parametrizované plocha v Eg, ta je zde zadéna grafem explicitni funkce z = f(z,y), ale
integraénim oborem ve vzorcich je jednoduse souvisly obrazec M v soutadnicové roviné Oxy jako
kolmy primét tseku . plochy. Pro vypocet zminéného dvojného integralu jen stac¢i dosadit vSude za zdavisle
proménnou z, za element dS obsahu plochy, a tim pfejit k integraci v proménnych z,y (podobné jako se
u plosného integralu ptejde k parametrim u,v jisté parametrizace ®(u,v)).

8.1.8 Véta o fyzikalnich aplikacich hmotné plochy — skorepiny dané grafem spojité diferenco-
vatelné funkce Nechf .7 je tsek hladké®) plochy dané grafem funkce tiidy C' uréené rovnici z = f(z,vy)
a definované ve vSech bodech (z,y) lezicich v obrazci M ohrani¢eném jedinou uzavienou kiivkou OM ne-
boli M je jednoduse souvisly obrazec. Necht na hmotném tseku plochy — na skofepiné'®) .# je hmota
rozlozena s plo§nou hustotou (kg - m~2) danou spojitou funkci h(X) = h(x,y,z). Pak pro celkovou
hmotnost H (kg), statické momenty Uy, U,., U, (kg - m) skofepiny . po fadé vzhledem k soufadnico-
vym rovindm Ozy, Oxz, Oyz, pro souradnice téZisté T = (aT,yT, 27) (M), pro momenty setrvacénosti
Loy, Lz, Iy, (kg - m?) skofepiny .7 vzhledem k soufadnicovym rovindm Ozy, Ozz,Oyz, pro momenty se-
trvacénosti I,,1,, 1., Io vzhledem k soufadnicovym osdm Oz, Oy, Oz nebo poéatku O = (0,0,0) a napf.
pro kinetickou energii E.(.7 ) (J) skofepiny rotujici kolem osy Oz konstantni tthlovou rychlosti w (s71),
plati tyto vzorce, které vyuzivaji dvojny integral

H(S) = [[yy AH = [fy hla,y,2)dS = [ by, F@,9) - 1+ ooy + fj (@, y)Pdady

Usy(-Z) = [[1y 2 - K(X)AS |, | U () = [[, v - R(X)AS |, | Uy=(7) = [[1; 2 - h(X)dS

- _ o Uey()
T H(7) | |YT HZ) || T H(S)

Ily(y) = HM z2h(X)dS ) IZZ(Y) = HM y2h(X)dS ) Iyz(fﬁ) = HM Jl2h(X)dS

L(S) = [[,(y? + 22)h(X)dS |, | I,(7) = [[;(2® + 2)h(X)dS |, | I.(S) = [, (2* + y*)h(X)dS

Io() = ffn[(xz +y* +2%)h(X)dS

E.(S) = %‘*ﬂlz(y) = %w2 Jfk[(z2 + y2) h(z,y,2)dS |,

8)Viviani, Vincenzo (1622-1703), italsky matematik, zak Galilea Galileiho (1564-1642).

9V poznamce 8.1.5 zmifnujeme, Ze hladkost plochy . garantovana tim, Ze f je t¥idy C' na M, miZe byt poruSena, tedy
spojitost prvnich parcidlnich derivaci muze byt porusena na mnoziné miry 0 pfi zachovani jejich ohranic¢enosti na M.

10)V teorii skofepin stiedni sily vynikl rusky inZenyr a matematik Boris Grigorjevi¢ Galerkin (1871-1945). Znama je Galer-
kinova variaéni metoda, vhodna pro numerické feseni tloh vedoucich na nelinearni parcialni diferencidlni rovnice.
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kde dH nebo dS nebo 7i(z,y) znaél element hmotnosti nebo element (obsahu) plochy grafu funkce
v Es &i plosng element plochy (diferencidl plochy) grafu funkce nebo normdglovy vektor plochy ¥
grafu funkce, pricemz oba elementy zavadime vztahy

,resp. |dS = /1 + fr* + frdady = ||7i(z,y)|| - dedy (8.15)

[a zaroveri pii vypoctu dvojného integralu je h(z,y,z) = h(x,y, f(x,y)) = h(z,y) funkci pouze argumenti
x,y, pritemz z (nerozepsanych) tvart nasich vzorct bude dobfe zfejmd souvislost s obecnéj$imi, déle uvede-
nymi vzorci, obsahujicimi jiz plosny integral — viz 8.4.2]. %

‘dH = h(z,y,z2)

8.1.9 Priiklad Urceme kinetickou energii homogenni skofepiny . o hmotnosti H, jiz je tise¢ rota¢niho
2 2

paraboloidu z = %(a — 22 —y?), 2 > 0, a > 0, kterd rotuje kolem osy z konstantni @thlovou rychlosti w,
zndme-li jeji obsah S(.7) = 1(5v/5 — 1)ma® (Ovéite si).

Reseni: Poéitdme E. () = fw?- I.(%), kde I.(.7) je moment setrva¢nosti vzhledem k ose z. Priinikem .7
se soufadnicovou rovinou Ozy je kruznice x? + y? = a? definujici kruh M, jenz je projekci .# do Oxy.

L(7) = [[y@® +y*)h(z,y,2)dS = h [[,, (2> + y?)\ /1 + 25 + 2 dedy =

h HM (a® + y2 1/a® +4(2? + y?)dady = L [[,,. 0*\/a® + 40%0dodyp =

27 dip [2 02\/a? + dPpdp = |a? + 40% = t| = 2=h . 1[50 1 _ g2 /hdt =
%(25\/_ + 1)wha* = E.() = 55 - 255\%_*11 Ha’w? = 3131+24113\/_Ha = 0,279 Ha’w?.

8.1.10 Priklad, kdy .7 se nepromita do roviny Ozy jako plocha Vypocitejme hmotnost H(.7)
skofepiny .7, kterd je ¢asti valcové plochy z2 + y? = R? mezi rovinami z = 0,z = b (R > 0,b > 0), pficemz
plogné hustota je h(z,y,2) = A(VR2 — 22 + y + 2), kde koeficient A\ > 0 je v méfici jednotce kg - m~3.

Regeni: Pravouhlym primétem plasté .7 rotacéniho valce o poloméru R a vysce b do soufadnicové roviny
Oxy neni rovinna plocha, konkrétné obrazec, nybrz kruznice 22 + y? = R2. Navic z rovnice plochy ani nelze
z vyjadrit jako funkci argumentid x,y, viz obr. 8.1. Proto .¥ nejdrive vyjadfime jako sjednoceni dvou ¢asti
S =AU S kde S 1y = VRZ—22, Sy = —vVR?— 22 (pfiemz —R < 2 < RAO0 < z < D),
a ty promitneme napi. do (bokorysny) Oxzz. Jejich projekci je obdélnik M = {(z,2) € Eo| — R < x
R A0 < z < b}. Na skofepiné .7, resp. .5 je hmotnost H(#1), resp. H(%,) urfena hustotou hi(X
AMVR?2 — 22 + \/R2 —x2 —|— 2) = M2VR% — 22 + 2), resp. ha(X) = A(VR2 —22 — VRZ — 22 + 2) = )z,

takze podle vzorce HM x,y,2)dS | z véty 8.1.8 a podle modifikovaného druhého vzorce v (8.15

A

~~

pro element plochy, tedy podle vzorce

+y2 + ydadz (8.16)

muizeme psat
L4y, +y. =14 (Fog—=)> +0 = dS = L dudz. Pak
H(A) = [fo, m(X)dS = A [f,, QVEZ =27 + 2) fdudz = AR [, (2+ iz ) dadz =
AR [ dn ) (24 g ) dz = 22R [ do 22 + ﬁ}z = 20R [ (204 gy ) du =
2ARD [2¢ + L arcsin £]1 = 4AR + TARD?
H(S) = [[; ha(X)dS = A [f,, 2ot dadz = AR [T, 242 [0 2dz = ARD? [ —de =
ARD? [arcsm F]o = g)\Rb2,

H(S)= H(S)+ H(S) = A4R + 7b)Rb (kg).

8.2 Modelovani ploch parametrizaci. Obsah a orientace plochy i jejiho okraje.
Jordanova véta v Ej

8.2.1 Geometricka a fyzikalni motivace pro jednoduchou hladkou plochu v E; se v mnoha
rysech shoduje s tim, co jsme uz uvedli pro kfivku v predeslé kapitole 7, ¢lanku 7.1, i kdyZz plocha
je slozitéjsi utvar, a tudiz vyzaduje komplikovanéjsi matematické prostiredky. Pfipomenme, ze v DP jsme
definovali pojem jednoduchd plocha a v odstavci Geometricky a fyzikalni vyznam gradientu pak
pojem reguldrni plocha /v E, tridy C* (resp. nadplocha, je-li n > 4) neboli izoplocha ¢i c-hladina
(ekviskaldrni plocha, & troviiovd plocha) funkce U(zy,...,z,) tridy C* (k > 1), kde . je neprazdna
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mnozina bodi X z oblasti G C E,,, definovana takto .= {X € G|U(X) = c=U(T)AU € CK(G)AVU(T) #
o}.

e Geometricky lze plochu interpretovat jako ,,dvojrozmérny utvar® v trojrozmérném, popft. vi-
cerozmérném prostoru, jehoz body jsou popsany dvojici kiivocarych soufadnic. V aplikacich se pojmu
skorepina jako ekvivalentu hmotné plochy pouziva pro matematické modelovani téles, kterd maji jeden
rozmér zanedbatelny vici ostatnim dvéma rozmértum.

° ‘ Fyzikalni model skofrepiny ‘ realizujici tsek plochy .’ v E3 mtzeme pro vétsinu praktickych aplikaci

vytvorit premistovanim bodt ptivodné rovinného velmi tenkého kusu elastické neroztazitelné desky ¢&i
folie (abstraktnéji obrazce) M C Es jeho elastickou deformaci, tj. jeho ohybdnim v riznych smérech
tak, aby se netvofily trhliny a ani se nespojily (neslepily) zddné dva jeho body Xi, Xs. Elastickd deformace
je realizaci ,skoro vsude“ hladkého zobrazeni do trojrozmérného euklidovského prostoru ® : M — Eg
jistych vlastnosti, pfi¢emz kazdému bodu U = (u,v) € M, M C Es je pfifazen bod X = (z,y, z) plochy
.7 C K3, a takové zobrazeni se nazve parametrizace ®. Piseme .= ®(M) = {®(u,v) = X € E3| (u,v) =
Ue M,M C Ey}. Oborem hodnot parametrizace ® bude jednoduchd, a s vyjimkou nejvyse koneéné mnoha
bodt, hladkéd plocha — neboli list .. Jde tedy o zobrazeni typu (2, 3).

kiivek, jejich ,pfilepovanim® (tj. jistym sjednocovanim) jednotlivych sousednich — tzv. ,pfilehlych® neboli
,prilepenych® list, které se ,v podstaté* neprekryvaji, pod ¢imz si prozatim predstavme jejich dotyk
(pfilepeni) takovy, Ze pfi ném maji tyto ,pfilehlé“ listy spoleénou prévé jedinou kiivku patiici do ,okrajia“
obou ,prilehlych® lista.

e Protoze z rozliénych zpisobl zapisu listu . pomoci parametrizace ®, napt. .= ®(M), nemusi byt
ziejmy rozdil mezi obéma pojmy, zdiraznéme to, co uz vime o oblouku, Ze totiz rovnéz kazdy list muze
byt vyjadfen nekoneéné mnoha parametrizacemi.

e Jednoznaéné uvedme, ze povrch 0T télesa T, napi. kvadru, pro nds vsude dal bude znamenat jeho
hranici 07, tj. v tomto pfipadé hraniéni plochu, takze nasi ,snahou“ bude neztotoZnovat povrch
s jeho velikosti, tedy s obsahem povrchu S(97T) (jak to pfipousti Skolni norma [29], napf. na str. 50,57).

e Podobné jako u parametrickych rovnic rotacni valcové plochy v 8.1.2 nebo u kulové plochy v 8.1.3,
uvazujme nyni obecné bodovou, resp. vektorovou funkci ®(u,v), resp. 7(u,v) zapsanou parametrickgymi
rovnicemi (pomoci souradnicovych funkci ¢,1, x s argumenty u, v, kterym se ¥ika parametry)

B, F: w=ouv), y=v(uv), z=x(wv), (wo)=UeM, (8.17)

reprezentujicimi list .#. Analogicky jako jsme v (7.3) u kiivky ukézali, ze ®(t) je vektor, a to jeji teéng
vektor v uvazovaném bodé, lze téz parcidlni derivace @/, @ (resp. 7., 7,) povazovat za vektory a psat

= =/

souradnicové (resp. pro 7., 7. polokartézsky)

&/, (u,v) = (¢, ¥, Xo) nebo jen &, = (2,41, 21) (8.18)
&/, (u,v) = (¢, ¥, x,) nebo jen &, = (a4, 2)) - (8.19)

Za jistych predpokladii na parametrizaci ®(u,v), konkrétné na hodnost jeji Jacobiovy matice Jg(u,v)
(Viz (8.23)) lze odvodit, ze vektory 5;,5; jsou linedrné nezdvislé teéné vektory jisté tzv. u-kiivky
a v-kiivky prochézejici uvazovanym bodem plochy, a tyto vektory v tomto bodé urcuji zaméreni teéné
roviny plochy, a tudiz definuji svym vektorovym soucinem v onom bodé normadlovy vektor i (smérovy
vektor 77 normély n), tj.

v ‘7 k 1 1 I / I

= = = Yy yu rd Zu Zv e xu :L'v ¢

n = (D/(U)X(I)I(U): x/! y/ 2! = 1+ 7+ k=
w w w / / / / / /
' ' ' Zu Ry Ly Ty Yu Yo 8.90

:L'v yv Zu ( : )
n1 n2 n3
’! 1o ’ol ! ’ol ’ol
(yuzv = ZuYyy Ry T Tylys TyYy — yuxv) :
n1 n2 n3

[Pouzili jsme Laplaceova rozvoje determinantu 3. stupné podle prvku f, j,lg prvniho tadku, pak toho, ze
kazdy z determinantti (zde 2. stupné) se transponovanim (tj. ,,pfeklopenim® pfes hlavni diagonalu) neméni,
a u ny toho, ze determinant zméni znaménko zdménou jeho dvou fadki. Pritom pro pocitani piikladt si
staél zapamatovat prvni slozku ny vektoru 7 a ostatni slozky z ni ziskdme cyklickou zdménou funkci].

Pfi pohledu na obr. 8.4 si predstavme, Ze rovinny pohyb bodu U po obrazci M je parametrizaci ¢ pfenasen
na pohyb bodu X = ®(U) € E3 po plose .. Napi. pti pohybu bodu (ug,v) po pfimce u = ug = const.,
kdy se méni parametr v, opisuje bod X = ®(ug,v) na . kiivku #(v), jednu z tzv. parametrickych
v-krivek na plose. Podobné, je-li parametr v pevny a spojité se méni jen parametr u, dostaneme jednu
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z parametrickych u-krivek J¢(u) na plose. Sit u-kiivek a v-kiivek chapeme jako souradnicové krivky
na ploSe. Dvojice parametri u, v tvori tzv. krivocaré souradnice bodu na plose, nebot poloha bodu X
na ploge .#je jimi jednozna¢éné uréena.'? Vyjdeme-li z (nasi) pravotocivé sférické soustavy soutadnic v poradi
jejich soutadnic (p,r, ), kterd je ddna rovnicemi (6.49) na str. 165, pak na sféfe se stfedem v pocatku a
polomérem r je r konstantni, takze sféra je popsana jen dvéma (vnitinimi soufadnicemi) parametry (¢, ¥).
Potom p-krivky jsou ,rovnobézZkové“ kruzZnice na sféfe a ¥-kiivky jsou ,polednikové” polokruznice
na sféte.
e Nekdy se za sférické soufadnice pokladaji téz pravotocivé sférické zemépisné souradnice (r,p, 1),
definované rovnicemi
T = 7 COS(pCcosy, Yy = rsin @ cosy, z =rsiny, (8.21)

kde tihel (,zemépisna sitka“) ¢ € [~F, 5] je méfen od ,rovniku“ (tj. od zékladni roviny o, viz 6.10.1) a tihel
(,,zemépisna délka®) ¢ € [—m, 7) je méfen od ,,pocateéniho poledniku®, aviak nejcastéji je opét ¢ € [0,27) a
ma tyz vyznam jako v nasich sférickych souradnicich. Pro tiplnost doplime, ze jacobian zobrazeni, definovany
zminénymi rovnicemi, je

J(ryp,1) = 2 cos .

z
\\ﬁ(UO'VO) * 1v

u- kiivky U=uq
D(ugyv) O=uv)pUyvy)
5 V) V=V
=P ) 0
) (UO) Us (U%/O)

X=oU)

Obr. 8.3 Obr. 8.4

8.2.2 Definice jednoduché hladké plochy — listu Necht jsou dany oblast G C Eq, zobrazeni popsané
funkei bodovou ® = ®(u,v), resp. funkci vektorovou ¥ = #(u,v) z G do Es, resp. do V(E3), jez je definovéno
rovnicemi (8.17), déle uzaviend jednoduchd po ¢astech hladké k¥ivka £ C G a mnozina M = #U int 7 tj.
M je uzéavér jednoduse souvislé oblasti int # (viz 7.5.2) neboli M je jednoduse souvisly obrazec. M4-1i ®
nasledujici vlastnosti

1) ® je zobrazeni spojité a prosté v M,

2) ® m4 spojité a ohranifené parcialni derivace'® &, & v M \ K, kde K je mnozina nejvyse konecného
poétu bodi, lezicich na hranici #= M mnoziny M,'?)

3)
P x® 45 vM\K (8.22)
{ neboli ekvivalentné se vztahem (8.22) — vektory ®/,, & jsou tam linedrné nezdvislé (tj. nekoline-
arnt, tj. jejich thel neni 0 ani 7) neboli Jacobiova matice zobrazeni ¢i parametrizace ® [zde je
matici typu (3,2) a vSimnéme si, Ze jeji sloupce jsou tvofeny souradnicemi vektoru 5;, resp. 5;, coz je
teény vektor jisté souradnicové u-kiivky, resp. v-kiivky na plose v jejim bodé, na obr. 8.4 je to bod
Xo = ®(ugp, vo)] oznacena

T, T,
Jo=| y, o (8.23)
GO

1) Nekdy se nazev u-kiivka a v-kiivka pouziva v obraceném vyznamu.
12)V diferencialni geometrii, resp. v tenzorovém poctu je pri nékterych tvahach nutné pozadovat spojitost parcialnich derivaci
az do 3. fadu vcetné.

13) Pfitom parcialnimi derivacemi &’

u?

5; zobrazeni ® na Casti hranice OM \ K (resp. na celé hranici M obrazce M, je-li K
prazdnd mnozina) rozumime parcialni derivace ¥/, ! jistého rozdifeni (zobrazeni ®) ¥ : G — E, tiidy C1 z obrazce M
na oblast G jakozto otevienou mnozinu, kde G D M, tj. obrécens, jehoz ziZeni na OM \ K je zobrazeni ® (tj. ¥|spp ¢ = @).
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a nazyvajici se téz derivace zobrazeni ® na dané mnozing,'* tam ma hodnost rovnu 2 neboli v M \K
je nenulovy aspori jeden z jejich subdeterminantt 2. fadu

s~
&~
e~

! ! z oz z a
I I , ng= v (8.24)

T, T Yo Yo

ny =
/ /

2y Ry

s~
s~
S~

}. Pak jednoduse souvisld'® mnozina ., dana oborem hodnot zobrazeni ® na M, tj. .= {®(u,v) =:
X € E3|(u,v) € M}, struéné . = ®(M), se nazyvéa jednoduchd hladkd plocha v E; tridy C*
na mnoZiné M \ K definovand v Ey na oboru M nebo jednoduchy hladky list na M\ K
nebo kratce list v Es3, definovany na oboru M (a s vyjimkou mnoziny K nejvyse koneéné mnoha
bodh jeho hranice v§ude hladky). Nazev ,elementdrni plocha“ nebudeme pouzivat. Zobrazeni ®(u,v)
uvedenych t¥{ vlastnosti, hladké na M \ K, se nazyva (jednoduchd) parametrizace listu (plochy)
& na M, rovnice (8.17) se nazyvaji parametrické rovnice plochy ., proménné u,v parametry
z oboru M parametri nebo parametry bodu listu . & vnitrni souradnice bodu listu 7.

e Uzaviena kiivka (jednoduchd po &astech hladka nebo hladka)'”) ®(OM), kterd je pii parametrizaci ®
obrazem hranice 0M = % jednoduse souvislého obrazce M, se nazyva okraj listu .7 (téz kraj nebo kontura
listu) a oznacuje se 0.7, tj. 0./ = ®(OM).

e Mnozina .° = .\ 0. se nazve (geometricky) vnitrek listu . (coz, pozor, neni (topologicky) vnitrek
mnoziny v E,, (zde n = 3), jak jsme jej definovali v 3.3.8 na str 49, ten by byl prdzdnou mnozinou).

e Regularni bod listu nazveme ten jeho bod, jenz bez vyjimky vyhovuje vSem tfem ¢dstem této definice,
tj. jak s vyuzitim geometrické nazornosti fikdme, v némz a jeho nejbliz$§im okoli existuje jeding spojité se
ménici normalovy vektor <f>; X 5; (tj. jedind teénd rovina). Kazdy jiny bod na . se nazyvé singuldrni
bod. Singularnim bodem listu . je tedy kazdy bod X = ®(u,v), kde (u,v) € K, pokud K # {). MnoZzina
P(K) € 0.7 je mnoZina singuldrnich bodd listu.

e Zda je bod plochy regularni ¢i singularni, mize zaviset na zvolené parametrizaci ®. Mluvime pak o ne-
podstatné singularité.

e Jednoduchy hladky list se nazyva list, jehoz kazdy bod je regularni (Hladky list nemd singuldrni
body).

e Terminy okraj listu a vnitrek listu jsou geometrické pojmy, podobné jako jednotkovy mnormalovy
vektor listu ¢i obsah listu, nebot lze ukéazat, Ze nezdvisi na parametrizaci listu.

° ‘ Pozname, Ze list ma u ploch podobny vyznam, jaky ma oblouk u kiivek ‘ List je nejjedno-

dussi dvojrozmérny utvar v Ej3. Slozitéjsi dvojrozmérné utvary ziskame jistym prilepovanim
tzv. prilehlych listt a témto Gtvarum budeme Fikat soucet listu (Viz 8.2.13).

8.2.3 Priiklad na kartézskou parametrizaci grafu spojité diferencovatelné funkce Uvazujme
plochu . jako kartézsky graf G(f) funkce (tj. pfi libovolném, avSak pevné zvoleném (obvykle) pravotodi-
vém kartézském systému souradnic oznaceném {O; N7 E} nebo Ozyz) f: M — Es, jejimz defini¢nim oborem
M C E; je obrazec z definice 8.2.2 a funkce f tiidy C*! na M je zadéna rovnici z = f(x,y). Piesvédcte se, Ze
G(f) je list na M, pouzijete-li k parametrizaci ® plochy kartézské soufadnice v pofadi (z, vy, z), tj. obvyklou
kartézskou parametrizaci X = ®(z,y) = (z,y, f(z,y)). Vyjaddieme téz jednotkovy smérovy vektor 7i°
normadly n plochy pfislusny této parametrizaci a jeho thel v s osou z (s jeji kladnou ¢asti Oz), tj. s jejim

smérem k (neboli smérovy thel v = (@) = (i°, k).
Reseni: Vime, ze G(f) = {(z,y,2) € E3|(z,y) € M Az = f(z,y)}. Protoze f € C*(M), je (podle defi-
nice 8.2.2) mnozina K = (). Ctenaii pienechdme k ovéieni, Ze zobrazeni ® je tiidy C! na M, takze je téz
spojité na M. Je-li (z1,y1) # (22,y2), plati (21,91, f(21,91)) # (22,y2, f(22,¥2)), a tedy zobrazeni ® je
prosté, je dokonce bijektivni, nebof jeho hodnotami je celd plocha. Protoze (jednoduse souvisly) obrazec
M je oblast ohrani¢ena a uzaviend, je M mnozinou kompaktni, takze inverzni zobrazeni ®~! k ® je podle
véty o spojitém inverznim zobrazeni na kompaktni vzor (Viz 4.5.6 na str. 72, 2. z vét o spojitych
zobrazenich kompaktil) té7z spojité zobrazeni. Z te¢nych vektorti urcujicich teénou rovinu plochy v bodé
X=(z,y,2) €.

& (2,9) = (1,0, fo(,),  Py(x,y) = (0,1, fy(x,y)), (8.25)

) nebot vSechny prvky derivace zobrazeni musi byt tiidy C! v dané mnoziné

15) Definujme tzv. jednoduse souvisly list, tj. list, jehoz parametrizace ® je definovana na jednoduse souvislém obrazci M.
To vyjadiuje pfedstavu, ze takovy list stejné jako M nema ,diry“. Pfitom tzv. ,vicendsobné souvisly* list (nepotfebujeme
j€j) lze vzdy rozdélit (rozlozit) na jednoduse souvislé listy.

16)Pfresnéji7 protoze zde i v aplikacich jde obvykle o ohrani¢enou podmnozinu jistého plosného ttvaru, uvadi se téz nazev usek
(nebo édst nebo kus) jednoduché hladké plochy tridy C1.

17)Ze okraj 8.7 listu . pri parametrizaci ® je kiivka uvedenych vlastnosti, lze dokazat na zékladé toho, e spojitym obrazem
kompaktni mnoziny M je kompaktni mnozina & = ®(M) (Viz véta 4.5.6 na str. 72), a ze kazda jednoducha kifivka je
orientovatelna.
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mame normalovy vektor v bodé X dotyku

= (E/z(xay) x (E;(,T,y) = —f;(ac,y);— f;(xay).;"" I;/: (7& 6‘) (826)

(jak pozaduje definice listu) a jeho délku (normu) ve shodé s (8.12) na str. 193 ve tvaru

(@, )| = \/ L <w) ; (%y”) (8.27)

Odtud plyne, 7e ||7i]| > 1. Potom jednotkovy normdlovy vektor ii° plochy .7, k niz je kolmy, a kterou
po zavedeni pojmu orientace plochy budeme nazyvat plocha . orientovand souhlasné s kartézskou
parametrizaci ®, ma (polokartézsky) tvar

_ ®x®, @y i@yl k
182X By 1+ 7 (e y) + 7 ()

V(z,y) € M. (8.28)

e Vsimnéme si, ze z kartézské parametrizace vypoctené normalové vektory 7, 7° maji tfeti sou-
fadnici vzdy kladnou, a tedy vZdy sméruji nahoru. Této skutecnosti, Ze skaldrni soucin vektori 71° a k je
kladny, tj.

- 1
7i°(X) - k = cosy = >0

\/1 + [ () + 2 (2,y)

neboli, ze (smérovy) thel v normélového vektoru 7° a sméru k osy z je ostry whel (0 < < %), vyuzijeme
pri geometricky nazorném zavedeni pojmu orientace grafu funkce v odstavci 8.2.4.

e Samoziejmeé, ze kartézskou parametrizaci ® grafu spojité diferencovatelné funkce na M, dané rovnici
z = f(z,y), mizeme zadat rovnicemi = = u, y = v, z = f(u,v), tj. X = ®(u,v) = (u, v, f(u,v)).

8.2.4 Orientace listu .¥,, jako plochy dané &asti grafu G(f) funkce spojité diferencovatelné
na M C E;, kde funkce je na jednoduse souvislém obrazci M C D; déna rovnici z = f(z,y), je, resp.
nent pri kartézské parametrizaci ®(x,y) = (z,y, f(z,y)) o rovnicich x = z, y = y, z = f(z,y) (Viz
priklad 8.2.3) souhlasnd s kartézskou parametrizact neboli je, resp. neni indukovand kartézskou
parametrizact, jestlize pfedem zvoleny normdlovy vektor plochy, pomoci néhoz je zminény list .7, =
{(z,y,2) € Ez|(x,y) € M Az = f(x,y)} jiz a priori (jednozna¢né — viz zminény piiklad) orientovan,
svird se smérem k = (0,0,1) osy z nulovy uhel nebo ostry dhel v (tj. 0 < v < 7), a tedy sméfuje
»nahoru®, resp. svird primgy whel nebo tupy dhel v (5 < v < m), a tedy sméfuje ,dola“. V prvnim,
resp. ve druhém (opa¢ném) piipadé téz iikdme, ze orientace édsti (kartézského) grafu .7, funkce
| vzhledem k roviné xy, urcend kartézskou parametrizaci ®(z,y), je ,horni“, ,vnéjsi“,  kladnd“,
,od rToviny xy odvrdcend“ strana ¢ strucné lic* ¢asti onoho grafu funkce, resp. fikame, Ze je to
ydolnt“, _vnitrnit“, .zapornad“, k roviné xy privracend“ strana Casti grafu & kratce ,rub® Casti
uvazovaného grafu funkce.

Podobné je tomu v pfipadé listu .., jenz je ¢asti grafu funkce dané rovnici z = g(y, z), jehoz projekci
do yz ozna¢ime M (Viz 8.1.5)

Sy ={(z,y,2) €Es|(y,2) e M ANz =g(y,2)} (8.29)

nebo
oo = {(@..2) € Bs| (2,2) € M A = g(2,2)}. (8.30)

Pomoci véty o implicitni funkci dvou proménnych Ize dokazat nasledujici

Tvrzeni: KazZdy list je v jistém okoli kaZdého svého bodu jednou z ploch typu .7y, 7., 7 x. ‘

Orientace plochy: je uréena, je-li mozZno jednu stranu plochy (tzv. dvojstranné plochy, o jed-
nostrannych plochdch viz déle) oznadit, napr. obarvenim, za a druhou za . Napr.
list papiru je dvojstrannd plocha. Jak zminime dale, u uzavrengych dvojstranngch ploch, ja-
kou je napr. elipsoid, prohlasime obvykle za lic tu stranu, kterd je ve sméru uzavrené

plochy a za rub tu stranu, jeZ je ve sméru oné plochy. Ta se pak nazyva ,

resp. v opacném pripadé | zaporné | orientovand uzavrend plocha.

e V dalsich iivahach o orientaci ploch bude hrat klicovou roli normélovy vektor plochy. Nésledujici véta
shrnuje nase dosavadni znalosti o ném.
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8.2.5 Véta o normadle plochy Necht T je reguldrni bod plochy . dané nékterym tvarem téchto
rovnic

a) ® = ®(u,v) nebo ¥ = 7(u,v), kde ® (nebo 7) je parametrizace listu z definice 8.2.2,
b) F(z,y,2) =0,

c) == f(x,y)."¥

Pak normala n plochy méa v bodé T smérovy vektor 11 neboli normalovy vektor i, jenz ma v jednotlivych
pripadech tvar

Ad a) =3, x® =7 x 7, popt. (viz 8.24) 7 = (n1,n2,n3),

Ad b) 7i = (F.(T),F)(T),FAT)),

Ad C) = (*f;(A)a 7f1/;(A)a ]-)7 kde A = ($07y0)a T= ($07y05 f(A)) Tk

Dikaz: plyne z toho, Ze smérovy vektor 7 normaly n plochy v bodé T je kolmy k teéné roviné plochy
v bodé dotyku T (a v pfipadé a) tedy téz ke smérovému vektoru 7., resp. 7. tecny souradnicové u-k¥ivky,

resp. v-kiivky).

8.2.6 Umluva Pouzijeme-li dile slovo plocha, budeme mit na mysli list v Ez definovany na M C Es,
nebude-li feceno jinak, a to az do mista, kdy zavedeme pojem ,jednoducha po éastech hladka plocha“,
ktera pak roli plochy prevezme (je totiz jejim zobecnénim, dilezitym pro aplikace).

8.2.7 Orientace plochy (tj. listu) Uvazujme nékterou (z nekoneéné mnoha) parametrizaci @ listu .
na obrazci M C E; z definice listu 8.2.2, kde M je jeho obor parametri u,v, a na ¥ uvazujme vsechny
regulérni body, ¢imz z definice 8.2.2 listu rozumime prévé ty body X = ®(u,v), pro néz (u,v) € M \ K.
Spojité vektorové pole jednotkovych normadalovych vektord n° na listu .7 takové, ze pro skoro vSechny
vySe zminéné body X € ¥ je 71°(X) jednotkovy normdlovy vektor listu .# v onéch bodech X (kolmy
na .’), se nazyva orientace listu. Orientovany list se nékdy oznacuje (-7, 7°) nebo a k nému opacné
orientovany list pak —., popt. podrobnéji (., —7°) nebo —719 Kazdy list ma pravée dvé orientace,
jez jsou (vzajemné) opacné. Zvolime-li jednu z nich, fikdme, Ze jsme na . zvolili stranu plochy. Tedy list
mé dvé strany, je to plocha dvojstrannd, coz u jinych ploch obecné neplati (Viz déle 8.2.16). Parametrizaci
®(u,v) uréené linedrné nezavislé tecné vektory ég(u,v), ég(u,v) plochy 7 (tedy jejich tihel neni ani 0
ani 7) definuji ve vySe zminénych bodech X € ¥ teénou rovinu, takze jednotkové normadalové vektory
plochy . v bodech X jsou vektory definované bud rovnosti

P! P! 3 P
= _'u(u,v) . _’U(u,v) nebo |7° = — _'u(u,v) . _’v(u,v) pro vSechna (u,v) € M \ K. (8.31)
(|1, (u, v) x @, (u, V)| (| @1, (u, v) x P, (u, v)]|

—0

e _po

e Zvolime-li orientaci .’ v jejim bodé X pomoci prvniho vektoru, ktery, povazujeme-li to za praktické, téz
oznacujeme jako °, tj. definujeme-li orientaci 77° podrobnéji rozepsanym vztahem
3 (d1(X)) x & (d~1(X
n°(X) =0° = ul = ( )_? ”(1 ( )), X=®(u,v) €S (u,v) e M\ K (8.32)
[[(@7, x @) (@1 (X))

(kde inverzni zobrazeni ®~! k parametrizaci ® vzhledem jeji prostoté existuje s vyjimkou koneéné mnoha
bodu ®(M \ K) € .¥), fikdme, ze plocha (list) .7 je orientovand s parametrizact ¢
neboli, ze orientace plochy je dana (indukovdna) parametrizaci, popt. ze parametrizace souhlasi
s orientact 7° plochy — to v ptipadé, Ze orientace plochy 71° je zadana predem, tj. ,,a priori“.

e V druhém (opacném) piipadé, kdy spojité vektorové pole jednotkovych normdélovjch vektoru 7i°

na . volime druhym ze vztaht, fikdme, ze plocha . je orientovand | nesouhlasné| s parametrizaci,

popt. ze parametrizace nesouhlast s orientaci n° plochy.

18) P¥ipomerime, Ze v prvnim p¥ipadé, tj. u listu ., podle definice 8.2.2 patii regularni bod T z .# do mnoziny {®(M \ K)};
v druhém pi¥ipadé, tj. u reguldrni plochy & tridy C' definované implicitné rovnici F(x,y,z) = 0 patif bod T € .#, kde .
je neprazdna mnozina bodt X z oblasti G C Eg definovand takto = {X € G|F(X)=0= F(T)AF € C}(G) AVF(T) # 5};
tieti pfipad je zahrnut v predeslém, nebot lze polozit z — f(z,y) = F (=, vy, 2).

19)Dodefinovani vektorového pole 7i° ve zbyvajicich, tj. kone¢né mnoha singuldrnich bodech X listu, tedy pro néz X = ®(u,v),
kde (u,v) € K, se provede stejné, jak je uvedeno v samém zavéru 8.2.14.
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e Je zfejmé, Ze normalovy vektor 7° listu mifi v jeho rtznych bodech stale od téze jeho strany. Jinymi
slovy, divé-1i se pozorovatel vzdy proti zminénému sméru 7° (tj. vzdy v opa¢ném sméru nez 71°), muize vidét
stale jen tutéz stranu listu.

e Tedy: K ORIENTACI plochy .7 staéi zadat jednotkovy vektor normély jen v JEDINEM
jejim (regularnim) BODE X.

e Geometrické nazornosti, kterd se opird napi. o pojem ,prava“ nebo ,leva“ ruka ¢éi ,hlava®“ po-
zorovatele apod., ¢ili o tzv. personifikovany model, je v aplikovanych oborech ¢asto vyuzivano
pfi zavadéni vyznamnych pojmu (nikoli jejich korektnich definicich) souvisejicich s orientaci ploch a my
budeme nazornost v celé kapitole o plosném integralu uprednostnovat, nebot matematicky zcela
korektni (a méné nazorné) definice by byly dost komplikované (a stejné by v praktickych situacich nefekly
o nic vice).

TX)
0.7

i o(x)
Obr. 8.5 Obr. 8.6

8.2.8 Orientace plochy (tj. listu) .7 a jejiho okraje 0.7 Rekneme, 7e plocha .# je orientovand
souhlasné se svym okrajem 0.7 nebo, ze plocha .7 a jeji okraj 0.7 jsou souhlasné (téz koherentné)
orientovdny, jestlize pro orientaci kiivky 0.7 (uréené prsty pravé ruky) a pro norméalovy vektor 7i° plochy
(demonstrovany vztycenym palcem pravé ruky v libovolném jejim reguldrnim bodé X) plati pravidlo pravé
ruky. Jinymi slovy, jestlize pii pohybu pozorovatele po okraji 0.7 orientované plochy (.7, 7°), pfi¢emz
pozorovatel je na spravné strané plochy .7 (tedy hlavou vzdy ve sméru orientujiciho pole, tj. normélového
vektoru 7°), musi mit pozorovatel vnitfek .° listu . p¥i levé ruce — viz obr. 8.5, 8.6, na nichz je souhlasna
orientace okraje 0.%’s . zndzornéna Sipkami. V druhém — opacném ptipadé mluvime o nesouhlasné orientaci
plochy a jejiho okraje a takova situace by na obou obrazcich nastala, kdyby oba normalové vektory mély
opacny smér. Orientovany okraj plochy .# se nékdy oznacuje nerozdélitelnym symbolem 0.. Lze dokazat
nasledujici

Zadame-li orientaci listu . nékterou jeho parametrizaci ®(u,v) a probihd-li bod U = (u,v)
z oboru parametri M jeho hranici OM souhlasné s jeji kladnou orientaci (Viz 7.5.4), pak odpovidajici bod
listu X = ®(U) probihd (induktivnim vlivem parametrizace) okraj 0.7 listu souhlasné s orientaci listu (coz
se jevi geometricky zfejmé pii kartézské parametrizaci ®(z,y)).

8.2.9 Definice obsahu listu — jeho plo$né miry Obsahem listunebo plosnou mirou listu . C Es
o nékteré z parametrizaci bodovych ® : M — Ej, resp. vektorovych ¥ : M — V(E3), M C E,, nazyviame
¢islo oznadené S(.) a definované dvojnym integralem pomoci rovnosti (jediné, jen formdlné tfemi zpi-
soby zapsané, pticemz [|77(®(u,v))|| je délka (norma) normalového vektoru 7 plochy . v libovolném jejim
reguldrnim bodé X = ®(u,v))

S() :jocf»; x &, |dudv|, |S(#) = [[ |7 x #ldudv|, |S$() = [[ (@, 0v)l|dudv|. (8.:33)

8.2.10 Poznamky ke korektnosti definice obsahu plochy Piedesla definice obsahu plochy je ko-
rektni. Lze totiz dokazat, ze obsah listu S() nezavisi na pouZité parametrizaci ve dvojném in-
tegralu na pravé strané vzorce, nebot zména parametrizace znamena prislusnou transformaci
dvojného integralu. Myslenku odvozeni vzorce a vlastnost napf. aditivity (této plosné) miry jsme nasti-
nili v dikazu véty 8.1.4. K odvozeni jesté nekolik poznamek.

(1) Vnofme analogicky jako v ¢asti ¢) diikazu véty 8.1.4 obrazec M v kartézském soufadnicovém systému
O*uv tentokrat do libovolného souradnicového étverce I (tj. jeho strany jsou rovnobézné s osami
u, v), ktery rozdélime dostateéné jemnou étvercovou §-siti (pro konkrétnéjsi numerickou predstavu
napi. k-tého radu, tzn. ze délka strany Ctverce je 6 = 2%) na konecny pocet dilé¢ich ¢tverct. Z nich
berme v Gvahu jen ty ¢tverce Iy, ..., I,,, které tvoii tzv. jadro My, obrazce M (Viz obr. 8.7), tj.

Uit li= My, My CM (8.34)

(tj. z obrazce vynechdme tzv. okrajové prvky).
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(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Z vlastnosti vektorového soucinu je zfejmé, ze pro obsah S(o;) rovnobéznika o; C E3 urc¢eného nekoli-
nearnimi vektory 7,,(X;), 7, (X;), jejichz thel je ¢, plati

S(o) = [|[Tu(X)[| - 17 Xo)[| - [sin | = |70 (Xs) x 70 (X)]] - (8.35)

Oznacme X; = ®(u;,v;), ' X; = ®(u; + du,v;), 2X; = ®(u; + du,v; + dv), 3X; = ®(u;, v; + dv) body
na .7.

M
\\ M,
I;
du
M
u;  u; +du U

Obr. 8.7

DéleniD(M) = {L;}y ={6,...,L;,...,In} obrazce M (pFesnéji — jeho jadra M}, pomoci étvercové
stté€ urcitého radu k) vytvari (indukuje) parametrizaci ®(u,v) rovnéz déleni D(.) = {A, ..., n}
mnoziny ®(M},) lezici ve vnitrku ° listu .¥ na v podstaté se nepiekryvajici podlisty A1, ..., S m,
jejichz sjednocenim je mnozina — jadro ®(Mjy) listu ., a to pomoci plosné sité soufadnicovych u-
kiivek .7 (u) a v-kiivek #(v) na zminéné mnoziné. V kazdém ¢tverci I; = [u;, u; + du] X [v;,v; + dv],
jehoZ obrazem na . je soufadnicovy list .%; = ®(I;) s hranici tvofenou sousednimi soufadnicovymi
kiivkami ¢ (u), #a(u), #1(v), #2(v), provedeme volbu bodu — reprezentanta R; € I;. Necht je to
napt. vzdy jeho levy dolni roh R; = U; = (u;, v;). Tedy X; = ®(R;) € 7. Obsah étverce I; sité na M
vytvoreného vektory du = (du, 0), dv = (dv, 0), je P(I;) = dudv (= 6% = 1/4%). Vijbér reprezentanti
V(M) ={Ry,...,Rn} na M indukuje vjbér reprezentanti V() = {Xy,...,X;n} na . pfi déleni
D (jadra) obrazce M.

Oznac¢me d(%;), popt. diam.¥; prumér plochy (listu) .7;, coz je supremum mnoZiny {o(X,Y)}
euklidovskych vzdélenosti ¢ libovolnych bodt X,Y € .7,20) tj.

() = Sap {o(X,Y)} .

,Yeyi

‘ Princip myslenky odvozeni obsahu S(.) plochy . ‘ o parametrizaci ® tkvi v tom, ze kdyz vez-

meme v nékterém bodé X listu ., jenZ ma dostateéné maly prumér d(.%;), tecnou rovinu
Y, a promitneme .¥; do teéné roviny X;, pak lze predpokladat, Ze obsah tohoto prumétu uréeny
jistym zobrazenim ¥; bude dobre aproximovat obsah listu .7;.

Rovnice teéné roviny ¥; listu . v bodé X; = ®(u;, v;) obsahujici rovnobéznik o; na obr. 8.7 je (pro kazdy
jeji bod Z)

du dv
= — ——
Z=X;+ @ (ui,v;) (v —ug) +P (ug,v;) (v — ;) . (8.36)
W, (u,v)

Pravou stranou rovnice (8.36) je definovano na ¢tverci I; € M afinni zobrazeni®) W, : I, — Eo,
jimz lze pro body ctverce I; lokalné a linedrné aproximovat hodnoty zobrazeni ®, konkrétnéji, list
7; 1ze dobfe aproximovat tenym rovnobéZnikem o; € %, [Dobfe aproximovat zde konkrétné
znamend mimo vyuziti ltnearity afinniho zobrazeni téz to, Ze je vidy spojité, a je-li afinni zobrazeni

20) Cislo d(#;) plochy 7 je tedy nejmensi ¢islo, které neni mensi nez vzdélenost dvou libovolnych bodi X,Y € .#;.
21) Zobrazeni euklidovskych prostort (nad télesem realnych cisel R) @ : E, — Eq se nazyvé linedrni, resp. afinni, jestlize vzdy,

resp.

za dalsiho pfedpokladu Zl a; = 1, plati @(Zizl a;Up) = Zi:l a;®(U;) pro vSechny body U; € E,.

=1
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navic prosté zobrazeni E, do E,, pak jde o (vzdjemné) homeomorfni zobrazeni mnozin, tj. jejich
homeomorfismus] dotykajici se .%; v bodé X;. Pro vrcholy tec¢ného rovnobéznika o; plati podle obr. 8.7

Z; = U;(us,v;) = ®(ug,v) = Xiy, 1Z = Uy (uy + du, i),
2Z; = W (u; + du,v; + dv), 3Z; = ¥;(ui, v; + dv). Obsah S(.%;) je proto podle vzorce (8.35)
S(o0) = 1('Zi = Z5) x (°Z; = Z3) || = (|19}, (us, vi) x &, (s, v0) | P(1;) (8.37)
(kde P(I;) = dudv = 6%). Porovnavani S(o;) s (8.35) dava
7u(Xi) = B, (Ui)du, (X)) = 8, (Ui)dv.

Systém {o1,...,0m} tvofi (Viz obr. 8.8) ,rovnobéznikovy deskovy obklad® listu .7, v némz tecné
rovnobézniky o; jsou bodové ,nalepeny* na podlisty .7; v bodech X;. Polozme

Sp(D,V) = gmlS(oi) = S ||®, (wg, vi) X B (ug, )| P(L) - (8.38)

L0=

K3
Cislo Sk(D, V) lze pro dostateéns velké k pokladat za ptiblizné vyjadieni obsahu listu .7 a étenaf v ném
jisté za obvyklého oznafeni poznava (Riemannuv) integrélni soucet S(D,V) pfi zminéném déleni D a
vybéru V reprezentantl pro dvojny integral na jadie My obrazce M (pokrytého ¢tvercovou siti k-tého
fadu s délkou ¢ strany ¢tverce I;)

jj |8 x & ||dudv .

M,

(7) Diikaz zévéreéného tvrzeni (ktery vynechavame), ze plati

. o =4 5/
JimSi(D,V) = {18, x &, |audv, (8.39)
M
vyuzije toho, ze funkce ||ii(u,v)| := ||®, x &' | je stejnomérné spojitd na vychozim obrazci M.
ﬁO
% 1}
Obr. 8.8 Obr. 8.10

8.2.11 Zavedeni elementu dS obsahu parametrizované plochy . pfi jeji parametrizaci ®(u,v),
resp. 7(u,v), resp. specidlné pii kartézské parametrizaci ®(z,y) ¢asti & grafu funkce z(x,y), provedeme

s prihlédnutim k (8.33) vztahem
, resp.|dS = ,/1+27+ zl’fdxdy , (8.40)

pricemz d.S se v aplikovanych oborech (Poznamenejme, Ze misto d.S se pouzivé téz oznaceni dp, dw apod.) na-
zyvé neorientovany element plochy nebo element (obsahu) parametrizované plochynebo (skaldrni)
plosny element plochy nebo element obsahu plochy, a muZeme jej povazovat za obsah velmi ma-
lého tseku (kiivé) plochy, ktery se pribliZzné rovna obsahu rovnobéZnika uréeného teénymi
vektory 7,(X;) = ®,du, 7,(X;) = ®,dv (obr. 8.8) plochy v jejim bodé, tedy obsahu podobné (obdélnikové)
,desticky“ jako pri dikazu véty 8.1.4 a pri vypoctu obsahu hladké plochy dané grafem spojité diferencova-
telné funkce z = f(x,y) (obr. 8.2).

e Ze specialniho tvaru Lagrangeovy identity (@ x b)2 = @2b? — (@ - b)? uvedené v DP ziskdme vztah

dS = ||, x &,[|dudv |, resp. |dS = ||} x 7| dudv

18, % 8L = \/(81,)2(8,)2 — (&, - &,)2.
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Z néj pfi oznaceni Gaussovych koeficientu E, F, G plochy (1. fadu), dulezitych v diferencidlni geometrii
ploch (které prili§ nebudeme vyuzivat), a pfi oznaceni v (8.18) a v (8.19), mame pro ony koeficienty

E = (3)" = @) + @) + )
F = &,% = oz, + gy + 2z, (8.41)
G (@) = @) + @) + )2

a odtud dostaneme pro element parametrizované plochy dalsi vztah

dS = VEG — F2dudv, (8.42)

a pro jeji obsah S(.¥) (plosnou miru, je-li .#’listem) navic vztah

S() = H VEG — F2dudv . (8.43)
M

Tvrzeni: | Gaussovy koeficienty E, F,G jsou invariantni (neméni se) vzhledem k izometrickému zobra-

zent.

8.2.12 Plo$na méfitelnost a plo$na mira (tj. obsah) mnoZin na listu a ploSe Necht . C E3 je
list a ® : M — 3 jeho parametrizace. Cdast 2 listu .7, tj. & C .¥se nazjva plosné méritelnd mnozina
na listu . nebo podlist listu, je-li vzor (proobraz)22) podlistu £, tj. mnozina

NP ={Uec M|®U)c 2}, (8.44)

mnozina méritelnd*) v Ey [vzhledem k dvojrozmérné mife, nami oznacované s nebo P, tedy obsah
P(®~1(2)) této rovinné mnoziny z M je kone¢né &islo]. V tomto pifpadé definujeme plodnou miru mnoziny
2 neboli obsah (plosné) mnoZiny na listu vztahem

S(2) = || 18, x &, |dudo. (8.45)
-H(2)

e Poznamenejme ve shodé s o¢ekdvanim, ze ploSnd mira nezavisi na parametrizaci ®, je aditivni, sjedno-
ceni plogné méfitelnych mnozin 221, &5 na listu .¥ je mnozina métitelnd na .7, a jsou-li to navic disjunktni
mnoziny, pak S(Z; U Hy) = S(P1) + S(P2) v disledku aditivity dvojného integralu ve vzorci.

e Necht obecnéji je .7 tzv. ,vicelista“ plocha ,jednoduchd po éastech hladkd* (Podrobnéji viz
dale 8.2.14). Rekneme, Ze mnozina .# C .7 je plodné méritelnd na plode .7, jestlize pro kazdy list
" C .7 je mnozina 4N .7* plogné méfitelna na listu .7*, a déle fekneme, e mnoZina .# C . md plos-
nou miru nula, jestlize pro kazdy list & C .’ ma mnozina . N .¥* plosnou miru 0, a piseme S(.#Z) = 0.
1. Je-li S(A) =0a .y C M, pak S(#1) =0. 2. Krivkana plose .¥a sjednoceni konecného

poc¢tu kiivek na . maji plosnou miru 0.

zy

b
ne by 5%
ﬁO
4"‘_ ___ﬁ‘~\
2 i)
O y
X
Obr. 8.11 Obr. 8.12

8.2.13 Jednoducha po céastech hladka plocha dvojlista jako soucet prilehlych lista. Uzaviena
plocha Mg¢jme dva listy .71, .%%, jez jsou orientované, tj. lze je téz oznacit 3”1,3”2 (Nepottebujeme-li
v tomto odstavci orientaci, tak toto slovo nebo pojmy na ném zalozené zde nebo v navazujicim textu
jen vynechame), pri¢emz jsou orientované souhlasné se svymi okraji 0.7, 0.% (Viz obr. 8.9) [Situaci, kdy
jsou oba listy .1, .% orientované nesouhlasné se svymi okraji, zndzornujeme jen pro uplnost na obr. 8.10,
nebot ji nebudeme v aplikacich potfebovat]. Necht

22) P¥ipomenime, 7e vzor mnoziny N1 C N pfi zobrazeni ® : M — N, se nazyva mnozina ®~1(N;) = {X € M | ®(X) € N1},
pticemz symbol ®~1(.) je nerozdélitelny a mé smysl, i kdy# neexistuje inverzni zobrazeni &~ 1.
23) P¥ipomenime, #e podmnoZina mévitelné mnoZiny v Ey (napt. obdélnika) nemusi byt meéritelnd — viz 6.1.14.
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(1) ANSH COS NI  atento prinik je tvofen jedinou kiivkou (jednoduchou po ¢astech hladkou) £
(na obr. 8.9 je to (neorientovany) oblouk '), resp. koneéngm poctem takovych kiivek, pficemz listy
s touto vlastnosti se nazyvaji prilehlé listy ¢i prilepené listy podél zminéné krivky 7, resp. krivek,
nebo je primik tvofen koneénym poctem disjunkinich jednoduchych po éastech hladkych k¥ivek [napt.
dvou svislych tisecek, jak je tomu u rotacni valcové plochy .= {(z,y,2) € E3 |22 +y? +22 = R2A0 <
z < b}, jejimz ,okrajem“ (Viz dale) neni jedind uzaviend kiivka, ale sjednoceni dvou disjunktnich
kruZnic, pfi¢emz . chdpeme jako ,orientované* (Viz dale) sjednoceni .1 U.%, prilehlych orientovanych
listd .71, .75 na obr. 8.11],

(2) orientace okraju 0.7 a 0.7 prilehlych listi .71,.%% podél jisté kiivky .# je ve vSech spole¢nych
bodech téchto okraji (tj. na 0.7 N0 = # ) opacnd, neboli kdyz je orientovana kiivka ¢ ¢ésti
orientovaného okraje 0.7, pak je orientovana k¥ivka — % ¢4sti orientovaného okraje 0.7 (Viz obr. 8.9).

Potom orientované sjednocent . = 1 U %, tj. sjednoceni se zachovanim souhlasné orientace na obou
listech, které vsak zapiSeme jako

=S + .% nebo podrobnéji = 5”1 + 3”2 ,

se nazyvéa orientovand jednoduchd po castech hladkd (dvojlistd) plocha v Es, o niz fekneme, Ze je
to soucet dvou prilehlych orientovanich cdsti — prilehlijch orientovanych listi. Rikime téz, ze
(podél krivky %) prilehlé orientované listy /1, % jsou orientované (koorientované).

e Orientace (dvojlisté a té7 déle uvedené vicelisté) plochy . (jedna ze dvou moznych) je definovana
orientaci jejich listt, tj. ORIENTACE plochy je definovana uz orientaci jejiho JEDINEHO LISTU.
Okraj 0.7 plochy . je (Viz obr. 8.9, na némz je okraj vyznacen nejvyraznéji) mnozina

0F U0.5)\ (051 N 0.73) (8.46)

(kde pruh oznacuje uzdvér mnoziny pod nim umisténé). Okraj plochy . mize byt bud mnozinou prazdnou
— v tom piipadé se .# nazjvé uzaviend jednoduchd po castech hladkd (dvojlistd) plocha®® — nebo
okraj plochy muze byt uzavien jednoduchou po ¢astech hladkou kfivkou nebo mtze byt tvofen konecné
mnoha takovymi kiivkami (i disjunktnimi — viz zminénou vélcovou plochu).

Okraj 0.7 plochy .7 je tedy jeji geometrickou hranici nikoli hranici topologickou (definovanou v 3.3.8
na str. 49), tou je v Eg sama plocha .. Pfipomernime, Ze okraj plochy je pojem geometricky.

e 7 obr 8.9 je kromé zvyraznéni okraje 0.% souctu ploch . = . + % téz ziejma popf. orientace
orientovaného okraje 0.7 orientovaného souctu ¥ listt A, S5. Rovnéz vidime, Ze body zminéné
kiivky # = 0.1 N 0.% nepat¥i do okraje 0.7, popf. orientovaného okraje 0.7 souétu ploch, coz
nastava i u vice dvojic prilehlych list, kdy kiivek s vlastnostmi kiivky 7 je vic.

e Pojem souhlasné ¢i nesouhlasné orientace plochy — listu a jejtho okraje z odstavce 8.2.8 lze
zobecnit z dvojlisté plochy na plochu vzniklou zminénym prilepovdnim listi. Na tom je zaloZzen nasledujici
pro praxi dulezity pojem

8.2.14 Jednoducha po éastech hladka plocha neboli plocha vicelista, popf¥. orientovana Je
ziejmé, ze obecné u tzv. ,vicelisté“ plochy nemusi byt kazdé dva listy prilehlé. Pfihlédneme-li k pojmtm
z predeslého odstavce, zvlasté ze kazdé dva prilehlé orientované listy jsou souhlasné orientované, ptficemz
definujeme étyri pravidla prilepovani listu pro listy z koneéného systému m list

(A1 Sy, T}, (8.47)

ziskdme pro aplikace vyuzitelnou mnozinu v Eg, ktera se nazyva jednoducha po éastech hladka plocha
7 neboli plocha vicelistd nebo struéné plocha sloZend z m listu 71, ..., %, (m > 2), ¢ struéné (ale
méné vystizné) plocha, jakou je napf. (uzavieny) sedmilisty povrch Sestibokého jehlanu, tvofeny jednim
Sestitthelnikem (podstavou) a Sesti trojihelniky (sténami) nebo jakou je (tzv. ,neuzaviend“ — viz dale)
Ctytlista plocha na obr.8.12 apod. Tato ¢tyfi pravidla jsou:

(1) S=AU... UL,

(2) prokazdéi# jje NS C O N0., kde. .7 N7 je bud kifivka (u pfilehlych listl) nebo mnozina
jednobodova nebo prazdna,

(3) pro kazdé i # j # k # i je & N.%; N7 bud mnozina jednobodova nebo prazdna,

(4) pro kazdé i € {2,...,m} je list . prilehly (tj. pfilepeny) k nékterému listu .}, kde j € {1,...,7 —1}.

24) Geometricky takové uzaviené plose .# napi. vyhovuje povrch zemékoule vznikly soucétem (pfilepenim) prilehlé orientované
severni a jizni poloviny .7,.%%, kdy normalovy vektor sméfuje ,vné“ nebo ,dovniti“ této uzaviené plochy. Aviak orientaci

uzavienych ploch i terminy v uvozovkach probereme dale.
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Systém (8.47) se nazyva rozklad plochy . na listy. Rekneme, ze .7 je jednoduchd hladkd plocha, kdy?
ke kazdému bodu X € % existuje okoli O(X) tak, ze O(X) N ¥ = & je jednoduchy hladky list (tj. na &
existuje spojité norméalové pole 7i°, pficemz jeho nenulovost je jiz zarucena v definici 8.2.2 listu).

e Krajni krivka plochy . se nazyva kiivka, kterd je ¢asti okraje pravé jednoho listu rozkladu plochy .&.
Nema-li plocha . krajni kiivky, nazve se uzavrend jednoduchda po éastech hladkd (m-lista) plocha,

kratce ‘ uzavrend plocha ‘ Neni-li . uzaviena plocha, nazyvé se sjednoceni vSech krajnich (popf. navic

i orientovanych kiivek, a to opét tak, ze kazdé dva pfilehlé listy jsou orientované souhlasné) kiivek okraj
plochy 7 (popf. orientovany okraj plochy 0.7 ). Uzaviena plocha nemé okraj, jinymi slovy, okraj
uzaviené plochy je prazdna mnoZina (). Okraj 0.% plochy . je bud uzaviend kiivka (jednoducha
po ¢astech hladkd) nebo disjunktni sjednoceni koneéného poctu uzavienych kiivek (tedy .7 uz mize mit
po prilepovéani ,,diry“, které nami definovany list jesté nemél).2%) Druhy p¥ipad, kdy napt. okraj 0.7 plochy
.7 je disjunktnim sjednocenim 0. = J# U J#5 (uzaviené) vnéjsi hraniéni krivky .7, plochy a jedné
(uzaviené) vnitrni hraniéni krivky % plochy (tj. # N 5 = 0), ohranicujici ,diru“ v plose a se silné
vyznacenym okrajem 0.% véetné zvolené orientace, znazornuje obr. 8.12.

e Podobné jako u kfivky, nebude-li uvedeno jinak, slovem bez dalstho dodatku budeme
ve shodé s imluvou 8.2.6 minit jednoduchou po éastech hladkou plochu.

e Singuldrni body plochy .7 o rozkladu (8.47) jsou podmnozinou mnoziny

m
0 o5, (8.48)
i=1
a u plochy, ktera neni hladka, mohou vytvofit nejen mnozinu izolovanych bodt (napt. ,hrot“ jako vrchol
plasté kuzele), ale mohou uz vytvorit dokonce i krivky (v nichz se plocha ,lame*, podobné jako v bodech
hiebenu sedlové stifechy). Plati: mnoZina singularnich boda na plose méa plo$snou miru 0.
o Je-li . plosné méritelnd mnozina na plose (jednoduché po ¢astech hladké) .7 (Viz 8.2.12), a je-li (8.47)
rozklad plochy ., definujeme (a lze ukdzat, Ze jednoznacné) tuto plosnou miru mnozZiny # na plose ¥
vzorcem

NgE

S(H) =S S(HN.7). (8.49)

=1

Odtud specialné dostavame
Je-li .7 plocha o rozkladu na listy {.7,...,. %}, pak .7 je plosné meéritelnd neboli md
konecéngy obsah S(.7) a ten je dan (tato plos§nd mira je dana) vztahem

S() = f:;l S(). (8.50)

e Hladka plocha nema singularni body.

e Necht .¥ = (., 7°) je orientovany list. Orientovany list S = (S,7°) se nazyva édst orientovaného
listu nebo orientovany podlist listu .7, kdyz .4 C .¥, pfitom orientace (orientujici normélové pole
jednotkovych norméalovych vektoril) 7§ je ztiZenim orientace 7i°, tj. 715 = 7°| », . Rekneme, Ze orientovany list

.7 (podrobnéji 7 ) je soudet orientovanych (pod)listu (soucet svych orientovanych ¢asti) .74,...,. % a
piSeme
S=A+...+F nebo podrobnéji S = + ...+ . %%, (8.51)

je-i {A, ..., S} rozklad listu .7, a je-li kazdy orientovany list .%; édsti 7. Ziejmé pak — = (=) +
...+ (=) nebo podrobngji —.& = (—A) + ... + (—%,), kde dvojice (.7, —ii°) & list oznadeny —.7 &
75’, se nazyva opacéné orientovany list k listu .7 (lisi se od . pouze svou orientaci neboli ma opacnou
orientaci).

e Rikdme, Ze plocha .7 je orientovatelnd a mé orientovany rozklad {5”1, e ,5’;6}, existuji-li oriento-
vané listy {91, ceey 5”;6} tak, ze plati

(1) {FA, ..., %} je rozklad plochy .7,
(2) kazdé dva prilehlé listy .75, .%; jsou orientované souhlasné.

e Necht .7 je orientovatelnd plocha s orientovatelnym rozkladem (na listy) {5”1, e ,jﬂk}, a nechft orientace
listu .77 je 79. Definujme vektorové pole 7i° : . — V(E3) tak, ze polozime

A°(X) = @2(X) proXe. s  (i=1,....k) (8.52)

25) Mezi plochy nepat¥i Gtvar, jaky vytvoii napt. pravé v jednom spole¢ném vrcholu se dotykajici dva (nebo t¥i) trojihelniky,
které pro jejich zakfiveni jesté nalepime napf. na sféru nebo valcovou plochu. Pro¢ nepat#i?
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a v ostatnich bodech, tj. na okrajich 0.%; listu .7, definujme 77° dvéma zptisoby: je-li to mozZné, definujeme
71°(X) tak, aby pole 7° bylo v bodé X spojité (Viz rozsifeni zobrazeni ®), a neni-li to mozné, tj. v singu-
lérnich bodech X na 0.7;, kdy se plocha v okoli takového bodu X ,ladme* (podobné jako v bodech hiebenu
sedlové strechy zndzornéné v 5.4.14 na str. 102) nebo mé v bodé X ,hrot“ (jak je tomu v pfipadé vrcholu
plasté kuzele), pak definujeme 7°(X) = 4. Pole 7i° se nazyva orientace plochy . indukovand oriento-
vanym rozkladem {3’1, . ,jﬁk} a dvojice (.7 71°), resp. Castéji jen 7, se nazyva orientovand plocha.
Dvojice (&, —1i°), resp. Castéji jen — ¢i —.se nazve (podobné jako pfi zminéném rozkladu listu na ¢asti)
opacné orientovanda plocha k . To, ze orientovany rozklad {5”1, .. ,E’k} urcuje orientaci plochy 5”,
vyjadiime stejnymi zapisy jako v (8.51).

e Lze dokazat, ze (podobné jako u kiivek) orientovatelna plocha ma pravé dvé mozZné orientace,
fikame, Ze je dvojstrannda. Plochy, jeZ nejsou orientovatelné, se nazyvaji jednostranné plochy.

8.2.15 Véta o orientovatelnosti uzaviené plochy Uzaviena plocha je orientovatelna. %

8.2.16 Jednostranné plochy Nyni uvedeme piiklad zajimavého plosného tutvaru v Es, ktery nevyho-
vuje nasi definici listu ani plochy, pfesto se pro néj nazev ,list“ nebo ,plocha“ pouziva. Jde o utvar, ktery
nazveme Mébiuv pds, zndzornény na obr. 8.13. Model Mébiova pasu vytvorime z tizkého obdélnikového
papiru ABCD sirky ||AD|| = ||BC|| = 2a, délky ||AB|| = ||CD|| = 27R (0 < a < R) tim, Ze slepime jeho strany
AD a BC tak, Ze ztotoznime bod A s bodem C a bod D s bodem B neboli pfed slepenim zminénych stran
jednu z nich ,Sroubovité oto¢ime” o 180° kolem podélné osy obdelnika. Tuto ,plochu® lze napt. vyjadrit
zobrazenim (nikoli jednoduchgm, pouzitym v 8.2.2)26)

#(u,v) = i(R + u cos g) cosv + j(R + ucos g) sinv + Eusing , (8.53)

kde (u,v) € M = [—a,a] x [0, 27]. Je to (hladkd) jednostrannd ,plocha“, o ¢emz se lze presvéd¢it tim, ze ji
celou obarvime tahem $tétce dvojim obéhnutim, tj. 0 < v < 47, aniz bychom stétec oddalili od plochy nebo
tahli Stétcem pres jeji okraj, coz nelze jinak u dvojstrannych ploch slozenych z listi. Zaroven to znamena,
7e jednostranna plocha neni orientovatelna. Po jednom obéhnuti totiz mifi konec $tétce opacnym
smérem (Nacrtnéte si), jinymi slovy, na Mébiové pasu neexistuje spojité se ménici pole jednotkovych
normaélovych vektoru. ,Okraj* Mobiova pasu (chapany zde jen intuitivné) je kupodivu tvofen jedinou
hladkou ,ktivkou“.

Obr. 8.15

8.2.17 Poznamka Priiklad Mobiova pasu naznacuje, Ze u slozitéjsich ,,ploch*, které nejsou souctem
list, a tedy se neopiraji o definici listu v 8.2.2, mohou nastat problémy s orientaci. Na obr. 8.14 je
znézornéna ,projekce” tzv. Kleinovy?") ldhve (coz je jednostrannd plocha, tj. nema vnitini ani vnéjsi
stranu — pfesnéji je to neorientovatelnd varieta dimenze 2) ze ¢tyfrozmérného prostoru, v némz sama
sebe neprotind, do trojrozmérného prostoru, v némz sama sebe protina.

Nyni jen pro ilustraci uvedeme v inzenyrské praxi se vyskytujici analogie nasledujicich dvou tsek plosnych
utvart. Je to vinuty sloup na obr. 8.15 (fadime jej k cyklickym Sroubovym plochédm), ktery je oborem
hodnot zobrazeni

7(u,v) = (sinu + sinv)i + (cosu + cosv)j + vk napf. na obdélniku M = [0,27] x [0, 2] (8.54)

26) Mobitiv pas téz vznikne rotaci usecky U délky 2a lezici v roviné zz na ose x se stfedem (R, 0,0). Rovina zz se ota¢i kolem
osy z (v kladném smyslu) a tsecka U lezici stéle v roviné zz se pfitom otaéi kolem svého stfedu, ptfi¢emz jeji otaceni je dvakrét
pomalejsi nez otaceni roviny. Proto se pfi otoceni roviny xz o thel 27 vrati U do své vychozi polohy, avsak s obracenymi konci.
Tak je odvozeno nasledujici zobrazeni pasu ve vektorovém tvaru.

2T)Klein, Felix (1849-1925), némecky matematik.
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a kolmy $roubovy konoid nazyvany rovnéz helikoid (Jeho ¢ast je na obr. 8.16. Radime jej k pifmkovym
plochdm (zborcenym)), jenz pfipominé lodni Sroub. Vznikne tak, Zze (tvofici) pfimka kolm4 k ose, napf. z,
kona kolem ni sroubovy pohyb, jenz mtize byt popsan hodnotami zobrazeni

- - - m
7(u,v) = tucosv + jusinv + kbv, u € (—oo, +0), v € [—57'(', 5] (8.55)
(kde jsme pro pravotocivost volili kladnou konstantu b = 1). Vyloucenim parametrii w,v z prvnich dvou
rovnic konoidu 2 = wcosv,y = usinv mame £ = tanw, takze explicitni rovnice konoidu ma tvar
2 = barctan 2 .29) (8.56)
x

Koné-li zminény sroubovy pohyb pouze poloptfimka, vznikne plocha, jejiz ¢ast je zndzornéna na obr. 8.17,
kterou si pracovné nazvéme ,nosna plocha tocitého schodisté* (Volili jsme 0 < u < 1, f%w <v< %w).

2ka oM
T

0. 71T
=0
;N“ oM
0o = 2a
/ y 47
X

U=

Obr. 8.16 Obr. 8.17 Obr. 8.18

8.2.18 Priklad Dokazme a) ze v E3 je zobrazenim ®(u,v) z E; do Es definovana pro (u,v) € M C Eq
parametrizace ® listu .= {X = (z,y,2) = ®(u,v) = (u,v, kvVu? +v2) € E3|u? + v? < 4a® Av > 0}, kde
a, k jsou kladné konstanty, a nechf tato plocha . je (apriori) orientovina nesouhlasné s parametrizaci ®.
Najdéme b) singularni body Y plochy, existuji-li; ¢) jednotkovy norméalovy vektor 7° v nékterém reguldrnim
bodé X € .4 d) definujme orientaci okraje 9.# plochy .# tak, aby orientace 0.7 1 . byly souhlasné a urc¢eme
v nékterém regularnim bodé T okraje jeho orientujici jednotkovy tecny vektor 7°.

Reseni: Zobrazeni ® : E; — E3 je ddno rovnicemi 2 = w,y = v,z = kv/u2 + v2 nebo piimo v kartézskych
soufadnicich z = x,y = y, 2z = ky/22 + y2 na obrazci M = {(z,y) € Ez|2? +y? < 4a®> Ay > 0} v (pevné
zvolené) kartézské roviné Ozy. Tim se situace stane geometricky pfehlednéjsi. Grafem . (Viz 8.2.4) funkce
uréené rovnici z = kv/22 4+ y2 v M je na obr. 8.18 v jeho levé ¢asti znédzornéna polovina plasté rotacéniho
kuzele s vrcholem v pocatku O, otevieného ve sméru osy z (kterd je zarover jeho osou), jenz méa vysku
z = kv/4a? = 2ka. Projekci . do kartézské roviny Ozy je vlastné zobrazenim ® zobrazovany polokruh M
o poloméru 2a, lezici v pravé ¢asti zminéného obrazku v 1. a 2. kvadrantu.

Ad a) Nyni dokdzeme t¥i pozadavky v definici listu 8.2.2, aby ndm ® definovalo parametrizaci listu .
na oboru M (kartézskych) parametrt z,y. Poznamenejme, ze hranice M je uzaviena kiivka (jednoduchd
po ¢astech hladkd), jez je sjednocenim zndzornéné polokruznice a tise¢ky na ose x. Za oblast G lze vzit cely
prostor Es;

ad 1) @ je evidentné zobrazeni spojité a prosté nejen na M, ale dokonce v Ey;

ad 2) ® ma spojité a ohranifené parcidlni derivace &, 5; na M\ K, kde K = {(0,0)}, nebot & (z,y) =
(1,0, \/kf—)’ ! (x,y) = (0,1, by ) jsou na M \ K ohranicené a spojité vektorové funkce, pfi¢emz
) 2 Nz

bod (0, 0) lezi na hrani¢ni kiivce OM;

ad 3) na M \ K je zadanym zobrazenim ® indukovéna (s nim souhlasna a pomoci ® vypoctend) orientace 7

plochy .
- - k k
P=8 X = [ e =% 1| #37
\/z2+y2 \/z2+y2

(Vsimnéme si, ze ¥ sméFuje nahoru, nebot mé kladnou tieti soufadnici), tedy ® je parametrizace
a . je jednoduchd hladka plocha na M \ K, tj. list v E3 definovany na M (Pfesvédcite se, ze délka

28) Pritom parametrické v-krivky jsou tvoreny souosymi Sroubovicemi a u-krivky jsou pruniky konoidu s rovinami y = x tan vo,
pricemz jsou to primky kolmo protinajici osu z.
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vektoru v je ||| = V14 k?). Okraj plochy (listu) . je uzaviend kiivka, jejiz hladké ¢asti tvori (Viz
zminény obrazek) dvé tsecky a polokruznice {(x,y,2) € E3|2? + y? = 4a®> A z = 2ka Ay > 0} (Ovéite
si).

Ad b) Z predeslé ¢asti je ziejmé, ze v jediném bodé (0,0) € OM tvoficim jednoprvkovou mnozinu K,
neexistuji jak te¢né vektory 5&, 5; tak tedy ani vektor 7/, takze parametrizaci ® je na . urcen timto bodem
jediny singuldrni bod plochy Y = ®(0,0) = (0,0,0) € 0.7

Ad c) Podle 8.2.7 a zadani tlohy ma byt orientace 7i° listu . (tj. jednotkovy vektor 77° norméaly n listu)
na mnoziné vsech regularnich boda ®(M \ K) € .# nesouhlasnd s orientaci 7° indukovanou parametrizaci ®
listu ., tj. je ddna vztahem

ﬁoz_ﬁoz_i: 1 kx ky 1
17l VI+ k2 \ a2+ a2+ g2

odkud je z jeho zdporné tieti soufadnice evidentni, ze sméfuje dolu. Orientaci . sta¢i uréit (popf. i
znézornit) v jediném reguldrnim bodé na .#, napt. v bodé X = ®(0,a) = (0, a, ka). Po dosazeni je 7i°(X) =

ﬁ(oa kv 7]‘)

Ad d) Pozadovana souhlasné orientace orientovaného okraje 0.9s orientovanou plochou 52 je ve shodé s 8.2.8
definovana pravidlem pravé ruky a je na zminéném obrazku vyznacena Sipkami. Napf. v bodé T = (0, 2a, 2ka)
je ™(T) = (1,0,0).

8.2.19 Priklad Urceme obsah (plosnou miru) S() plochy .¥ z predeslého piikladu.
Reseni: Uvedli jsme tam, 7e [|[7]| = ||®], x @, | = [|®, x @, || = V1 + k2, takie S(./) = [[,, [|®), x & [|dudv =
V1+ k2 [, dedy = V1+ E2P(M) = 2ma®V1 + k2.

8.2.20 Ti¥i priklady o polosfére Rozhodnéte, ktera zobrazeni ® jsou parametrizacemi horni polosféry
. 0 poloméru R se stiedem v poc¢atku O = (0,0, 0), tedy situované v prvnich étyfech oktantech. Déle urcete
vektor 77 normaly plochy .# indukovany (tj. souhlasny se) zobrazenim ®,29) a té7 obraz ®(9M) hranice oboru
parametru M, je-li

2 2 3
1) ®(u,v) = <R2-2i-11iziv27 . S R), kde M = {(u,v) € Ey |u? + % < R?},

2) q’(l‘,y) = (xvya R2 - 1'2 - y2)7 kde M = {(xvy) € EQ |:L'2 +y2 S R2}7
3) (¥, ¢) = (Rcosysind, Rsinpsind, Rcosv), kde M = {(¥,¢) € E2 |0 <9 < T A0 < o < 27}

Reseni: Predevsim snadno ovéiime ve vSech ptipadech, ze ® vyjadiuje .7, nebot plati 22 + y? + 22 = R?,
z > 0.
Ad 1) ®(u,v) je spojité v M, tj. & € C(M), a téz prosté v M. Déle je

- - -

i 7 k
e ® x® — | 2R(R—u’+0°) —4R%uv —4R%u —
u v (R2+’IJ,2+’U2)2 (R2+u2+'u2)2 (R2+u2+v2)2
—4Ruv 2R%(R*+u?—v?) _4R3v
(R Fu?t0?)? EruZto9)? (RPtue+09)?
4R* 2 2 2 2 2 2 4 2 22 ~
W(ZRU(R +u +'U),2R’U(R +u +'U),R 7('& +'U))?é0na,M

neboli pro véechna u?+v2 < R?, tedy ® je parametrizace jednoduché hladké plochy — listu .7. Protoze
ns = R*— (u? +0%)% = [R? — (u +v?)] - [R?+ (u? +v?)] > 0, je tihel viech vektori /i a sméru k osy z nulovy
¢i ostry neboli, jak fikdme, 77 sméFuje nahoru, popf. je to thel pravy.

Jelikoz z = ﬁiﬂﬂ —R= R%, dostaneme odtud pro OM : u? +v? = R?, 7e z = 0. Oznacime-li
Hyy = ®(OM) = {(x,y,2) € Eg|a® + y> = R?* Az = 0}, je Hy, ,rovnikova® kruznice, kterd je zérovei
okrajem 0.7 listu . definovaného na M. Tedy ®(OM) = 0. = Hyy.

Ad 2) Pii této kartézské ,parametrizaci“ nejsou funkce 5’1 = (1,0, \/ﬁ),@; = (0,1, \/122:7372—742)
spojité ani ohrani¢ené pro body hrani¢ni kruznice OM : x2 + y? = R?, coz je uz nekoneéné mnoho bodi
(Mnozina K, kde smi byt poruseny piedpoklady z definice listu, mtize byt nejvyse kone¢nd), tedy ¢ neni

. s 4z > - =/ 2 _ Yy _ Yy ,
parametrizace. Snadno zjistime, ze 77 = @) x ®; = (\/RQ—ImQ—yQ’ Ty 1) = (%£,%,1) ma kladnou
tfeti soutadnici, tj. sméFuje nahoru pro vsechny body (z,y, z) € ., s vyjimkou téch, co lezi na ,rovniku®
Hay, kde 7 neni definovan. Pritom ®(OM) = 4, = 0.%.

29) nekdy jej znacime 7
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Ad 3) Pouzijeme-li zobrazeni ®(1, ), které dusledné vychazi z popisu . v pravotocivych (Viz obr. 8.19)
sférickych souradnicich, tj. danych v poradi (¢, r,9) nebo (r,9,¢) nebo (9, ¢, r), pficemz pripomeiime
jejich souvislost s kartézskymi soufadnicemi (z,y, z) pomoci rovnic

D xr=rcospsind, y=rsinpsind, 2z =rcosV, (8.57)

kdy na . je r = R, pak zobrazenim ® (¥, ¢) je indukovan norméalovy vektor (tj. vypoéteny pomoci P)

- - -

i j k
| _ F/ 2 . . o 2 . . . .
*‘I’ﬁ X ®,=| Rcospcos? Rsingpcos?y —Rsind | =|R sind(cospsind,sinpsind, cos?)|.

—Rsinpsin?d R cos psind 0
(8.58)

Pro tplnost uvedme jeho normu

7]l | = R%\/cos? @ sin® ¥ + sin® g sin* ¥ + cos? ¥sin® 0 =| R?sin ) |. (8.59)

e Vsimnéme si, Ze dolni svorkou oznaceny skalar je z pravotocivych sférickych souradnic zndma hod-
nota jacobidnu zobrazeni ® z (8.57) (pouze je ted r = R). Znalost tohoto vyrazu usnadni
zapamatovat si tvar jak 7 tak ||77]|.

e Nyni uréeme smér 7. Napf. pro bod U = (¥,¢) = (5, %) z hranice OM zobrazenim ®(vJ, ) zobra-
zovaného obdélnika M, jemuz piislusi na ose y a na .# lezici bod Y° = ®(U) = (0, R,0), je podle (8.58)
i(Y%) = R%(0,1,0), tedy 7(Y?) ma smér j osy y. Aviak pro bod (¥, ¢) = (0,0), jemuz na . odpovida bod
osy z (,severni pol“ celé sféry) N = (0,0, R), je #(N) = &! Proto N je singuldrni bod plochy (Jde o ne-
podstatnou singularitu. Pro¢?). Podrobnéji, podle (8.58) je ng = R*sinv cosd = 1 R?sin(29) > 0 na M
pro 0 < ¥ < 7, takze s vyjimkou nekonecného poctu bodt ,rovnikové* kruznice .%#;,, na niz je 7 kolmy
k ose z, a s vyjimkou ,severniho pélu“ N(0,0, R), kde je 7i = 0, i sméFuje vzhuru. Protoze na hrani¢ni
usecce ¥ =0, 0 < ¢ < 2m, jez je stranou hranice M obdélnika, tedy uz v nekoneéné mnoha bodech oboru
M je ii = 0, neni ®(9, ) parametrizace plochy .7.

e Nyni k vlastnostem zobrazeni ®(1J, ¢). Je spojité a ma ohrani¢ené parcidlni derivace 529, <f>fp, nebot je
dokonce tfidy C'*° na kompaktu M. Na vnittku M° obdélnika M je i prosté (injektivni), jak vime z definice
sférickych soufadnic. Problémy s porusenim injektivnosti (podobné jako jiz s nenulovosti 77) tusime na hranici
OM obdélnika. A skutecné, celd zminénad hranicéni svisla tsecka ¥ = 0,0 < ¢ < 27 (Viz obr. 8.19) se
zobrazi do jediného jiz zminéného ,pdlu“ N (tj. ® nemize byt parametrizace). Dalsi dvé vodorovné strany
obdélnika 0 < ¢ < %,(p =0al << %,(p = 27 se zobrazi na tutéz ,severni“, na nultém poledniku
,vychodni® polokoule lezici ¢tvrtkruznici 7., : x? + 22 = R?,y = 0,2 > 0,z > 0 s krajnimi body N a
X% := (R,0,0), &mz je i na téchto stranach poruSena injektivnost ® (Znazornéni .#,, dvéma carami ma
znalit jejich splynuti pii zobrazeni ®. Geometrickou terminologii fe¢eno — ¢tvrtkruznice J7,, je Casti jisté
meridianové kruzZnice sféry). Teprve na zbylé svislé hrani¢ni usecce ¥ = 5,0 < ¢ < 27, kterd se zobrazi
na jiz zminénou ,rovnikovou® kruznici %, je ® ,téméi“ vSude prosté. Totiz i zde je prostota ® porusena
v jejich krajnich bodech U;(%,0), Uz = (5,27), jejichz spolecnym obrazem je na .# a ose x lezici, vyse
zminény bod X° = ®(U;) = ®(U,), ktery je primnikem ,rovniku“ %, a ,nultého poledniku® na ,vychodni
polokouli“. Plati ®(OM) = H., U . Zde je ctvrtkruznice 22, ,nadbytecna“ do geometrické predstavy
o okraji 0. polostéry ., jimz musi byt jen ,rovnik* .7, — vzdyt, koneckonct, ®(¥, ) ani neni parametrizaci
.

e Je ziejmé, ze pti vySetfovani vlastnosti zobrazeni ®(1J, ¢) celého oboru parametrit M na celou sféru .7
se setkdme s obdobnymi problémy s porusenim jeho injektivnosti na hranici 0M, pficemz si uvédomime,
Ze okraj celé sféry je mnozina prézdnd. K prazdné mnoziné ,nadbytecnd® ¢ast ,okraje“ ®(OM) se zvétsi
o ,dolni“ ¢tvrtkruznici, takze uz pujde o celou ,nadbyteénou“ polednikovou (merididnovou) polokruznici
K x? +22=R?% y=0,r >0 ,vychodni polokoule® sféry .#z. Severni a jizni pdl sféry jsou singuldrni
body, nebot Jacobiova matice (8.23) Jg zobrazeni ® mé v bodech tsecky ¢ = 0, 0 < ¢ < 2, resp. usecky
¥ =m, 0 < ¢ <27 (jejlmz obrazem je severni pdl N, resp. jizni pdl (0,0, —R)) hodnost rovnu 1. Je to vSak
nepodstatnd singularita, nebot je zpusobena pouze vybérem parametrizace, nikoli geometrii
plochy. Pii jiné parametrizaci by tyto body singularni byt nemusely, ale mohly by jimi byt jiné dva body
sféry.

8.2.21 Dulezité poznamky k nasi definici parametrizace listu a k nékterym zvlastnostem sféry
Priklad 8.2.20 ukazuje, 7e cela sféra g : 2+ y*>+ 22 = R? se neda Zadnym ze t¥i zobrazeni para-
metrizovat, ba dokonce uz u polosféry zklamalo jak zobrazeni ®(z,y) vychazejici z kartézskych souradnic
(x,y), tak i zobrazeni ® (¥, ), vychazejici ze stérickych souradnic (4, ¢), a to v tom, Ze nebylo prosté na hra-
nici OM oboru parametri M. U posledniho zobrazeni navic neodpovidal obraz ®(0M ) geometrické predstavé
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o okraji 0.7 polosféry .7, i kdyz tato obtiz by Sla odstranit vhodnou definici okraje plochy. Nasi k parametri-
zaci @ | prisné“, zato vSak jednoduché definici listu 8.2.2 nevyhovi rovnéz cela ohranic¢end rotacéni valcovd
plocha ¥?+y? = R%,0 < z < b (Obr. 8.11) nebo celd ohrani¢end rotaéni kuZelovd plocha z = k+/x% + y2,
22 +1y? < 4a? (tj. doplnéné o symetrickou protilehlou polovinu k té, co je na obr. 8.18) a nékteré dalsi plogné
atvary. Presto vyhody uzsiho pojeti této definice prevladnou. Napf. jsme poznali, Ze pomérné snadno se daly
nasi definici filtrované“ listy orientovat.

e Pro vétsinu ploch technické praxe je zminéna definice dostateéné obecna. Komplikovanéjsi plochy (napf.
munohostény) je ¢asto praktictéjsi vyjadrit jako soucet listi (v onom pfipadé mnohotihelniki), z nichz kazdy
uvedené definici vyhovi, a popf. kazdy z listi parametrizovat zvlast. Zminéna sféra .z i ohraniéena
rotaéni valcova plocha se da vyjadiit podle definice 8.2.13 jako dvojlista plocha, z nichz kazda je
souc¢tem vzdy dvou symetrickych protilehlych polovin — dvou hladkych listi.

e K tomu, abychom do nasi definice zahrnuli vice plosnych Utvard, napf. zminénou sféru, sice existuji
Cetné teoretické zpusoby zobecnéni této definice, vzdy je to vSak za cenu komplikovanégjsi definice i celé
teorie ploch. Navic takové ,,uvolnéni“ definice listu 8.2.2 v pozadavcich na prostotu zobrazeni ¢ i
jeho regularitu®® ani nebude u plo$ného integralu nutné, jak vyplyne z nasledujiciho odstavce.

e Predbézné o invariantnosti plosného integralu vzhledem k neinjektivnosti a neregularité zobrazeni ® ‘

Pii vypocétu plosného integralu funkce f skalarni, resp. f vektorové na (vicelisté) jednoduché po ¢éstech
hladké plose . lze pouzit namisto parametrizace i takové zobrazeni ®, jehoZ prostota €éi regularita
je poruSena na mnoziné plosné miry 0 (Viz 8.2.12), tj. je poruSena na koneéném poctu kiivek
¢éi bodu lezicich obvykle na hranicich obord parametrt jednotlivych listt rozkladu {7, ..., %, } plochy
7, ktera neovlivni existenci ani hodnotu plosného integralu na dané plose z uvazovanych obort parametri,
pokud jsou integrandy f resp. f ohranicené funkce na plose .. O takovém zobrazeni se v literatufe, ne zcela
piesné, ¢asto hovori jako o parametrizaci plochy, nebot se s nim pfi vypoctu naklada stejné, jako by $lo
o skutecnou parametrizaci. Vlastnost invariantnosti (neménnosti) plogného integralu vzhledem k poruseni
injektivnosti takové ,parametrizace na mnoziné plosné miry nula, kterou jsme pravé predbézné uvedli,
nazveme invartantnost plosného integralu vzhledem k neinjektivnosti a neregularité zobrazent ®
na mnoziné plo$né miry nula. Tato vlastnost nas prilis nepfekvapuje, nebot uz dfive jsme poznamenali, Ze
vypocet plosného integralu se vzdy prevadi na vypocet dvojného integralu.

8.2.22 O jedné dulezité vlastnosti sféry a koule Poznamenejme, Ze
e sféru nelze izometricky®") zobrazit (deformovat) na rovinu;*?)
e koule mé ze viech téles téhoz objemu nejmensi obsah povrchu.??)

8.2.23 Priklad Najdéme obsah S(.%) &&sti . povrchu Evropy, predpoklddame-li, ze jde o ¢ast sféry

o poloméru R = 6378 km ohrani¢ené poledniky, kterym p¥islusi (vychodni) zemépisné délky 0°, 15° (tento

polednik prochédzi Libercem a Jindfichovym Hradcem) a rovnobézkami, jimz odpovidaji severni zemépisné

sirky 45°, 60°.

Reseni: Pouzijeme-li zobrazeni vychéazejici ze sférickych soufadnic, je <S94, 0<5p<

13 2 |7l =

30O regularnim zobrazeni viz 6.4.5 na str. 156 — stru¢né feceno, jde o pozadavky na spojitost parcialnich derivaci 5;, 5; a
nenulovost norméalového vektoru i = q;; X 5; (neboli pozadavku, aby jacobian zobrazeni Jg # 0) na uvazované mnoziné

31 Izometrické zobrazeni viz poznamku pod ¢arou na str. 193

32) Proto nelze sestrojit mapu ¢asti zemského povrchu, ktera by zachovavala délky.

33)Drobné kapicky vodni mlhy, na rozdil od b&znych destovych kapek, ziskaji pfiblizné kulovy tvar, nebot vlivem sil povr-
chového napéti této kapaliny, jez vyrazné prevazuji nad vnéjsi gravitacni silou, se zde voda, stejné jako kazda kapalina, chova
tak, jakoby byl jeji povrch pokryt tenkou pruznou vrstvou, kterd se snazi stahnou povrch kapaliny, aby mél co nejmensi plosny
obsah.
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R?sind, takze podle (8.33) S() = [[,, I7]|ddde = fﬁ R? sin9dv fw dp = R?(p2 — 1) (cos ¥ —cos ¥g) =
LR*(cosE —cos ) = ‘/_2_‘/_ R ~ 1692437 km?.

8.2.24 Priiklad Vypocitejme obsah tseku .# plochy eliptického paraboloidu .77 : %2 + 92—2 = 2z, vytaté
kolmou vélcovou plochou (%2 + %)2 = %2 - %.

Reseni: Pouzijeme-li k popisu .¥ zobecnéné poldrni souradnice (6.37) ze str. 160 ve vhodném tvaru,
®(p, ) : x =3pcosp,y = 2psinp, mé v nich rovnice ©idici krivky valcové plochy s tvar 9 = \/‘W
Jacobian zobrazeni je Jp = abgo = 6o, kde a = 3, b = 2. Protoze cos2p > 0, je bud M; : —F < ¢ < 7,
0 < o < y/cos2p nebo My : %77‘ <p< %ﬂ', 0 < o < /cos2p, kde M = M7 U My je integracni obor. Projekci
vélcové plochy do roviny Oxy je kiivka podobnd Bernoulliové lemniskdté, kterd mé tvar co (Bernoulliova
lemniskata ma totiz rovnici (z2 + y2)? = 2a®(22 — y?),a > 0, resp. 0 = v/2a+/cos 2p). Vzhledem k symetrii
& bude vyhodné integrovat jen na ¢tvrting oboru M, napi. M*: 0 < ¢ < I, 0 < p < \/cos2¢p. Zatneme-li

vypocet v kartézskych soufadnicich, dostavame S() = [[,, +/1+ 2 + 2/ dady = 4 [[,,. /1 + 0*6pdedp =

24fﬂ/4d ‘COSZ@\/lJrQ odp = |subst. 1+ o? *t|*12fﬂ/4d f1+C052w\/_dt fw/4 2v/2cos® p—1) =
2(20 — 37T)
e ./ je plosny Gtvar vyplitujici osmicku (Viz obr. 8.20) nalepenou na elipticky paraboloid, jejiz stied splyva
s jeho vrcholem. Je ¥ list? Je .# soucet dvou listu? Jak byste . vystizné charakterizovali?

8.2.25 Poznamka k Jordanové vét& v E3  Stejné jako se Jordanova véta (Cti: Zordanova) na str. 182
tykala uzavrengch krivek # v Ey a byla dilezitd pro definici kladné orientace uzavienych kiivek, ktera
se pak vyuzila v Greenové vété (o cirkulaci vektorového pole f po cesté #), nasledujici Jordanova véta
v E3 se tykd uzavrengch ploch v E3 a je dilezité pro definici kladné orientace uzaviené plochy . neboli
pro orientaci . vektorem 7 vnéjsi norméaly n uzaviené plochy .7, ktera se pak vyuzije ve Stokesové véte
(o toku vektorového pole f plochou .¥). Prestoze nasledujici véta, ktera patii k zakladnim vétam topologie
prostoru, tvrdi néco, co je geometricky ziejmé, je jeji diikaz dost obtizny i obsahly.

8.2.26 Véta Jordanova v E3 o rozdéleni prostoru uzavienou plochou Necht .7 je uzaviend (jed-
noduché po castech hladké34)) plocha v E3. Potom . rozdéluje E3 na dvé oblasti, tj. existuji dvé oblasti
G1,Gs C E3 takové, ze

a) kazdy bod z Ej lezi pravé v jedné z mnozin G1, Ga,.7,
b) .#je hranici jak Gy, tak Gy (neboli 0G; = 0Gs = .¥),

c¢) jedna z oblasti G1, G2 je ohranidend a druhd je neohranifend. %

8.2.27 Vnitiek a vnéjsek uzaviené plochy v E3 Je-li . uzavrena plocha a G, G2 oblasti z Eg,
jejichz existenci zarucuje Jordanova véta, pak ta z oblasti, kterd je ohranicena, se nazyva vnitrek plochy .
a oznacime ji int .. Druha z oblasti G1, G2, jez je neohraniCend, se nazyva vnéjsek plochy . a oznacime
ji ext . (Pficemz stejné jako v 7.5.3 nesmime tyto terminy zaménovat s pojmy vnitiek M° a vnéjsek M
mnoziny M v E,). Jako uzavienou plochu .# si pfedstavme hranici 9T (uzavieného) kvadru 7. Pak int. je
vnitiek kvadru 7° a ext . je jeho vnéjsek Es \ 7T'.

8.2.28 Kladna a zaporna orientace uzaviené plochy v E3, uréena vektorem jeji vnéjsi, resp.
vnit¥ni normdaly Necht {71,...,.%,} je rozklad uzavrené plochy .# (o niz z 8.2.15 vime, ze je vzdy
orientovatelnd) na m listt. Necht je kazdy list .#; orientovan jednotkovgm normdalovym polem 7¢ tak, aby
v kazdém reguldrnim bodé A jeho vnitrku ° méla polonormadla X = A + t11;(A),0 < t < oo listu &
v libovolné malém okoli O(A) spole¢né body s vnéjskem ext.”. Pak fikdme, Ze orientovand uzaviend
plocha

L=+ ...+ Sy, podrobuéji =S + ...+ S, L= (S05), i€{1,...,m} (8.60)
je orientovand vnéjsim mormalovym wvektorem neboli je orientovand normalou vné, téz vnéjsi
normdlou, téz smeérem ven neboli orientovand kladné. O plose —.% ¢i —. orientované opacné (Viz

8.2.14), iikdme, ze je orientovand vnitrnim normadlovym vektorem neboli je orientovand normadlou
dovnitr, téz vnitrnt normalou, téz smérem dovnitr neboli orientovand zaporné.

8.2.29 Téleso — uzaviena regularni oblast v E3 Ohranicend oblast G C E3 se nazyva reguldrni
oblast?® je-li jeji hranice uzaviena plocha nebo disjunktni sjednoceni koneéného poétu uzavienych ploch

34) Pozadavek hladkosti plochy lze zeslabit.
35)srovnej s elementdrni mnoZinou v Es, tj. elementdrnim télesem = télesem v 6.3.7 na str. 153
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(tj. jednoduchych po ¢astech hladkych). Uzavér G =: V nebo G =: T se nazyvad uzaviend reguldrni
oblast V v E3 nebo regularni téleso nebo jen T. Je-li hranice télesa T', resp. oblasti V' oznacena
symbolem JT, resp. OV pouze jedina plocha .7, pak se T, resp. V nazyva jednoduse souvislé téleso
T, resp. jednoduse souvisld (uzavrend) oblast V v Es. Kladné orientovanou hranict 0T télesa
T, resp. oblasti V v E3 se rozumi vnéjsim normalovym vektorem (Viz 8.2.28) orientovand plocha 7. Je-
li v obecnéj$im piipadé hranice télesa T' i oblasti V sloZena z vnéjsi uzaviené plochy .71 a z vnitrnich

uzavienych ploch %, ..., %, pficemz kaZzda z vyjmenovanych ploch se nazyva hraniéni plocha (vnéjst,
resp. vnitrni) a plati mezi nimi vztahy
1) CcintA (i=2,...,k), 2) imtSNint;=0proi#ji#1,j#1, (8.61)

pak se T', resp. G nazyva k-ndsobné souvislé téleso, resp. k-nasobné souvisla oblast nebo vicendasobné
souwvislé téleso T, resp. vicenasobné souvisla oblast G. Lze psat

k
T=int \ | int .. (8.62)
i=2 - -

V tomto ptipadé se kladné orientovanou hranici 0T, resp. OV télesa, resp.
(uzavrené regularni oblasti) V neboli hranici orientovanou vnéjsim
normadlovym vektorem vzhledem k télesu T, resp. oblasti V rozumi (Lze
pouzit i dalsi formulace z 8.2.28) soubor orientovanych ploch 5”1, 5”2, . ,jﬂk,
kde vnéjsi hrani¢ni plocha .7; je orientovand vnéjsim normélovym vektorem
a vnitini plochy 5”2, e ,5”;6 jsou orientované vnitinim normalovym vektorem,
tedy normalovy vektor vidy sméfuje ven z télesa, resp. oblasti V, viz
obr. 8.21 (kde je naznacena orientace trojnasobné souvislé koule smérem ven
vzhledem k télesu obsahujicimu dvé ,diry*“ — ,,dutiny“; jednu kulovou a jednu
vélcovou). Piseme pak, napt. v piipadé télesa T, resp. oblasti V' (nebo i bez
sipek, nehrozi-li nedorozuméni)

T =S+ Fo+...+F, V=S +...+%. (8.63)

Hranice télesa T (resp. uzaviené regularni oblasti V), jeZ je orientovand opa¢né nez je kladné orientovana
hranice 0T (resp. V), se oznacuje —oT (resp. —8‘7) nebo ¢asto jen —IT (resp. —OV') a nazyva se zgporné
orientovand hranice télesa T (resp. uzaviené regularni oblasti V) nebo hranice orientovand vnitrnim
normdlovgm vektorem vzhledem k T (resp. V).

8.3 Plosny integral skalarni funkce neboli 1. druhu

8.3.1 Fyzikalni motivace pro integral Plosny integral je zobecnénim integralu dvojného i kiivkového
a jeho vypocet lze pfevést na integral dvojny. Mizeme tedy pii jeho definici i poukazovani na jeho vlastnosti
vyuzit vlastnosti Riemannovych integralnich souctt.

e Uvazujme hmotnou plochu — skofepinu ve tvaru listu . v E3 definovaného parametrizaci ®(u,v) =
(z(u,v),y(u,v), z(u,v)) na jednoduse souvislém obrazci M, M C Ey, tj. & : M — Es. Af je na . zaddno
spojité skalarni pole f(X) = f(x,y, ), kde ®(u,v) =: X = (z,y, 2) € ¥ pro kazdé (u,v) € M je jeji libovolny
bod, tj. f: . — E;. (Skalarni) funkci f, kterd je nutné na .¥ téz ohranicend, lze interpretovat napf. jako
plosnou hustotu hmotnosti v kg - m~2 (nebo hustotu elektrického naboje ¢i teplotu v bodech plochy
apod.) h(x,y,z) = f(X) > 0 skofepiny .7, pfi¢emz chceme najit celkovou hmotnost skotepiny H( )
(celkovy elektricky néboj, celkovou teplotu na . apod.).

e Pak napt. hmotnost skofepiny . [kdy .7 pfi parametrickém vyjadieni mize reprezentovat podstatné irsi
tfidu dvojrozmérnych utvart v Es, nez kdyz v 8.1.8 plocha byla jen tisekem grafu spojité diferencovatelné
funkce z = f(x,y)] vyjadiime a vypocitdme délenim — rozkladem D(. ) = {A,...,%m} skofepiny
.7 (s vlastnostmi v 8.2.14) na v podstaté neptekryvajici se podlisty, které bude indukovano délenim D =
{M,...,M,,} uz celého jednodusSe souvislého obrazce M na podobrazce M, ..., M,, (nikoli jen délenim
jeho jadra My, ¢tvercovou siti k-tého Fadu jako v 8.2.10), nebot uz obsahy S(#;) podlistt umime podle 8.2.9
urc¢it. Hmotnost je aditivni funkci listu, tj. plati

e Necht skofepina . je ddna parametrizaci ®(u,v) o parametrickych rovnicich
@(u,v) : IL'ZIL'(U,U), y:y(u,v), Z:Z(u,’l))

na oboru M lezicim v roviné O*wv. Zminénému délent D obrazce M na podobrazce M; s obsahy P(M;)
prislusi déleni D(. ) skofepiny .# na podlisty .%; s plosnymi obsahy S(;), i = 1,...,m, pro néz podle
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vzorci (8.20), (8.33) plati

S(#) = [[ 18, x &, | dudv = [[ /n3 +n3 + n3 dudv. (8.64)
Mi i@ (u,)) M

Integrand ||7(®(u,v))|| pfedstavuje spojitou funkci (vnitinich) proménngch — parametrtt u, v a geomet-
ricky reprezentuje délku normadlového vektoru 7i plochy . v kazdém jejim regularnim bodé. Je-li déleni
D uz dosti jemné, abychom mohli zminény integrand na kazdém M; nahradit konstantou, tj. vyjadiime-li
predesly integral pomoci stredni hodnoty jeho integrandu na mnoZiné M; v jistém jeho bodé U; (Viz
vétu 6.2.6 o stfedni hodnoté integralniho poc¢tu a poznamka za ni nasledujici — ¢ast b)), obdrzime pii déleni
D pro vhodny vgbér V = {Uy,...,U,,} bodi — reprezentanttt U; = (u;, v;) € M; vztahy

S(#) = [li(@(Ua))| - P(M;) -

Vybérem V(¥ ) = {Ry,...,Ry} bodid R; na podlistech . listu . pfislusnych bodim U; € M;, kdy
R; = ®(U;), mame definovany Riemannovy integralni soucty

3

NE!

i=1 i

F(@(us, vi)) - [[7( P (wi, i) | P(Mi) | (8.65)

1

Necht

D| = max {diam(M;)} je norma déleni D, kde diam(M;) = sup o(U*,U*) je prumér mno-
<i<m U*,UxeM;

Ziny M;, tedy supremum mnoziny (euklidovskych) vzdalenosti.?®) Potom pro m — +o0o a ¢iselnou posloup-

nost {|| D }55_; norem déleni D,,, konvergujicich k nule (tj. pro normdlni posloupnost {D,,,} déleni D,,,

pro niz lim [|D,,| = 0, struénégji | D|| — 0+) je evidentné jak P(M;) — 0+, tak S(-#;) — 0+. Tim pfejde
m—00

soudet z (8.65) v limité [podminky jeji existence je§té upfesnime, p¥iGemz vime, ze limita integralnich

soufttl nesmi zaviset ani na volbé& déleni . na .%; ani na vybéru reprezentantu — bodu R; € .%]

k rovnici
| £y, 2148 = {[ Fle(w,v), y(u,0), 2(u,v)) - [73(@(u, v))||dudv (8.66)
7 M

Zavedeme-li element (diferencial) dH hmotnosti H(” ) plochy — skofepiny o plosné hustoté h = f(X)
vztahem

dH = f(X)dS,

kde dS je v 8.2.11 zavedeny element (obsahu) parametrizované plochy . nebo (skalérni) plosny
element plochy ., mizeme pro vyse zminénou limitu — hmotnost H () oznacenou jako Hy fdS psat

H() = [ )ds = [[ f(@(u,0)) - |8}, x &, |dudv. (8.67)
4 M

e O limité, vyjadiené prvnim ¢ druhym integrdlem v piedeslém vztahu (budeme ji nazyvat ,plosng
integral“), v aplikacich fikdme, Ze vyjadiuje integraci funkce (zde hustoty) na ploSe nebo po plose .¥ pies
vSechny jeji plosné elementy dS (zde téz, ze vyjadfuje integraci vSech elementt hmotnosti dH na .%).

8.3.2 Plosny integral skalarni funkce (¢i skalarniho pole) na jednoduché hladké plose — na listu
Necht . je list v E3 a ®(u,v) jeho parametrizace na jednoduse souvislém obrazci M. Necht funkce f(X) je
definovand a ohranicend na plose .7 (tj. pro kazdy bod X = ®(u,v) € .%). Existuje-li Riemanntv dvojny
integral ([, f(®(u,v)) - ||®,(u,v) x & (u,v)|dudv, pak Fikime, 7e funkce f je integrovatelnd na plose
&, ptitemz uvedeny integral oznacujeme [[,, f(X)dS, [[, f(x,y,2)dS nebo [[_ f ¢ijen [, apod. (Misto
v aplikovanych oborech nejcastéjsiho oznaceni dS, jez si nyni z mnoha nézvi nazvéme (skaldrni) element
neorientované plochy, se pise téz dp, dw, do apod.), nazyvame jej plodny integrél skalarni funkce
f nebo plosny integral 1. druhu, téz neorientovany plosny integral na plose . (orientace plochy se nikde
nevyzadovala) a definujeme jej vztahem

j:[j,f(X)dS = [[,; f(®(u,v)) - H@L(u,v) X ég(u,v)ﬂdudv ) (8.68)
Rekneme-li, Ze f je integrovatelna funkce na plose .7, nebo ze plo$ny integral f na .7 existuje, minime tim
totéz.

e Je-li plocha . reprezentovana vektorovou rovnici 7 = 7(u, v) = z(u, v)er y(u, v)f+ z(u, v)E, (u,v) € M,

pak lze pfi ztotoznéni jejich bodu X s pFislusnym radiusvektorem #(u, v) psat téz

Hyf(X)dS = HM F(7(w,v)) - |7 (u, v) X 7 (u,v)||dudw |. (8.69)

e Zduraznéni integrace funkce f na | uzawvrené | plose . uéinime zapisem @35, fds|.

36)tj. nejmensi &slo, které neni mensi nez vzdalenost dvou libovolngch bodi dané mnoziny (v obecném pripadé oteviené)
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8.3.3 Dulezita poznamka k ploSnému integralu Ve shodé s poznamkou 8.2.10 ke korektnosti obsahu
listu, také plosng integrdl je invariantni (tj. neménny) vzhledem k pouzité parametrizaci ¢ neboli
existence ani hodnota j:[j, nezavisi na zadné z nekone¢né mnoha moznych parametrizaci. Dale pfipomenime
invariantnost plosného integralu vzhledem k neinjektivnosti a neregularité zobrazeni ® na vicelisté
po castech hladké plose ., na niz l1ze tedy misto parametrizace pouzit i zobrazeni, jehoz prostota ¢i regularita
jsou poruSeny na mnoziné koneéného poc¢tu bodi ¢i kiivek (ze str. 211). Odtud je patrné, Ze ploSny integral
[, fdS zavisi pouze na f a na listu ., resp. na listech.

8.3.4 Véta o plos$ném integrilu na listu jako grafu funkce Necht . je list uréeny (kartézskym)
grafem funkce z = z(x, y) pro viechny body (x,y) € M37) a f(x,y, z) je funkce spojita na .7. Pak plati

o f(xy,2)dS = [[y, f(@y, 2(2,9))\ /1 + 2 + 27/ dwdy | K (8.70)

Drtikaz: si ¢tenar mtze pomoci kartézské parametrizace provést jako cviceni sam.

8.3.5 Obsah listu ploSnym integralem Pro funkci f(z,y,z) = 1 na M dava piedesld véta vzorec
pro vypocet obsahu S(.¥ ) listu .# uréeného grafem funkce z(x,y), kterd je na jednoduse souvis-
1ém obrazci M tiidy C' s vyjimkou nejvyse kone¢ného bodt jeho hranice M, ve tvaru (srovnej s 8.1.4
na str. 192)38)

S(7) = (1,47 = [fy \/1+ 24, ) + [# () ?dady |, (8.71)

a obsah listu . s norméalovym vektorem 7 pf¥i obecné parametrizaci ®(u,v) definované na oboru parametri
M, ziskdme ze vzorce

(8.72)

S(F) = [Jpd = [fy; 1(2(u, v)) | dudy

umime-li dosadit za délku (normu) ||| vektoru 7, tj. vyjadfit vyrazy ||®/, x & |dudv, \/n? + n2 +nZ,
VEG — F? apod.

8.3.6 Plosny integral skalarni funkce na jednoduché po ¢astech hladké plose neboli na plose .
v Es, kterd je soucdtem listu (Casti) 7, ..., 7, jejiho rozkladu (déleni) definovaného v 8.2.14 na str. 205.
Necht (skaladrni) funkce f definovand a ohrani¢ena na plose .7 je integrovatelnd na (vicelisté) plose .7
Plosny integral skalarni funkce f na takové plose . definujeme vztahem

f1, 70048 = 32 1, (x)as (8.73)

(Tzv. aditivita plosného integrdlu (tj. i aditivita hmotnosti skorepiny) vzhledem k integracénimu
oboru).

8.3.7 Véta (Kritérium existence plos$ného integralu skalarni funkce) Je-li funkce f spojitd
na (jednoduché po ¢astech hladké) plose .7, pak integrél ffy fdS existuje. %

8.3.8 Zobecnéni predeslé véty Je-li funkce f spojitd na kazdém z listi rozkladu plochy ., pak je
integrovatelna na .7 %

8.4 Vlastnosti a fyzikalni aplikace plosného integralu skalarni funkce

8.4.1 Véty o vlastnostech plosného integralu, ktery oznac¢ime Hy f, jsou ve vétsiné stejné jako
véty o vlastnostech dvojného integralu, nebot jeho definice je na ném zalozena, a pokud se tyka vlastnosti
souvisejicich s orientaci plochy, pak je zfejmé analogie s integralem kiivkovym. Proto se strué¢né zminime jen
o nékterych vlastnostech a ¢tendr si miize slovni formulace nebo vynechané vlastnosti (napf. vétu o stiedni
hodnoté plogného integralu) doplnit s vyuzitim odstavei 6.2.4, 7.3.1. Pfedpoklada se integrovatelnost
funkei f, g, f1,..., fr na plose . a aq,...,a, € R. Pak plati

37 neboli funkce z(z,y) je na jednoduse souvislém obrazci M funkce t¥idy C' s vyjimkou nejvyse konecného poctu bodi jeho
hranice OM

38) Pokud zminénou vyjimkou je navic singuldrni bod z vnitiku .#° listu .#, lze provézt rozklad (déleni) .# na soucet podlistit
Z; tak, aby onen singularni bod lezel na okraji 0.%; nékterého z nich. Tak napf. rota¢ni kuzelovou plochu, jez je grafem funkce
z = ky/x2 +y2, k > 0 definované na kruhu M : 2 + y? < 4a? se singularnim bodem v jejim vrcholu O = (0,0,0), mizeme
jakozto dvojlistou po ¢astech hladkou plochu .# vyjédFit (ve shodé s 8.2.21) souc¢tem dvou symetrickych pfilehlych listii (polovin)
definovanych na polokruzich, viz priklad 8.2.18.



216 8 PLOSNY INTEGRAL

a) Linearita integrilu

Ij(alf1+---+akfk):aljff1+...+akjjfk-*
& &

7

b) Monotonie integrélu

g <f resp.ngnaY:jfggjjf, resp.Ogjff.*
7 7 7

¢) Invariantnost integrélu vzhledem ke zméné hodnot Je-li funkce f integrovatelnd na . a funkce g
je ohranicend na ., pticemz g = f na .’s vyjimkou nejvyse kone¢ného poétu kiivek nebo bodi (neboli
s vyjimkou mnoziny plosné miry 0), pak je g na . integrovatelna a plati

ﬂg=gf.*

S

d) Dusledek zmeény orientace plochy Je-li funkce f integrovatelnd na .7, pak je téz integrovatelnd
na opacné (nesouhlasné) orientované plose —.%, pfi¢emz

[Jr=1]1%
- 7
(Tj. existence ani hodnota plo§ného integralu skaldrni funkce nezévisi na orientaci plochy)

8.4.2 Vybrané fyzikalni aplikace plosného integralu skalarni funkce pouze zminime opét jen
pro mechanicky model hmotné plochy v Es, jimz je skorTepina .z materidlu, jehoz hmota je rozloZena
s plodnou hustotou (kg-m~?2) danou spojitou funkci h(X) = h(z,y, z). Skofepinu miize piedstavovat povrch
stfechy sportovni haly, napt. Sazka Areny v Praze nebo Zimniho stadionu Ludka Cajky ve Zliné, na jejichz
stavbach se podilela firma PSG, a.s. Mechanické charakteristiky skofepiny . definujeme a pocitame plosnym
integralem ffy na .¥ pomoci vzorct, které nebudeme podrobné vypisovat. Od vzorct v 8.1.8 na str. 194,
vyjadienych dvojnym integralem [[,, na M, se totiz lisi jen formdlné tim, ze misto [[,, piSeme vsude [f,
a misto plochy, uréené tsekem grafu funkce z = f(z,y), uvazujeme obecné plochu uréenou parametrizaci
D(u,v) : = = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v), (u,v) € M. Tedy napi. vzorec pro hmotnost H()
skofepiny .7 (jak jsme odvodili v (8.67)), resp. jeji kinetickou energii E.(” ), rotuje-li kolem osy Oz
konstantn{ tthlovou rychlosti w (s~!), m& tvar
)

H(S) = [[,dH = [[h(z,y,2)dS |, resp. | E.( ) = 3w’ L.(%) = 3w [[ (a® + y?) - h(z,y, 2)dS |.
(8.74)

Obr. 8.22 Obr. 8.23 Obr. 8.24

8.4.3 Piiklad Urceme vzhledem k ose z moment setrvacnosti I,(. ) skofepiny .7, kterou je plynem
lehéim nez vzduch naplnénd (vznasejici se) duse pneumatiky, je-li zndma hmotnost H samotné duse 71 jeji
geometrické rozméry po naplnéni, pricemz nas nezajima moment setrvacnosti plynu uvniti duse.

Reseni: Skofepinou . je anuloid neboli torus ¢i prstenec znazornény na obr. 8.22. Fyzikdlni model toru
. muzeme realizovat elastickou deformaci neroztazitelné rovinné desky (obrazce M) ve tvaru obdélnika tak,
Ze nejprve spojime jeho horni a dolni stranu, ¢imz vznikne kruhova valcova trubka, kterou ohybame, az
spojenim kruznic ohrani¢ujicich valcovy prostor dostaneme prstenec .. Korektni terminologii (matematické
analyzy na varietach) feceno, anuloid je kartézskym souéinem dvou kruzZnic. Pomoci obr. 8.23 odvo-
dime jeho parametrické rovnice definujici zobrazeni (deformaci) ® : Ey D M — & C Es. Vidime, Ze anuloid
vznikne rotaci kruznice o poloméru R, lezici v merididnové roving, kolem osy z (méfenou thlem ¢), pfi¢emz
vzdélenost stiedu této kruznice, jenz lezi v pidorysné o (tj. v soufadnicové roviné Oxy), od osy z, je rovna
a,a > R.Plati x = pcosp, y = osiny, z = Rsiny, kde v je tthel popisujici polohu bodu X v meridianové
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(=polednikové) kruznici, pficemz 9o = a + Rcosy, M : 0 < ¢ < 27, 0 < ¢ < 27. PouZijeme-li zobrazeni
do (pravotocivych) kartézskych souradnic tentokrate ve vektorovém tvaru, plati pro kazdy bod X anuloidu

(@(p,0) =X =) (¢, 0) = (a+ Rcostp) cos i + (a + Rcosth)sin pj + Rsin ok,

(8.75)
(p,9) € M = [0,27] x [0, 2] .
7, = —(a + Rcost) sin @i + (a 4+ Rcos ) cos ] + 0k,
F;L = —Rsinz/JcosgoZ— Rsinzﬂsimpj’—i— Rcosz/JE,
(7, ) =T, X 7, = ... = R(a + Rcos)(cos pcos Wi + sin g cos ] + sin k) |, (8.76)
|1I7i] = R(a+ Reosy) |> 0, |dS = |lldgdy = R(a+ Rcosy))dpdy |. (8.77)

Pro zajimavost je (A(0,0)) = R(a + R)i + 0j + Ok, tj. zobrazeni (8.75) indukuje orientaci anuloidu
vnéjsim normalovym vektorem. Potiebny obsah S(.) pro plosnou hustotu h = H/S() lze sice najit
plo$nym integralem, my vsak vyuzijeme prvni z Guldinovych vét (pravidel)3?), které nékdy byvaji soucasti
kurzu integralniho poctu funkce jedné proménné (Viz poznamky pod éarou?® 4Y)) podle niz S(.7) =
27R - 27a = 47° Ra. Pak podle (8.74) plati

L(Z) = [[(2*+y*)h(2,y,2)dS = |[2® +y* = 0>, 0 =a+ Rcosy| = h [[,; R(a + Rcosv)3dedyp =

hR 37 dp [77(a+ Rcost)>dy =
hR [ [a®) + 30> Rsin + 3aR2L (¢ + 3 sin 2¢) + R3(sinyp — L sin® ¢)27dyp =
hR(2ma® + 3naR?) - 2 = H(a® + 3 R?).

e Poznamenejme, 7e zobrazeni 7(p, ) je t¥idy C° v Eq, je reguldrni na M, ale je prosté jen na M°,
tj. na vnitfku ¢tverce M. Anuloid . tedy neni list, ale lze jej vytvofit jako soucdet étyr listu . =
A+ ...+ Sy, rozdélime-li M na odpovidajici ¢tyfi Ctverce

My = [0, 7] x [0, 7], My = [7,27] x [0, 7],
Ms =[0,7] x [, 2], My = [m,27] x [7,27].

Teprve pak je ., = ®(M;), i = 1,...,4. Tyto listy vzniknou rozfiznutim anuloidu rovinou z = 0 a
z = 0.
e Neparametrickd rovnice anuloidu, jenZ rovnéz vznikne rotaci kruznice z = 0, (y — a)? + 22 = R?
(0 < R < a) kolem osy z, je
(V22 + y2 — a)® + 22 = R? nebo po tpravé (2% +y? + 22 + a® — R?*)? = 4a*(2® + ¢?). (8.78)

e Magnetické prstence nékolikakilometrovych délek se pouzivaji v iontovych urychlovacich.

8.4.4 Piiklad Najdéme hmotnost H(.¥) skofepiny . o0 plosné hustoté h = Ay/a? + 22 + y2 (A je v méFici
jednotce kg - m™?), ktera je ¢ésti rotaéniho paraboloidu z = 5-(2* 4+ y?), a > 0, a je ohranic¢ena rovinou
z=2a (Pro a = § je #na obr. 8.24).

Reseni: H(. ) = [[,dH = [[ h(x,y,2)dS = X [[,, h(ac,y,z(x,y))\/l + 2 (z,y) + 2 (x,y)dady. Uréime
projekci . do roviny y, tj. kruh M z rovnosti 5-(22 + y?) = 2a = 2 + y* = 4a®. Plati 2, = £, 2] = L.
Plocha .# je grafem funkce a plosny element dS plochy . ma hmotnost

dH = hdS = \a? + 22 +y2, /1 + a%(zQ + y?)dady = %(a2 + 2% + y?)dady .
Tedy
H(S) = 3 [l (0% + )ododp = 2 [ dp [ (a0 + 0%)do = 2[5 0* + 1015 = 12700’ (kg)

a

39) Guldin, Paul Habakkuk (1577-1643), svycarsky astronom a matematik. Obé véty vSak uZ znal Fecky matematik Pappos
z Alexandrie (kolem r. 320 n.l.).

40)1. Guldinova véta Obsah S rotaéni plochy vytvorené pri rotaci rovinne krivky kolem osy, ktera lezi v téZe roviné a
krivku neprotind, se rovnd soucinu délky této krivky a délky kruznice opsané pri rotaci tézistém oné krivky. %

41)2, Guldinova véta Objem V rotaéniho télesa vytvoreného pri rotaci rovinného obrazce kolem osy, kterd le3i v roviné

obrazce. %
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8.4.5 Piiklad Urceme hmotnost skofepiny H(.7), ktera je ¢asti kolmého sroubového konoidu — he-
likoidu (Viz obr. 8.16), jenz podle 8.2.17 je sice grafem funkce f(x,y), vyjdéme vSak rovnou z parametrizace
v poldrnich soufadnicich ®(p, ¢) = (0cosp, psing, ¢) definované na obrazci M : 0 < p < R, 0 < ¢ < 2,
je-li jeho plo$nd hustota h(x,y, z) pfimo tmérnd z-ové souradnici.

Reseni: Plocha .7, jez mitize byt zhruba charakterizovana jako jisté sjednoceni ¢asti kruhovych sroubovic
s poloméry od 0 do R, mé plosnou hustotu h(X) = Az. Déle pro tecné vektory (soufadnicovych kiivek)
mame

= =

! . ! .
P, = (cosp,sinp,0), @, = (—psinp,pcosp,1),

pfi¢emz jsou to vektory kolmé, nebot <I_>"Q_‘ 5:0_’: 0, a jejich délky jsou ||<§’Q|| =1, Hff;H = \/0? +1, takze
s vyuzitim kolmosti méame hned ||7i]| = ||}, x @ || = \/0? + 1. Pak

I h(z,y,2)dS = [[,, Ao/ 0* + ldtpdg = )\fo% godgofoR\/f +1dp =
2772)\ [0/ 02 +1+1In(o+ /02 + 1) = P2A[RVR2 + 1 + In(R+ VR2 + 1)].

8.4.6 Piiklad Urceme potencial U gravita¢niho pole F v bods (20, Y0, 20), které je ddno homogennim
rozlozenim hmoty na sféfe .%o rovnici 22 +y%+22 = R%, R > 0, tj. s plosnou hustotou h(z,y, z) = h = const.,
jemuz se fikd gravitaéni potencidl jednoduché vrstvy /s plosnou hustotou h(z,y, z) v bodé (xq, yo, 20),
a jenz je definovan plosnym integralem (nékdy se piSe se zdpornym znaménkem)

Uz, y,z fj\/zfxo 7@y, 2) ds. (8.79)

(y —y0)* + (2 — 20)?
Reseni: Omezime-li se vzhledem k symetrii . na p¥ipad 2o = yo = 0, 2o > 0, tedy kdy v novém systému
soutadnic prochazi kladna ¢ast osy z danym bodem, je potenciél ve tvaru

ds

U:%h'g\/x2+y2+(220)2

K jeho vypoctu pouzijeme sférické soutradnice (v, ) z pitkladu 8.2.20, konkrétné [|7i(®(J, ¢))|| = R?sind
(a déle jesté substituci cost = t). Pak

— ds _ _ 2 sin 9d9 _
U= xh JI? \/z2+y2+z272z0-z+z§ = »h JI? \/R2+z2 220-2 %hf d(p fO \/R2+227220 Rcos? B

2mch R? sin ¥dy = 2nxch R? j;l dt

Jo /R2+22—2z0 R-cos ¥ VRt —220Rt
2mshR2 SR [\ /RT+ 28 — 220R - t]i=Yy = ZE2hB(\ /R2 422 + 2Rz — \/R2 + 23 — 2Rz0) =

277%0}?'(|R + 20| — |R — 20]) -

Tedy
4mxhR, 20 < R
47r%h1§—j, Z20 > R

Odtud je hned zfejmé, oznacime-li rddiusvektor bodu X vektorem Z, pficemz jeho délka je || 7|, a definujeme-
li konstantu \ := 4wch, Ze

AR, |Z]| € (0, R]
R®

v(an =4 "
)\”j‘Ha ||:EH € (RvJFOO)'

(Nacrtnéte si graf funkce U(||Z]|).)

8.5 Plosny integral vektorové funkce neboli 2. druhu

8.5.1 Uvod Plosny integral vektorové funkce (vektorového pole) f na orientované plose (., 7°), podobné
jako kiivkovy integral vektorové funkce, je jen specidlnim plosnym integralem jisté rovnéz skaldarni
Sfunkce ( f - 71°). Motivujici impulz pro jeho korektni definici vzesSel z mnoha dilezitych tloh praxe, které
bylo nutné resit v aplikovanych oborech pomoci vysledki z teorie pole a teorie proudéni. Nejdiive se jednalo
zejména o ulohy z hydrodynamiky a elektromagnetického pole.
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8.5.2 Fyzikalni motivace pro integral Uvazujme spojité vektorové pole (G,f), tj. oblast G C
Es3, kde vektorovou funkei f(X) = (P(X),Q(X), R(X)) at je pro jednoduchost staciondrni (tj. na case
nezavislé) vektorové pole rychlosti neboli rychlostni pole proudéni nestlacitelné kapaliny, pro uréitost
napf. taveniny polymeru ve vstfikovacim zafizeni G. Vektor f je tedy jen funkce polohy, pfi¢emz f (X)
oznacuje téz vektor rychlosti v bodé X € G.

e Ptame se, jak popsat a vypocitat ,tok“ T (poprvé zminény v 7.4.6; anglicky flur = tok) kapaliny, ¢imz
budeme rozumét ,objem* kapaliny [lze vSak uvaZovat i stlacitelnou tekutinu (napt. plyn), dile intenzitu
elektrostatického pole, pole elektrické ¢i magnetické indukce atd.], ktery za jednotku ¢asu protece
tsekem plochy — listem . zvolenym smérem. Pro celkovou bilanci objemu kapaliny potfebujeme rozlisit, zda
danym mistem plochy .7 kapalina ,,pritéka*“ ¢i ,odtéka*, a je proto jasné, ze takové objemy musime odlisit
znaménky.

e Je-li nejprve fkonstantmf pole a orientovany list (7, 7°) je (Viz obr. 8.25) , tj. & C Eq, pak
kapalina vyplni v obecném ptipadé kosy vdlec s podstavou .70 obsahu S(.¥) a
»vysce* (opatfené znaménkem) f -71°, ktera, korektné feceno, je pravouhlym
prumétem vektoru f do vektoru — do sméru n° (Pravothly prumét
vektoru do vektoru byl definovan jiz v DP). To znamena, Ze je-li skaldrni
soucin f -1° < 0, pak kapalina protéka opacnym smérem n(éiim, kterym byla
urcéena strana plochy. Plati f - 7i° = Hf” cosy, kde ¢ = (f, 7i°), tj. ¢ je thel
vektora f, 1°. Vyjadiime-li jesté n° pomoci smérovych kosint znamych z DP,
tj. 1° = (cos a, cos 3, cos y), potom mnozstvi kapaliny jez protece orientovanym
listem (7, 71°) za jednu sekundu, je déno vztahy

Obr. 8.25 T= (f-i©)S(#) = (Pcosa+ Qcos B+ Rcos7)S(.7) =
171157 cos .
Je-1i obecnéji S = (S, 1°) orientovany list, tj. . C E3 a f(X) je spojité vektorové pole

definované na .7, pak pii dostateéné jemném déleni — rozkladu D na m mensich podlista .71, ..., %,
takovych, ze [Viz (8.51) na str. 206] s normou délent | D| = max {diam .} }, kde diam .¥; je (Viz 8.2.10)

(8.80)

prumeér plochy .7;, mizeme kazdy podlist . (i = 1,...,m) jiZ opét povazovat (téméf) za rovinny list, dale
orientaci 1° na kazdém orientovaném . podlistu .7 za konstantnl vektor, a také pole f lze na kazdém .7
poklddat za konstantni, tedy mtizeme f aprorimovat (ptiblizné nahradlt) polem fz = f (R;) v kterémkoli
bodé — reprezentantovi R; vnitiku listu .7, tj. v R; € 7 (i = 1,...,m) patficim do v§béru reprezentanti
V={Ry,...,Rn}.

e Protoze podle (8.80) je mnozstvi kapaliny, jez protece za jednotku ¢asu podlistem .7, aproximovano
Gislem f (Ry)-11°S(#), je celkové mnozstvi kapaliny (jakozto aditivni funkce), které protece za jednotku casu
uvazovanym orientovanym listem, p¥iblizné rovno sou¢tu [srovnej jej s (8.65) na str. 214]

Tzz F(Ri) - 71°(Xi)S () = s(f, D, V) . (8.81)

e Prejdéme v sestrojeném integrdalnim soudtu (8.81) k limité pro m — +o0o0 a S(;) — 0+, pfiemz
DI — 0+ (tj. uvazujeme vzdy normdlni posloupnosti {D,,} déleni D,,), pak tato limita za danych
predpokladt existuje, oznacuje se

f) nebo ff ?)dS nebo jj f-dS nebo ff (Pcosa+ Qcosf + Rcosvy)dsS, (8.82)

popf. se nékdy vsude misto . zdirazni symbolem 46 orientovanost plochy .¥, na niz je vektorové pole f
definovano.

e Integral (8.82) reprezentuje v zévislosti na vychozim vektorovém poli f rovnéz tok intenzity elektrosta-
tického pole, tok pole magnetické indukce atd.

8.5.3 Plosny integral vektorové funkce (& vektorového pole) Necht.” = (.7,7°) je orientovand
vicelista plocha (tj. jednoduché po ¢éstech hladké)*? v Eg a f(X) je vektorova funkce (té# vektorové pole)
definovand a ohranicéend na .7. Necht skaldrni funkce ( f - 71°) je integrovatelna na ploSe . (definice 8.3.2,
8.3.6). Potom fikame, ze vektorova funkce f je integrovatelnd na plose ., pricemz plosny integral vek-
torové funkce neboli vektorového pole f nebo plo$ny integral 2. druhu nebo orientovany plosny integral

42)viz 8.2.14, tj. s orientaci 7° plochy, indukovanou orientovanym rozkladem na orientované listy 1, ..., %n
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funkce f na (nebo po) plose . je nazev pro integrél

[, F(X)-dS := [[(f-7°)dS]|. (8.83)

Integral (8.83) se téz nazyva (zvlasté v aplikovanych oborech, kdy se navic obvykle predpoklada, ze f je
spojita na .%) vektorového pole f orientovanou plochou (7, 7°).

8.5.4 Vektorovy element orientované plochy ds
S pfihlédnutim k (8.82), kde 7° = (cos «, cos 3, cosy), a k (8.83) se zejména v aplikovanych oborech formélné
zavadi jako mnemotechnickd pomucka symbolicky vektor

dS = i°ds | = (cos o, cos B, cosy)dS = (;cosa + jcos B+ k cos ~v)dS, (8.84)

ktery se napt. nazyva (vektorovy) element orientované plochy, pricemz pouze estetické hledisko nés
vede k tomu, Ze tento nerozdélitelny symbol neoznacujeme dS. Tento vektor ma smér norméalového vektoru

7i° a velikost rovnajici se ¢iselné velikosti elementu plochy d.S. Pak tok 7o( f ) pole f = (P, Q, R) orientovanou
plochou .¥ definovanou na oboru M miuzeme plosnym integralem vyjadfit napf. nasledovné

Hyf ds, Hyf i°dS, [[,(P,Q,R) - (cosa,cosf3,cosy)dS, [[ (P cosa+ Qcosf + Rcosvy)ds,

L . B} (8.85)
JJAPi+ Qj + RE) - (icosa + jcos 3 + kcosy)dS, apod.

8.5.5 Dalsi tvary plosného integralu vektorové funkce Hy f -dS lze s prihlédnutim k oznaceni
z predeslého odstavce zapsat téz takto

ff P(z,y,z)dy ANdz + Q(z,y, 2)dz Adx + R(z,y, z)dz Ady, (8.86)
7

kde vyrazy dz A dy (a dalsi cyklickou zdménnou), dy A dz, dz A dx jsou tzv. vnéjst souciny diferencidli
dz,dy, dz. Podotknéme, ze symbol A pro vnéjsi soucin diferenciald ma nasledujici zékladni vlastnost

dz; ANdx; = —dx; Adz;, daz; Ada; =0,

pfi¢emz plati d(dz;) =0 (i =1,...,n).
e Diive, a nékde jesté i dnes, se v integralu (8.86) misto vnéjsiho soudinu diferencialt pise dydz, dzdz, dzdy,
tj. pise se
{[ P(a,y, 2)aydz + Q(a,y, 2)dzdz + R(z,y, 2)dady, (8.87)
7

coz je nékdy oznacovano jako tzv. ,uplny klasicky tvar plosného integrdlu 2. druhu*, jehoZ pouzivanim
vSak muze snadno dochazet k nedorozuméni, a proto se mu budeme vyhybat.

8.5.6 Vlastnosti plo$ného integralu vektorové funkce 7 jeho definice je zfejmé, Ze plo$ny integral
vektorové funkce f na orientované plose .¥ v principu neni novym integralem, nebot je specialnim
plosnym integralem skalarni funkce (dané skalarnim sou¢inem f -11°), tj. plosngm integrdlem pravo-
whlého prumétu vektorové funkce f do jednotkového normalového vektoru 77° plochy .7. Proto se na tento
integral prenaseji vSechny vlastnosti, které nesouvisi se zménou orientace plochy, v nichz misto dfive psa-
ného skalarniho integrandu f stac¢i nyni psat f -71°. Jsou to véty o existenci 8.3.7, 8.3.8 a véta o vlastnostech
plogného integralu 8.4.1, ze které pouze posledni ¢ést d) je rozdilna, takze ji dale vyslovime jako vétu 8.5.7,

jez bude vyjadrovat, ze plosny integral vektorového pole f na orientaci plochy.

‘ e Rovnost (8.83) reprezentuje vztah mezi ploSnymi integraly obou druhi.

8.5.7 Véta o zméné orientace plochy v plosném integralu vektorové funkce Je-li vektorova
funkce f integrovatelna na plose .¥, pak je integrovatelnd na opac¢né orientované plose —.% a

Hf-d?:—ﬂﬁdﬁ i
- S

Ditkaz: [, f-dS = [[,f-(~7°)dS = — [[(f-7°)dS = — [[, f-dS. &
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8.5.8 Jesté k vlastnostem a vypoctu integralu vektorové funkce Podle definice 8.2.14 souctu,
a v nasem pfipadé orientovaného souctu vicelisté plochy .= % + ... + %}, jako orientované jednoduché
po ¢astech hladké plochy slozené z m orientovanych listti .%; (na sebe navazujicich zptisobem tam uvedenym)

—

a z 8.3.6 — vzorce (8.73), v némz misto f piSeme funkci f (integrovatelnou na .%;), definujeme

—

s v, F-aS =5 [, f-as (3.58)

(Tzv. aditivita plo§ného integrélu (tj. i aditivita toku) vzhledem k integraénimu oboru).

a) Integrdl (8.88) existuje napt. tehdy, je-li f spojité vektorové pole na plose .% (Stacila by jen jeho
ohranicenost?), tj. pravé kdyz jsou spojité na . jeho souradnicové funkce (slozky) P, @, R, coz budeme,
nebude-li feceno jinak, dale predpokladat a v feSenych tlohach zarucovat. Pritom pole jednotkovych
normdlovych vektoru ii° plochy nemusi existovat v bodech lezicich na okrajich 9.7 jednotlivych
listd ., tj. mize tam jit o singuldrni body.*> Tyto body, v nichz je poruSena regularita, popt.
prostota zobrazeni @, definované uvazovanymi listy, tvofi mnozinu plo§né miry 0 (Viz zavér v 8.2.21
a 8.2.12), tj. tvoii ji nejvyse konedény pocet kiivek (jednoduchych po ¢dstech hladkych) ¢ bodd, pti¢emz
existence ani hodnota plosného integralu na plose neni témito singularitami ovlivnéna, pokud integrand
f je asponi ohranicéend funkce, coz je vlastnost — tzv. invariantnost plosného integralu vzhle-
dem k neinjektivnosti a neregularité zobrazeni ® na mnoziné€ plosné miry 0. Jde o obdobu
neménnosti integralu k¥ivkového — viz 7.4.5b) na str. 180 nebo dvojného — viz 6.2.4f) na str. 151 a
v 6.2.5.

b) ‘Véta o vypoctu plosného integrilu vektorové funkce na orientovatelné (vicelisté) ploée‘

=

Je-li f(X) = (P(X),Q(X), R(X)) spojité vektorové pole na orientovatelné plose .7 s nékterou z parame-
trizact X = ®(u,v) na obrazci M C Eq (nebo @ je zobrazent, jeZ s vyjimkou mnoZiny bodd plosné miry
nula na .7, zminénych v predeslé casti, je parametrizaci na M)44) danou rovnicemi x = xz(u,v), y =
y(u,v), z = z(u,v), a jestlize jeji predem (apriori) zadand orientace 7° je souhlasnd, resp. neni
souhlasnd s parametrizaci ®, pak pro orientovanou plochu (.7, 7°), resp. (%, —ni°) plati

ff f(x,y,z) -dS = :I:Ij f(q)(u,v)) . (q_)’;(u,v) X 5;(%1))) dudv |. % (8.89)
£ M

(@ (u,v))

Dukaz: pro znaménko ,,+“ vyuzije (8.83), (8.68), takze plati
[ 700a8 = [] f(x) - ieds =
£Z 7

- D! (u,v) x ég(u,v) =, y
- — = dud
Lj f(@(u,v)) 13 (0. 0) % & (w.0)] 1D, (u,v) x @) (u,v)|dudv,

u

odkud plyne vzorec (8.89). &
Jeho pouziti si ukdzeme v prikladech.

e Zminény vzorec lze téz uvést rozepsanim vektorového a skalarniho soucinu na tvar

[l F@.y.2) - dS = [ | Pla(u.v),y(u,v), 2(u.v) yi“; yz“; -
™ (8.90)
(. ) 2l (u,v), 2l (u,v) LR() ) (u,v), z(u,v) dudv
), (u,v), x (u,v) i (u,v),  yh(u,v

kde ny, ng, ng jsou slozky normalového vektoru ii = ®/,(u, v) x &, (u, v).

(Jako samostatné cviceni zapiste s vyuzitim znalosti z linedrni algebry predesly integrél jesté tak, aby
v integrandu byl jediny determinant 3. stupné)

43)V nich se plocha ,lame“ nebo mé ,hroty“ a formalné v nich lze pole jednotkovych normalovych vektort 7° dodefinovat
nulovym vektorem — viz text za vztahem (8.52) na str. 206.
44) Tedy na mnoziné bodi plogné miry 0 na .% neni zobrazeni ® prosté & regularni.
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c) | Vypocet plosného integralu vektorové funkce f na listu .7 jako grafu funkce z(x,y) | spoji-

té diferencovatelné na obrazci M [v kartézské souradnicové roviné Oxy, kdy se orientace . ¢asto urcuje
podle toho, jaky tihel svira zadany normalovy vektor grafu .#'se smérem k= (0,0,1) osy z,viz 8.2.3,8.2.4
neboli], kdy (co nejnazornéji formulovano) zadané pole jednotkovych normdlovich vektoru 7i° listu
' ma, resp. nema kladnou z-ovou slozku, pak podle (8.89), a protoze (Viz (8.26)) 7 = (—=2, —z,,1),
plati

[[ F@,y,2)- a5 =+ [[ [=P(a,9,2(2,9))2% = Q(,y, 2(w,9))2) + R(w,y, 2(z,9)] dady. (8.91)
M

V praxi se spiSe pouziva zdkladni vzorec (8.89), nez-1i vzorce (8.90), (8.91).

d) Za urcitych predpokladi lze vypocet plogného integrélu vektorové funkce prevést na integral trojny (véta
Gaussova-Ostrogradského, je-li plocha .7 uzaviend) nebo na k¥ivkovy (véta Stokesova), jak uvedeme
dale.

Obr. 8.26 Obr. 8.27 Obr. 8.28

8.5.9 Piiklad Mame urcit tok 7; vektorového pole f = (zy,yz,xz) nejprve a) orientovanou trojlistou
plochou, ktera je souctem t¥i ¢tvrtkruhi, z nichz kazdy je pravouhlym primétem plochy .7, jiZz je osmina
sféry 2% + y? + 22 = R? z 1. oktantu (tj. .7 je pravouhly sféricky trojihelnik ABC), do soutadnicové roviny
tak, zZe /4y je projekci . do Oxzy, 7. do Oyz, .7;, do Ozx, pfiCemz mame zaddnu pouze orientaci plochy
vy vektorem 77y, = —E, Zzy Méa mit souhlasnou orientaci se svym okrajem, stejné jako dalsi listy, a tyto
orientace okraji mame postupné naznacit Sipkami; b) poté mame uréit tok 73 pole f pres plochu %, jejiz
orientace ma byt tentokrat nesouhlasna s tou, kterou stanovime z predeslé ¢asti a). Nakonec ¢) méame urcit
celkovy tok 73 orientovanou uzavienou plochou, ktera je povrchem 97 osminy koule 7" z 1. oktantu, a ktera
je orientovana normalovym vektorem vné 7' neboli vnéjsim normélovym vektorem.

Reseni:

Ad a) Orientace okraju t¥i ¢tvrtkruhti z obr. 8.26 je orientace vnéj$im normdalovym vektorem vzhledem
k povrchu 07 osminy koule 7" z 1. oktantu. Tato trojlista plocha .7, + .. +.7%, je po Eastech rovinna
(a po ¢astech hladka). Ptipravime si integrandy plosnych integrali. Pro .7, je z = 0, podle zadani je
iy, = (0,0, 1), pak f -5, = (2y,0,0)-(0,0,—1) = 0, tedy Hﬁ’my f-,dS = 0, a podobné pro .7, a

S Y EYeY B

Syt S yz+S e Fay

Ad b) Podle obr. 8.26 je sféricky trojiuhelnik ABC plochou .7, jeZ je orientovand vnéjsim normélovym vek-
torem 71 vzhledem k 0T, podobné jako plocha z predeslé ¢asti.

b1l) Nejrychlejsi bude opét prevedeni vypoctu na integraly ze skalarni funkce. Zvolme napf. kartézskou

sparametrizaci® ®(z,y) grafu . funkce z(z,y) = VR?— 22 —y2 na M = Sy, tj. ®(x,y) =
(z,y,/R? — 22 — y?) (Z prikladu 8.2.20 vime, 7e ® sice neni parametrizace, ale jen na mnoziné
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plo$né miry 0, a proto s ® podle 8.2.21 muZeme jako se skutecnou parametrizaci pocitat). Pak
Ty = H F.d8 =
%
H [riigdrdy = H(xy yVR? — 22 — 2 2/ R2 — 2% — y?) - (—2}, —2), 1)dady =
M M

-
M

I I3

(8.92)

Iy
Po transformaci dvojného integralu [[,, do polérnich soufadnic mame

4
Q

. L . R 4 R 4
L= [f.cos? psing dodyp = [ cos® psinedyp |, ¢ _do=1 L, P
A/ R2—p2 0 0 R2_ 2 3J0 /R2_ 2
i R 3 Q' 4 R* % (1—cos2t\2 ’ ¢
o = Rsint| = 7 [(7 sin® tdt = 5 [* (F=52)%dt =

lf—; fog(l —2cos2t + 1 (1 + cos4t))dt = If—;[%t —sin2t + g sindt]§ = ;o R*,

L= [f,,.0%sin*pdodyp = fO% sin? pdy fOR 0’do = %4%[@ — 1sin 2(,0](? = R,
Is = [{,;.(cos)o®/R? — p>dodp = fog cos pdyp foR 0>/ R? — p2dp = fOR 0%/ R? — p2dp =
lo = Rcost| = — f; R*(costsint)?dt = RT4 fog sin? 2tdt = %[t - %sinélt]og = L7wR*,
takze To =11 + 1o + I3 = %ﬂ'R4.

b2) Chceme-li pouzit pro [[,, vzorec (8.89) s uréovanim znaménka pied dvojnym integralem [[,,,
staci si nyni ve shodé s obrazkem jen uvédomit, ze tieti souradnice orientujiciho pole normalovych
vektorti 77, je na vnittku #° listu . kladna (77 s sméfuji nahoru), tj. zadand orientace je souhlasna
s parametrizaci ®(x,y). Lze proto psat Tz = + [[,, atd.

b3) Pouzijeme-li pfimo zobrazeni ® (¢, ¢) ve sférickych souradnicich (Opét nejde o parametrizaci), je
podle vzorce (8.58) v 8.2.20 7i(®(J, ¢)) = R?sind(cos psind,sinpsind, cosv) a z téhoz ¢lanku
vime, Ze 7 je vnéjsi normélovy vektor sféry, takze pro . volime znaménko +. Pak vzorec (8.89)
dava
To= + [[,;,(RcospsinyRsinpsind, Rsingsin R cos 1, Rcos g sinyR cosv)-

R? sin9(cos psin 9, sin ¢ sin 9, cos ¥)dddp =

R* ﬂM (cos? @ sin @ sin® ¥ + sin? ¢ cos ¥ sin® ¥ + cos ¢ cos? ¥ sin® ¥)dddyp =

R4{f0% cos? psin pdy fog sin® 9d9 + fog sin? pdo fog sin® 9do+

i cospdp [F Lsin?20d0} = RY(& + & + &) = 7R
(Podrobnéjsi vypocet jisté nebude ¢tendfi ¢init obtize, nebot se podobéa predeslym ¢astem).

Ad ¢)

cl) Celkovy tok vektorového pole f povrchem (hranici) T osminy koule T je pak T3 = T1 + T2 = Ta =
3 _pd
1—67TR .

c2) Vzorcem (8.86) s vnéjsimi souciny, by byl vypocet (ve struénosti) nésledujici
Tz = Ij zydy ANdz + yzdz Adx + zzdz A dy, (8.93)
T
pfi¢emz tok 7; na plochach 7%, .7y., %= je nulovy, nebot napf. na .7, je z = 0, dz = 0 atd.
Pak
Ts= Ta=[[,=[, vWR*—y*—22dyAdz+ [[, 2VR?—2?—22dz Ada+
[l x/R*—2? —y2dzndy=|[[, =[[, =]J, , protonapf. piseme | =
2 _ .2 _ .2 _a (R 2 2_ 2 (2 _
3]:[5/% z/R? — 2% — y?dady = 3 |7 0*/R? — 0% [ cos pdyp

3 [ 0®/R? — ¢%do = | polozime o = Rcost, jak u I v &sti bl)| = ErR*.

e| Poznamka k prikladu ‘Efektivni zpusob vypoctu pozdéji ukdzeme pouzitim Gaussovy—Ostrogradského

véty.
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8.5.10 Piiklad Plast . chladici véze MORAVSKYCH TEPLAREN, a.s. je modelovan rovnici jedno-
dilného rotacniho hyperboloidu

2 2

2?4yt —22=d% a>0, (8.94)

kde 2 < 0, a? < 22+ y? < (k-a)?, k > 1, a je (Viz obr. 8.27) orientovan jednotkovym norméalovym polem
i°, jeho# tieti slozka je stale kladna (sméfuje nahoru). Uréeme tok T vektorového pole f = (—a2,y2, 22)
plochou .¥.

Reseni: Hladky list .7 je grafem funkce z(x,y) = —y/22 + y? — a? definované na mezikruzi M = {(z,y) €
Ey|a? < 2? +y? < (k-a)?}. Pak prevedenim 1ntegralu vektorové funkce f na skalarni funkci mame ve shodé
s (8.89)

Hyfdg = J‘jw[(ixz’ y2 x? + y2 o a’2) ' (\/Zz_i__;z_az ’ \/Zz_:;j2_a2 ? l)dxdy -

1 ( \/% + 2% +y? —a®)dady = [[,,(2* + % — a®)dzdy

nebot

dzdy,

ﬂ dedy ﬂ \/552_53/72_@

vzhledem k symetrii integrandi na M. Transformaci do polarnich soufadnic mame

ka

T = jjf ds = jj(&ﬂ —a?)ododyp = 271'/ (0® — a”0)do = g(k2 —1)%a*
5% M @

8.5.11 Priiklad Urcéeme tok 7 vektorového pole f(a:, y,z) = (x,y,2) Casti rotaéniho paraboloidu
5” D z=a— %(ch + 3?) v 1. oktantu orientovaného polem jednotkovych norméalovych vektorti 7i° tak, Ze
k> 0.

Resenl f =7, tj. f je pole radiusvektort bodi listu .. Vektor 7° vypocitany kartézskou parametrizaci ®(z, y)
sméfuje nahoru v kazdém bodé grafu . funkce z(z, y), jak vime z 8.2.3, neboli svird ostry thel (a ve vrcholu
(0,0, @) nulovy tihel) se smérem k osy z. Projekci . do Oxy je étvrtkruh M = {(x,y) |22 +y? < ahz > 0Ay >
0}, viz obr. 8.28. Pi kartézské parametrizaci ®(z,y) = (z,y, a— = (22 +y?)) je il = (=2}, —2,,1) = (2;”, 2 1),
dS = fidady = (%71, 2 1)dzdy. Potom

T=[,7d5= [f,(@y,a— L@ +y) (2,2 Ddedy = [[,,(2 + 25 40— 2 — L)dady =
L [fy @ +y? + a®)dady = L [[,. (6* + a®)edodp = 55 [1'(0° + a?0)do = Ema®.

8.5.12 Piiklad Najdéme tok 7 vektorového pole f(z,y,z) = (p(x),q(y),r(z)) vn&jsim povrchem 9T
kvddruT: 0<z<a,0<y<b 0<z<c (Nalrtnéte si T).

Reseni: Ulohu lze fesit vice zptisoby. Povrch 0T je Sestilistd po ¢astech rovinna plocha. Orientujici pole
jednotkovych normélovych vektort 7° ma tedy kladnou orientaci neboli sméfuje ven z kvadru a ani by je
nebylo nutné pro geometrickou nazornost poéitat. Presto pro zajimavost uvedme vypocet 7° pro dvojici
protilehlych stén 2 = 0, resp. = a, které oznacime .77, resp. .%5. P¥i kartézské parametrizaci ®(y, z)
rovinného (hladkého) listu .7, dané rovnicemi z = 0, y = y, z = z, je ®(y,2z) = (0,y, 2), takze U =
(1, =z, =) = (1,0,0), nebo podrobnéji

i j ok
P(®(y.2)=|0 1 0|=i. (8.95)
0 0 1
Vngéjsi orientujici pole jednotkovych normélovych vektort je ovéem 77° = —7 = (—=1,0,0). Pak pro 1 = M =

{(5,2)]0 <y <bAO < 2 < ¢} méme [[,, f-dS = [[,,(p(0), q(y), 7(2)) (~1,0,0)dydz = — [ dy [ p( dz =
—bep(0). Analogicky vypoditame H,% f-ds = bep(a). Pro dalsi dvé dvojice stén y = 0, y = b, resp.
2z =0, z = c lze obdrzet —acq(0), acq(b), resp. —abr(0), abr(c). Vysledny tok je

T = [[ a8 = |3 (@) = p0) + (a0 = 4(0) + 7 () ~ r(0))] ate.
oT

c
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8.5.13 Priklad Mame urcit tok centralniho silového pole

— —0

- T T

Fobl T (8.96)
||7:1\A+1 [[71A
kde 7(z,y,2) = (z,y,2), kK > 0, A > 0, sférou .7 se stiedem v poc¢atku a polomérem R. Orientace .# je dana

vnéjsim normalovym vektorem.
Reseni: Protoze orientujici pole jednotkovych vektorti vnéjsich normal na . je 7i° = 7° = ‘é, plati

B
ngf-dgz —kg H;HA -FOdS:—kzgﬁdS

Pro body X = (z,y,2) € L je ||7_*’(X)|| = R, takze

K k k 2 _ 2—2
%
e 7 vysledku je zfejmé, ze pii A\ = 2, tj. napf. u centralniho pole gravitacéni, resp. elektrostatické
intenzity, vytvoreného hmotnym bodem, resp. bodovym nabojem, nezavisi tok na poloméru uvazované
sféry.

8.6 Integralni véty Gaussova-Ostrogradského a Stokesova. Definice operatort
teorie pole

8.6.1 Uvodni poznidmka V ¢lanku 8.6 budou formulovany dvé zékladni integralni véty vektorové ana-
lyzy uvedené v jeho nazvu. Maji mimoradny vyznam nejen v mechanice kontinua, termodynamice kontinua,
teorii elektromagnetického pole, reakéné-difuznich procesech apod., ale usnadnuji v nékterych tlohach vy-
pocet integralii, a rovnéz nam objasni vyznam v diferencidlnim poctu jen formalné zavedenych operatori
divergence a rotace vektorového pole f = (P,Q, R). Piipomenme, ze

divf:V-fz—x—i-——i—— (8.97)

dy 0z 0z 0Oz’ 0x Oy (8.98)
Obé véty (spolu s Greenovou vétou) jsou pro svou hloubku a §iroky zédbér svého vyuziti povazovany za jedny
z nejelegantnéjsich vysledk klasické matematické analyzy. Uvedeme je bez dilkaztli, prestoze matematické
prostfedky k tomu méme vybudovany.
e Nisledujici véta Fikd, Ze za jistych podminek je tok T ( f ) vektorového pole f uzavrenou kladné ori-
entovanou plochou .7 (tj. orientovanou vnéjsim normdlovym vektorem) roven objemovému (tj. trojnému)
integralu divergence pole f pres vnitiek int.” plochy ..

8.6.2 Divergenéni Gaussova-Ostrogradského®®) véta Necht

1. T C E3 je téleso, jeho# hranici T tvofi jedina uzaviend jednoduché po ¢astech hladké plocha .#,26)47)

2. (< 1°) je kladné orientovana uzaviend plocha oznacend strucné .7 (tj. orientovand vnéjsim jednotkovym
normélovym vektorem 7i°),

3. f(X) = (P(X),Q(X), R(X)) je vektorova funkce t¥idy C' na (oteviené) oblasti G C Eg obsahujici t&leso
T (tj. T C G, kde G je napt. oteviena koule).

—

Potom pro tok T(f) vektorového pole f uzavienou plochou . plati Gausstuv-0Ostrogradského vzorec

——
dv

T f) = fla,y,z)-dS = jfj div f(z,y, z) dedydz | . % (8.99)
7

45) Ostrogradskij, Michal Vasiljevié (1801-1862), rusky matematik. Pfispél k rozvoji matematické analyzy, matematické fyziky
a algebry.

46) Odtud vyplyva, ze T je jednoduse souvislé téleso.

47TV piipads, ze T je vicenasobné souvislé téleso, viz nasledujici poznamku.
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8.6.3 Poznamky k vét& Prfitom, je-li obecnéji v predeslé vété T vicendsobné souvislé téleso (Viz
8.2.29), znamen4 iﬁy souCet plosnych integralt na jednotlivych ¢astech (listech) hranice télesa T', tedy jde
o podobné zobecnéni véty jako u Greenovy véty v piipadé vicendsobné souvislych oblasti (obrazci) — viz 7.5.8
na str. 184. U vicendsobné souvislého télesa lze totiz provést jeho déleni (rozklad) na jednoduché (pod)télesa,
pricemz na spoleénych plochach se pak integruje po obou stranach, takze se na spole¢nych plochéach tyto
integraly, pfedstavujici toky, navzdjem anuluji (odec¢tou) a zistava pouze tok hrani¢ni plochou .¥.

e V Gaussové-Ostrogradského vzorci (8.99) se u objemového (tj. trojného) integralu misto uzaviené mno-

ziny T Casto pise int ., tj.
TS Sf;ﬁ fra8=|{[ div . (8.100)
int &

~—

e Uvedme jesté tvar se smérovymi kosiny norméaly n hrani¢éni plochy . = 0T télesa T, orientované
smérem vné T, resp. tvar obsahujici vnéjsi souciny diferencialu, pticemz rozepiSeme téz divergenci pole
f. Pak plati

T f) = @(P cosa + Q cos B+ Rcosy)dS = jjj <8P 88—22 + aa—R) dazdydz, (8.101)
7
resp.
TA) = (f(Pdy £ dz+ Qdz ndx+ Rdw A dy) = [[[(PL+ Q) + RL)dwdydz. (8.102)
s T

e Podminky véty Gaussovy-Ostrogradského jsou postacugict, jak je ziejmé z jeji formulace, takze lze tuto
vétu formulovat i obecnéji, avsak v praxi se pouziva uvedeny tvar.

e Pii zaporné orientaci plochy .7 je ovSem nutno psat na jedné strané Gaussova-Ostrogradského vzorce
zaporné znaménko.

8.6.4 Fyzikalni interpretace Gaussovy-Ostrogradského véty, vyjadiujici rovnost plogného a ob-
jemového integralu, muze byt formulovana nasledovné:

Celkovy tok To( f) vektorového pole f = (P,Q, R) uzavrenou plochou . je roven celkovému
soultu zmén (souctu rychlosti zmeén) jednotlivgch sloZek P,Q,R pole podél jednotlivgch os —
tedy je roven celkové ,vydatnosti zdroju“*®) pole uvniti* plochy.

8.6.5 Integralni definice divergence vektorového pole f tiidy C' v oblasti G je zaloZena na jeho
toku uzavienou plochou . C G, ktera je zaroven hrani¢ni plochou pomyslného télesa T' v oblasti G a objemu
V(T). Uvazujme, ze kladné orientovanou plochou . proudi stélou rychlosti f nestlacitelna kapalina, takze
tok staciondrniho pole téchto rychlosti f ve smeéru vnéjsitho normalového vektoru k .7 je gﬁﬁy f - dS. Pak
podil (jjgyf dg)/V(T) vystihuje jistou miru vydatnosti zdroju kapaliny uvniti .. Uvazujme bod A
uvniti .7 (tj. uvniti T, tedy A € T°) a posloupnost (pod)téles {T,,}°°,, T, C G (n=1,2,...), s hrani¢nimi
(uzavienymi) plochami ., pfiéemz praméry (Viz 8.3.1) T, se blizi k nule, tj. diam7T,, — 0+. Pak limita

_ff, f-as
lim

Jim = (8.103)

reprezentujici ploch ., k bodu A, zaroven vyjadiuje, zda bod A je bodem z7idla — zdroje
kapaliny (je-li limita kladnd) ¢i naopak, zda bod A je bodem propadu — zdporného zdroje — odtoku
kapaliny (je-li limita zapornd). Uvedenou limitu uréime diky Gaussové-Ostrogradského vété a pouzitim véty
o stfedni hodnoté integralniho poctu 6.2.6 pro tro jny integral spojité funkce, podle nichz

@f as = ﬂjdwf dv = div jj AV = div f(R)V(T,), R:€T,. (8.104)

Odtud lef (R:) @Sy f dS )/V(T,), a protoze diamT;,, — 0+, A € E,,, je euklidovska vzdalenost boda
o(R%,A) — 0+. Ze spojitosti funkce div f vyplyva, Ze div f(R;;) — div f(A) pro n — oo, takze

(8.105)

e Zbyvajici ¢ast diikazu, Ze totiz divergence definovand v (8.105) je téz jako zavedend v diferencidlnim
po¢tu pomoci operdtoru nabla (vyuzivajici Tayloriv vzorec), nebudeme provadét.

48) Viz nasledujici odstavec
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e 7 fyzikadlniho vyznamu zlomk® na pravé strané je patrné, ze divergenci vektorového pole f v bodé
A lze nazvat hustotou zdroju pole v okoli bodu A, nebot limita napravo v (8.105) udava tendenci
podilu toku pole f povrchem podtélesa T;, k jeho objemu V(T},), zmensuje-li se pramér 7,, k nule — jinymi

—

slovy, pro malé okoli bodu A je tok timto okolim pfiblizné roven soucinu divergence div f(A) a jeho objemu.
e Hydrodynamickou terminologii feceno, divergence rychlosti f proudict kapaliny uddva mnoz-
stvi kapaliny, kterd za jednotku casu vytece, resp. vtece z jednotkového objemu.
e Chemickou terminologii feceno, div f (A), kde vektorové pole f je gradientem koncentrace, znamend
mmnoZstvi latky, které v okoli bodu A pribude difuzi & vznikne chemickou reakci (v piipadé, kdy
div f(A) > 0) nebo z okoli bodu A zmizi (v piipads, kdy div f(A) < 0).

e Specialné, je-li div f(X) = 0 v oblasti G z Es, pak je podle Gaussovy véty tok pfes kazdou uzavienou
plochu v G nulovy, coz plati podle (8.105) i obracené. Tedy rovnice

div f=0 (8.106)

popisuje ustalené proudéni. Proto uz v DP bylo vektorové pole s nulovou divergenci nazvano nezridlové

¢i nestladitelné pole. Je-li f rychlostni pole v kapaliné, pak se podminka (8.106) nazyvé v hydrodynamice
rovnice kontinuity nestlacitelné kapaliny.

8.6.6 Piehled integralnich definic operatoru. Fyzikalni vyznam Laplaceova operatoru. Odvo-
zeni Laplaceovy rovnice pro ustalené tepelné proudéni Piedstavuje-li . — A stahovani uzaviené
kladné orientované plochy .7, ktera je hrani¢ni plochou télesa T o objemu V(T'), do jejiho vnitiniho bodu A
popsaného v predeslém ¢lanku, 1ze definovat operatory nezavisle na zvoleném systému soufadnic
takto

div f(A) = lim B lds 1= v f(n), (8.107)
rot f(A) =51}mA% =V x f(A), (8.108)
—

a podobné lze definovat gradient skalarniho pole f v bodé A

grad f(A) = Iim L85\~ v p(a), (8.109)

pricemz ve vztahu (8.108), resp. (8.109) se jednd o tzv. vektorovy integrdl na plose .7, kdy nejde o tok
vektorového pole plochou .7, ale o integraci vektorové funkce, jejimz vysledkem je vektor! Posledni dva
vztahy nebudeme odvozovat.
e Protoze z (5.76) na str. 109 vime, Ze laplacidn na f je divergence gradientu f, tj. v E3 plati
of af of\  0*f  &f  Pf
Af=divVf=div|=—, =, =— | = =5 + —5 + — 8.110
f=divV/f=dv <81:’ Oy’ 0z 0x2  Oy? + 022" ( )
Laplaceiv operdtor 1ze chapat jako hustotu zdroji vektorového pole f gradienttn puvodniho
skalarniho pole f t¥idy C? v oblasti G, tj. tok pole f = Vf kazdou uzavienou plochou . v oblasti G
je roven integralu

TAV) = [[] Afdadydz. (8.111)

int .

e Speciélné, uvazujme staciondrni (ustalené) pole teplot f(x,y,z), vzniklé vedenim (tj. kondukei) tepla
v télese G, které je v ur¢itém misté stejné intenzivné napt. ohfivano, takze je ve vzdalenéjsich mistech teplota
nizsi, ale neméni se s ¢asem. Teplo proudi (tece) vzdy z mist o vyssich teplotach do mist o nizsich teplotéch
neboli proti teplotnimu spadu (proti gradientu teplot), tj. je podle Fourierova zdkona pro vedeni tepla
v izotropnim materidlu definovano polem f = —kV/f, kde k € R" je soucinitel vedeni tepla. V izolované
soustave nastava po urcité dobé stav tepelné rovnovahy, kdy tepelny tok kazdou uzavienou plochou je nulovy.
To je podle (8.111) ekvivalentni s Laplaceovou rovnici

Af =0, resp. —Af=0, (8.112)

kterou jsme tak odvodili pro modelovani ustdleného tepelného proudéni diky Gaussové-Ostrogradského véte.
Mimofadny vyznam Laplaceovy rovnice v matematické fyzice byl zminén jiz v 5.4.34 na str. 109 a 5.4.37
na str. 110.
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8.6.7 Priiklad — Vzorec pro objem télesa ploSnym integralem Urceme tok radiusvektoru 77 =
(z,y, z) vnéjsi stranou libovolné uzaviené plochy .7, ktera je hrani¢ni plochou télesa T

Reseni: Ziejmé f: 7 je radiusvektor bodu X = (z,y, z) € .7, a protoze 7 je funkce dokonce ti¥idy C*° v Eg,
Ize volit v Gaussové-Ostrogradského vété G = Eg, a ta ndm pro divi = % + % + % =141+1=3dava

Y
Toli) = @ 7 dS = ﬂj 3dV = 3V (int.%) = 3V(T).
7 int .
Odtud mame vzorec
= 1
V(T) =% {f,7-dS|(= 3 @xdy ANdz +ydz Ade + zdz Ady), (8.113)
7

jenz je jistym zobecnénim vzorce (7.27) z 7.5.7, pficemz odvozeny vzorec nam téz sdéluje, ze tok poloho-
vého vektoru vnéjsi stranou libovolné uzavrené plochy je roven trojndsobnému objemu télesa
ohraniceného touto plochou.

8.6.8 Priklad Urceme tok T3 pole f vnéjsi stranou povrchu 97 osminy koule T' ze zad4ni piikladu 8.5.9¢)
pomoci Gaussovy-Ostrogradského véty.
Reseni:
Ts= flor fdS = [ffp divay,yz,22) = [[[p(z +y + 2)dV =
). (r cos psin ¥ + rsin @ sin ¥ + 7 cos ¥)r? sin Idpdrdd =

fOR r3dr [[,,. dg[(cos ¢ + sin ¢) sin® ¥ + sin ¥ cos ¥]dv) =

4 T . - 4 T
& [ [(cosp +sinp)§ + 3lde = £ [(1+1)F + 5] = FrR*.

8.6.9 Piiklad Plosnym integrdlem ovéime vzorec pro objem V(T rotacniho kuzele T' s vrcholem dole,
a to v pocatku soustavy soufadnic, jenz ma polomér podstavy R a vysku b (Viz obr. 8.29).
Regeni: Podle obrazku je povrch télesa .7 = .7 + .%, pfidemz v kazdém bodé plasté .7 je skalarni soucin

7- 19 = 0 (nebof jejich thel je §) a v kazdém bodé podstavy .2 o rovnici z = b je 7"~ 71§ = b, vzhledem
k tomu, ze [|773|| = 1 neboli b je zéroven pravouhly prumét vektoru 7 do vektoru 7i3. Podle vzorce (8.113)
je pak

V(T) = 3 §f, 7 ieds = § ([, 7 73dS + [[,,, 7 345 ) = 4b [J,,, dS = 4bS() = 4xR%.

8.6.10 Piiklad Pomoci Pascalova*?) zdkona mame odvodit Archimediv®®) zakon.

Reseni: Mé&jme téleso T s povrchem OT. Nulové hladina (povrch) kapaliny o konstantni hustoté h af prochazi
rovinou zy. Je-li T ponofeno do kapaliny, pak T C {(z,y,2) € Ez|z < 0}. Podle Pascalova zékona je
hydrostaticka tlakova sila F = (P, @, R) pusobici na T ddna plo$nymi integraly

F= (—hg @ zn1dS, —hg @ znodS, —hg @ 2nzdS),
S S S

kde 7° = (n1,n2,n3) je vnitini jednotkové orientujici norméalové pole plochy 9T, g je tihové zrychleni. Pak
pro slozky P, @, R dava Gaussova-Ostrogradského véta

P = —hg {f; zn1dS = —hg §f, 5 2i-dS = hg = div(z7)dV = 0, podobné Q = 0,

R = —hg{f,; zn3dS = —hg {f, 2k - dS = hg [[[,. div(zk)dV = hg [[[,, AV = hgV (T),

takZe celkem
F =(0,0,hgV(T)) = hgV(T)(0,0,1),

coz je matematickd formulace Archimedova zdkona, podle niz vysledna hydrostaticka tlakova sila piso-
bici na povrch ponoreného télesa (vyjadrend plosngm integrilem pres jeho povrch) je ndasobkem
objemu télesa a sméruje proti tiZi (proto ji nazyvame vztlakovou).

49) Pascal, Blaise (1623-1662), francouzsky matematik a fyzik. V 18. letech sestrojil pocitaci stroj.
50) Archimedes ze Syrakus (asi 287-212 pied. n.l.), vSestranny fecky génius. Pouzival uz metody blizké integralnimu poctu.
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8.6.11 Vé&ta Stokesova®) Necht
1. & C Eg3 je orientovana jednoducha po ¢astech hladka plocha,

2. okraj 0.7 plochy . tvoii jedind uzaviena jednoduchd po ¢astech hladké (prostorova) kiivka .7 a tento
okraj je souhlasné orientovany s plochou’? .7,

3. f(X) = (P(X),Q(X), R(X)) je vektorova funkce t¥idy C'* na (oteviené) oblasti G C Eg obsahujici plochu
S (tj. S C G, kde G je napri. oteviena koule).

Potom plati Stokesuv vzorec

fjﬁ,f x,y,z) - d§= Hyrot _'(z,y,z) -dS|.% (8.114)
‘z? 12
b
8% J
2 “ : R
‘2\\ :-;%\
13 n.
il 1
\|O\~
x/ y
Obr. 8.29 Obr. 8.30

8.6.12 Poznamky k vété Pritom, je-li specialné v predeslé vété plocha % uzaviend (tj. jeji okraj 0.9 =
H = @), pak
J[ rot f-dS=0.

e Je-li naopak obecnéji v predeslé vété orientovany okraj 0.% tvoren disjunktnim sjednocenim konecného
poctu k uzavienych orientovanych (jednoduchych po ¢astech hladkych) kiivek (Viz 8.2.14 a obr. 8.12, zna-
zornujici na str. 204 situaci pro k = 2), z nichz nap¥. J# je orientovand vnéjsi hranicéni krivka plochy a
S, ..., H jsou (opacné) orientované vnitrni hraniéni kiivky plochy, pficemz plocha .7 a jeji okraj 0.7
jsou orientovany souhlasné, pak plati zobecnéni Stokesovy véty

f: . f-d5 = [[,rot f-dS|. (8.115)
=1

e Uvedme jesté tvar Stokesova vzorce v podrobnéj$im tvaru a vpravo s vyuzitim vnéjsich soucint diferen-
ciala

$5.oPdz + Qdy + Rdz = [[(R; — Q.)dy Adz + (P, — R} )dz Adx + (Q), — P,)dz Ady. (8.116)

e Poznamenejme, ze Stokestiv vzorec piseme v uvedeném poradi, nebof jeho prakticky vyznam spociva

v pievedeni vypoctu cirkulace Co(f) vektorového pole f, tedy i prdace po uzaviené kiivce ¢ re-

prezentované levou stranou vzorce s kfivkovym integralem, na vypocet plosného integralu na pravé strané
vzorce, reprezentujiciho tok T (rot f) vektoru rotace puvodniho pole f , coz lze zapsat vztahem

CAf) =T (rot f)|. (8.117)

‘ Fyzikalni interpretace Stokesovy véty ‘ je tak vyjadiena ekvivalenci (8.117).

e Obracené pouziti vzorce, tj. vyjadfeni plosného integralu pole ¢ na plose . < v oblasti G integralem
kfivkovym, kdy je nutné umét k danému vektoru g najit jediné vektorové pole f tak, aby platilo § = rot f ,
Je diky hlubokym vysledkim teorie pole mozné, a je dokazano, ze k tomu musime vedle dané rot f znat jesté
div f a navic jisté vlastnosti vektoru f na okraji plochy, jde vsak o teoreticky vyznam vyuziti.

Vyznam Stokesovy véty totiz nespociva ve vypoctu kiivkovych ¢i plosnych integrali, ale v objasnéni mnoha
obtiznych otazek z teorie pole i jejich aplikacich.

e Specialnim pripadem Stokesovy véty pro pripad rovinné plochy — obrazce M, napf. v souradnicové roviné
Oxy o rovnici z = 0, kdy obrazec M je vnofen v rovinném vektorovém poli f: (P(z,y),Q(x,y)) ttidy C*

51)Stokes, George Gabriel (1819-1903), irsky matematik a fyzik. Rozvinul matematickou fyziku, hydrodynamiku a optiku.
52)tedy plati pravidlo pravé ruky zminéné v 8.2.8, kdy orientace kiivky 0.7 je uréena prsty pravé ruky a jeji vztyCeny palec
urcuje smér pole normalovych vektoru plochy
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na oblasti G C E, a je ohranicen jedinou uzavienou kladné orientovanou rovinnou kiivkou .# (kdy dz = 0)
a kdy plosny integral v (8.116) je dvojnym integralem na M, je pak

§,Pde+Qdy = [[,, (% . g—fy’) dady (8.118)

coz je tvrzeni Greenovy véty ze str. 183.

8.6.13 Véta o fyzikalni interpretaci rotace pole jako jeho cirkulace Necht plati pfedpoklady
Stokesovy véty. Bud A libovolny bod plochy .7, jenz nelezi na jejim okraji. Necht 7i°(A) oznac¢uje orientujici
jednotkovy normélovy vektor plochy . v bodé A a S(.¥) oznacuje obsah plochy .. Pak pro pravouhly

—

prumét vektoru rot f(A) do sméru 7°(A) plati [Srovnej s (7.25) na str. 182]

rot f(A) - i°(A) = };EIA% K (8.119)

Dukaz: vyuzije Stokesovu vétu. Uvazujme pole f tiidy C' v oblasti G C Es obsahujici libovolny bod
A. ProloZzme bodem A rovinu o (Viz obr. 8.30) s jednotkovym normdlovym vektorem 7°. Nyni uvazujme
v roviné o posloupnost {%, }°2 ; uzavienych kiivek (napf. kruznic), souhlasné orientovanych s vektorem 7i°,
jejichz vnitiky int %, obsahuji bod A, a to takovou, Ze se kiivky 7, k bodu A, tj. jejich priméry
diam #;, — 04 neboli ¥’ — A. Kone¢né uvazujme posloupnost ploch {.#,}22 ; takovych, ze je vzdy plocha
Y v o ohranicend kiivkou .7, a orientovana vektorem 7°, takze 0.7, = J,. Podle Stokesovy véty jsou
cirkulace pole f po

$, F-d5=[[, (rot f-7°)dS. (8.120)
Pouziti véty o stredni hodnoté integralniho poc¢tu 6.2.6 pro plosny integral vpravo ze spojitého integrandu
dava

H(mt F-i*)dS = (vot f- i®)|rs - S(Fn), (8.121)
Fn

kde bod R}, € .,. Odtud

7§%f~d§

(rot £ )lr; S(Fn)

(8.122)

Pro n — oo je bodové posloupnost R — A (protoze diam .%,, = diam.#,, — 0+ neboli protoze . — A), a

—

rR: — rot f(A) - 7i°, takze dostavame

jelikoz pole rot f je spojité a fi° se neméni, je (rot f- 7i°)

FIAY . fxnf'dgi . fyﬁfnf'dg

Tl TS( ) oA S (8.123)

&

8.6.14 Slovni vyjadreni vysledku predeslé véty o rotaci pole spociva v tom, Ze rot fje vektor,
jehoZ pravoihly prumét (projekce) do libovolného uvaZovaného sméru je roven limité podilu
cirkulace (tj. popr. i price, je-li f stla) daného pole fpo okraji orientované rovinné plochy
s normalovym vektorem v uvaZovaném sméru k obsahu této plochy.

e Projekce rot f(A) do sméru 77° (Viz obr. 8.30) tak vyjadiuje ploSnou hustotu cirkulace — vifivosti
(tj. popt. i ploSnou hustotu energie) pole fv roviné o kolem osy dané bodem A a vektorem 7°.

e Proto maximalni hustota viru pole f v bodé A je v roviné, ktera je kolma k vektoru rot f (A).

8.6.15 Dva priklady rychlostnich polis viry Piedstavme si, Ze f je rychlostni pole proudici kapaliny,
do niz ponotime lopatkovy mlynek. Pak bude energie mlynku maximéalni, a tedy se mlynek bude otacet
nejrychleji, nastavime-li osu mlynku ve sméru rot f v daném bodé, takze osa mlynku je osou viru. Volime-li
naopak osu kolmou na vektor rotace pole, bude energie nulova. Jak jsme uvedli jiz v DP, vektorové pole,
pro né# rot f = & v kazdém bodg, se nazjva nevirové pole.

e Vypoustime-li vanu, vytvoii se v odtoku vir (Mimochodem, smysl jeho otaceni je vlivem Coriolisovy®)
sily na severni ¢i jizni polokouli opa¢ny). Dutina, kterd se objevi uprostied viru, je zakfivenda. To je tim, zZe
osa viru je v riznych mistech rizna neboli smér rotace rychlostniho pole vody neni konstantni.

53)Coriolis, Gaspard Gustave (1792-1843), francouzsky matematik a fyzik. Coriolisova sila zptisobuje napf. meandry rek
v rovinach.
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8.6.16 Piiklad Vypoditejme cirkulaci C(f) pole f = (yz+cosz)i+ (zz —y*)j+ (zy — 23)k po kiivee %,
ktera je hranici trojthelnika . s vrcholy A(a,0,0),B(0,a 0) C(0,0,a), a > 0, a ktera je kladné orientovana.
Reseni: Jsou splnény predpoklady Stokesovy véty 8.6.11, f Je dokonce tiidy C*° v G = E3 O .. Pro Stokestv
vzorec Cy(f) = To(rot f) je rot f = (R, — Q" )i+ (P.— R’ )i+ (Q, — P’)k = (z—2)i+(y—y)j+(z—2)k =3,
tedy cirkulace ¢ % f -ds = ﬂyrot f - dS = 0 tohoto pole pfes libovolnou (uzavienou) k¥ivku je nulové. Jde
o pole nevirové (nerotacéni), jelikoz rotf = 0, a protoze je navic E3 jednoduse souwisla oblast, jde
o pole konzervativni (potencidlni), jak je zfejmé ze schématu v 5.4.40 ze str. 111 nebo z véty 7.6.8.

8.6.17 Priklad Ovéfme platnost Stokesovy véty vypoctem cirkulace C f) vektorového pole f = (xz+
Y,y + 2,z + z) po elipse .#; kterd je priisecnici valcové plochy x2 4+ y* = a? s rovinou z =a — y, a > 0, a A
Je orientovana souhlasné s plochou . = int J# tak, ze pro normalovy vektor 7 plochy a smér k osy z plati
7i-k >0 (Obr. 8.31).

Regeni: Elipsu .7 lze parametrizovat napf. rovnicemi = asint, y = acost, z = a — acost, 0 < t < 2,
jimiz zdmérné definujeme pocateéni bod A = (0,a,0) integracni cesty na ose y, avSak parametrizace elipsy
(a tedy i jejiho primétu — kruznice M jako hranice kruhu M) je pak nesouhlasnd s tou, ktera je vyznacena
na obrazku a odpovida zadani. Pro pfimy vypocet cirkulace pak plati

—

CAf) = j?%f.dg’: —fo%(asint—i—acost,acost—l—a—acost,asint+a—acost)-

(acost,—asint,asint)dt = —a? 0% dt = —27a?.

Pro Stokesovu vétu, jejiz predpoklady jsou splnény — napft. f je dokonce t¥idy C* v G = E3 D int. %,
kde plocha . = int # je elipsa véetné svého vnitiku — mame rotf = —(1,1,1). Pro plochu ., jez je
¢asti roviny z = a — y, volme kartézskou parametrizaci ®(x,y) = (z,y,a — y), kde (x,y) € M. Normélovy
vektor plochy 7 = (—z,—2,,1) = (0,1,1) sméiuje (ve shodé s teorif) nahoru. Proto bude pfed dvojnym
integralem znaménko +. Pak je C;g(f Hyrotf ds = + Jy —(1,1,1)-(0,1,1)dedy = -2 [f,, dady =
—2P(M) = —2ma®. Pfi pouziti jednotkového normalového vektoru 7i° = %(0, 1,1) a obsahu vnitiku elipsy

P(int %) = mav2a = 2ra® lze 6z psat Colf) = ffyrotf- ds = Hyrotf- n°dS = —%ﬂde =

—%S(&ﬂ) = —%P(int H) = —2ma’.

Obr. 8.31 Obr. 8.32

8.6.18 Priiklad Urcete praci W silového pole f: A cos ax — 2y + bz? cosbx, 3z — ysin by, 2z sin bx —
ze~“* arctancz) [kde koeficient \ je v méfici jednotce kg - s72 a koeficienty a, b, ¢ jsou v m~!] po uzaviené
kiivce ¥, kterd je prinikem dvou kolmych rotacénich wvdlcovich ploch o rovnicich .7 : 22 + y? = a2,
S i 2® + 2% = a? kde z > 0, a je orientovana tak, ze jeji pravotuhly primét do roviny zy je kiivka 4,
ktera je orientovand kladné (Viz obr. 8.32).

Resgeni: .7 je okrajem plochy .7, jez je grafem funkce z = z(x,y) = Va2 — 22 (jako ¢asti .#%) definované
na kruhu M : 22 + y? < @® s hrani¢n{ kruznici OM = #,,. Protoze ¥ je uzaviena kfivka, pficem? je
orientovanym souc¢tem dvou poloelips, f je pole tridy C*° v oblasti G = Eg3, a Ize pouzit Stokesovu vétu,
kde rot f = A(0,0,5), a vn&jsi norméla je @ = (—2/, —2/,1) = (=0, 1), plati

W = fxf ds = [[,rot fdS =+ JJ 5 (xot F) - itdady = 5A Iy dzdy = 5rAa? (kg - m? - s72).
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8.7 Cvideni

A) Plocha jako graf explicitni funkce, jeji obsah i aplikace na skofepinu dvojnym integralem

Aplikaci dvojného integralu odvodte vzorec pro obsah S(.7) sféry .= {(x,y,z) € E3 |22 +y>+ 2% = R?}.
{S(7) = 4rR*}

@ Dvojnym integralem najdéte obsah ¢asti sféry .7 : 2 +y% 422 = R? lezici ve valcovém prostoru 22 +1% < Ry,

2> 0. {(r —2)R?}
Dvojnym integralem uréete obsah ¢asti rotacni kuzelové plochy .7 : 2% + 2% = y? ohranic¢ené valcovou
plochou 22 + y? = a?. {27a?}

Uzitim dvojného integrélu vyjadiete obsah ¢asti rotacniho paraboloidu .7 : 2az = x? + y? ohranicené

rota¢ni kuzelovou plochou 22 = 22 + y2. {2(5v5 — 1)ma®}

Dvojnym integralem vypocitejte obsah ¢asti roviny . : x + 2y + z = 1 lezici uvniti eliptické valcové

plochy % + y9_2 =1. f12v67}

@ Dvojnym integralem urcete obsah plochy .7 : 22 + y? = 22 vytaté plochou y? + 22 = a?. {neuvadime}
Pomoci dvojného integralu vyéislete plosny obsah plochy .= {(z,y,2) € B3|z =1—22 —y?> Az > 0}.

{z(v5-1)}

Aplikaci dvojného integrélu vypocitejte obsah ¢asti hyperbolického paraboloidu » = xy (charakterizo-

vaného v v 4.9 na str. 81), pticemz x > 0, y > 0, jenz lezi ve valcovém prostoru 2% + y? < 1. {{%W}

@ Uzitim dvojného integralu urcete tézisté T = (zT,yT, 27) homogenni skofepiny .7, kterou je polosféra
o rovnici z = \/R? — 22 — 2. {T=1(0,0,2)}
Pomoci dvojného integralu vyjadiete kinetickou energii F. (") homogenni skofepiny .%o plosného hustoté
h, jiz je ¢ast plasté .7 = {(z,y,2) € E3|z = %\/xQ + 942 A0 < b <z <by <b} rotaéniho kuZele, ktera
4 4

rotuje kolem osy z konstantni thlovou rychlosti w. {E.(¥) = %thbzb%blRB VR? + b2}
Aplikaci dvojného integralu stanovte moment setrvac¢nosti homogenni skotrepiny .’ vzhledem k ose z o plosné
hustoté h, kde .= {(z,y,2) € B[z =b— &/2®> +y2 A0 < by < 2 < by < b}. {neuvadime }

Pomoci dvojného integralu naleznéte hmotnost H(.) skofepiny .7, ktera je ¢asti rotacéniho paraboloidu
2az = 12 + y? s plognou hustotou h = X - (2 + y? + a?), jenz je ohranicen rotacni kuZelovou plochou

22+ 9y% =22 a,) e RT. {H(Z) = 127)\a®}
Dvojnym integralem najdéte hmotnost H(.%) skofepiny .# o plo$né hustoté h = X - zyz, A € R, kterou je
Cast roviny . & + y + z = a v 1. oktantu. {H(7)= 1—‘é§)Aa5}}

Uzitim dvojného integralu vyjadfete hmotnost povrchu 9T étyrsténu T = {(z,y,2) € Eg|z > 0Ay >

O0Az>0AT+y+2<1}oplosné hustoté h = —2—n, A€RT.  {H(IT) = LAVE - 1)(1+m2)}

B) Parametrizace plochy. Plosny integral skalarni funkce neboli 1. druhu

Reste zadani piikladu 8.2.20 na str. 209 s polosférou .7, je-li dano zobrazeni ®, které vychézi (viz str. 197)
z pravotocivych sférickych zemépisnyjch souradnic (r,p, V), tj.

D(p, 1) = (rcospcosty, rsingcosy,rsiny), kde M = {(p,9) € E2 |0 <@ <27 N0 <9 < T}

{® plochu popisuje, nebot 2% + 32 + 22 = R%; i = R% cos(cos @ cos v, sin @ cos 1, sinv)), takze i sméfuje
vzhiiru (uvnitt . vyjma (0,0, R) nebo je ,na rovniku® kolmy k ose z) a z vyjadfeni vektoru 7 hned plyne, ze
® neni parametrizace, nebot napi. v bodech tisecky 0 < ¢ < 27, 1) = § z hranice M obdélnika M, tj. uz
v nekone¢né mnoha bodech (horni) strany obdélnika M je 77 = 0, pfi¢emz tuto tGsecku zobrazi do ,severniho

polu“ (0,0, R), takze na ni neni ® téz prosté; ®(OM) neuvadime }
Co je obrazem ®(9M) hranice OM ¢Etverce M z piikladu 8.4.3, v némz se M zobrazi na anuloid?

{neuvadime}
Na zakladé definice 8.3.2 na str. 214 rozhodnéte, pro kterd R existuje plosny integral Hy%v je-li
7 sféra se stiedem S = (0,3,0) a polomérem R. {neuviadime}}

Cviceni az feste plosnym integrdlem a p¥i pouziti jinych nez kartézskych soufadnic (bez kartézské
parametrizace).
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Vypocitejte obsah plochy z prikladu 8.2.19, avsak pro parametrizaci ® pouzijte cylindrické souradnice.
{@(u,v) = (wcosv,usinv, ku), (u,v) € M =10,2a] x [0, 7]}

Dopocitejte obsah anuloidu z ptikladu 8.4.3.
Vypocitejte obsah tsece rotaéniho paraboloidu z piikladu 8.1.9 na str. 195.

Pro skofepinu ., jez je ¢asti kolmého Sroubového konoidu — helikoidu (Viz 8.2.17 a obr. 8.16 na str. 208),
a ma rovnici 7(u,v) = ucosvi + usinvj + vk, (u,v) € M = [0,1] x [0, 27], najdéte a) hmotnost H (.7 ),
méa-li hustotu b = A - 2%, A\ € R™; b) moment setrvaénosti I, (-7 ) vzhledem k soutadnicové roviné Ozy,
je-li homogenni s hustotou h.  {H(7) = LB(vV2+In(vV2+ 1)1\ Ly () = 3(V2+ In(v2 +1))7°h}

Najdéte hmotnost skofepiny o plosné hustoté h = X - yz, kterd je trojihelnikem s vrcholy A = (a,0,0),
B =(0,a,0), C=(0,0,a), kde a € RT. {neuvadime }
Urcete moment setrvac¢nosti homogenni skotrepiny vzhledem k ose z o hmotnosti H, kterou je sféra se stie-
dem v pocatku a polomérem R. {2H - R*}
Vyjadrete kinetickou energii homogenni skofepiny .¥’o hmotnosti H, rotujici kolem osy z konstantni thlovou

rychlosti w, kdy skofepinou je plast rotacniho kuzele s osou v ose z o poloméru R a vySce b. Nejprve
mnozinové zapiste .. {5 ={(z,y,2) €Es|b?(2® +y?) = R?22 N0 < z < b}, E.(¥) = sw?H - R*}

C) Orientace plochy. Plosny integral vektorové funkce neboli 2. druhu. Integralni véty

Uvazujte Mobituv pas .7 z odstavce 8.2.16, nyni pro pohodInéjsi zapis vypoctu vyjadieny bodovym zob-
razenim v v v
X=®(u,v) = ((R + u cos 5) cosv, (R + ucos 5) sin v, u sin 5) , (8.124)

(u,v) € M = [—a,a] x [0,27], 0 < a < R. Uréete tecny vektor &/, (X), resp. tecny vektor &/ (X) v libovolném
bodé X € .7k u-kiivce, resp. k v-kfivce pasu .%a pomoci nich pak normélovy vektor 7(X) = &/, (X) x &/, (X),
pricemz jeho vysledné soufadnice co nejvice zjednoduste uzitim vzorcd pro goniometrické funkce. Vybérem
vhodnych parametrii u, v pro 7i ovéite zavér ze zminéného odstavce, ze . nelze orientovat. {neuvadime}

N

ﬁ Slepte si z papiru Mobitiv pds. Odhadnéte co se stane, kdyZ pas podélné rozstiihnete a) v poloviné sitkys;
b) ve tfeting sitky. Pak vSe vyzkousejte.

Orientovanou plochou (., 7°) v oblasti G C Es protékd kapalina, jejiz staciondrni rychlostni pole (resp.
vektor rychlosti) je f Urcete objemové mnozstvi kapaliny, které za jednotku ¢asu protece plochou & (tj.
tok To(f) = [[., f-dS), jestlize

a) % je &ast roviny x +y + z = 1 v 1. oktantu orientovand vektorem normaly sméfujicim do poloprostoru
neobsahujiciho pocatek a f = 4¢ — 327 — yk {{é}}

b) .7je (horni) ¢ast rotacniho paraboloidu z = 1— (2% +y?), a € RT ohrani¢end rovinou z = 0 a orientované
polem jednotkovych normélovych vektori plochy 7° tak, ze 7° k> 0, pricemz f = 27, kde 7 je raddiusvektor
bodu X € .77 {37}

c) .je sféra se stfedem v poc¢atku a polomérem R orientovana vnéjsi normalou a f = 7. Interpretujte vysledek
{T =47R? = S(.%) - R; tok radiusvektoru sférou je soucinem jejtho povrchu a poloméru}}

d) .7 je plast kuzele T' = {(z,y, 2) € Ea |b?(2?® + y?) < 22R?* A0 < z < b} orientovany souhlasné se zvolenou

parametrizaci a f = (2%, %, 23) {&TR?b(3R? — 4b%)}
e) .7 je celd vnéjsi strana povrchu 97T kuzele z predeslé tlohy (tj. .7 je orientovand normalou ven). PouZijte
popt. Gaussovu-Ostrogradského vétu {STR?*b(R? + 2b°)}
f) S je ¢ast roviny 2z + 3y + 3z = 6 lezici v 1. oktantu, pfi¢emz pro normalovy vektor 7 plochy a smér k osy
zplatiﬁ~E>0af:(x,y,z) {9}
g) .7 je trojihelnik uréeny body A(1,0,1), B(1,3,1), C(0,3,1), pricem# 7i - k < 0 a f = (1,3, 2y) -9}
h) .7 je celd vn&jsi strana povrchu 9T ¢tytsténu T s vrcholy 0(0,0,0), A(a,0,0), B(0,5,0), C(0,0,¢), a,b,c €
RT, f=yzi+ x2j + zyk. V§podet provedte co nejefektivnéii {Véta 8.6.2 da hned T (f ) =0}
i) .7 je dolni polosféra 2% + 4% + 22 = R? a tihel jejitho normalového vektoru i a sméru k osy z je tupy, pricemz
f=15y%zk {—27R%}
j) 7 je vnéjsi strana uzaviené plochy .= ./ + .Y+ .75, kde S : 2 = /1 — 22 —y?, S : 2 = /4 — 2% — 2,
Fyil1<a?+y<4nz=0a f=(zy? yz2, 22%). Pouzijte Gaussovu-Ostrogradského vétu {2}
k) . je vnéjsi strana sféry se stifedem v pocatku a polomérem R, pricemz f: 230+ y3j+ 23k. {{%ﬂ'R5}}

Plosnym integralem odvodte vzorec pro objem koule o poloméru R, znéte-li obsah jejiho povrchu.
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Pomoci Stokesovy véty urcete cirkulaci C ( f) pole f po (uzaviené) cesté 7 jestlize

a)

b)

f= (r —y,y — 2,2 — x), H je prinik rotac¢niho paraboloidu .: z = 2(1 — 2? — y?) s rovinou z = 0, kde
. a J jsou souhlasné orientované {=}

f= (y—2)i+ (z—2)] + (z — y)E, K je elipsa vznikla prinikem rotacéni vdlcové plochy x> +y?> =9 a
roviny x + z = 3, kdy .%je orientovana ve smyslu otaceni hodinovych rucic¢ek pii pohledu z kladného sméru
08y {367}
f: (2,2 +1y,y), Hje primik sféry x> +y* + 22 = 1 s rovinou = + y + z = 0 a ¥ je souhlasné orientovana
s norméalovym vektorem 77, jenz svira ostry tihel se smérem k oSy % {37}
= (2% +y2,22,22), A je hranice 0.7 trojthelnika .#s vrcholy A = (1,0,0), B = (0,1,0), C(0,0,1) a

orientace J# je souhlasnd (Nad¢rtnéte ji) s jednotkovym normdlovym vektorem 7° = ,%(1, 1,1) roviny
trojuhelnika. {23

»INds zZivot nent v minulosti
ani v budoucnosti
ant v pritomnosti,

nds Zivot je v nasem nitru.”
Jacques Prévert
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plochy orientované vektorovy,
220
plochy plosny, 195, 214
plochy plosny skalarni, 203
prace, 179
skalarni plochy neorientované,
214
veli¢iny, 158
elipsoid, 81, 135, 166
elipsoid trojosy, 116, 169
entier (charakteristika) realného
c¢isla, 81
extrém globalni, 121
extrém lokalni, 121
extrém vazany, 124, 128

forma diferencialni, 158
Pfaffova, 186
forma kvadraticka, 125, 142
forma linearni, 103, 118
funkce
algebraicka, 66
bodové, 55, 63
diferencovatelna, 88
spojité k-krat, 96
diferencovatelnda k-krat, 117
Dirichletova, 148
elementarni, 66, 73, 81, 148
explicitni, 113
harmonicka, 109, 141
hladka, 192
hladka k-tého tadu, 96
charakteristika, 81, 84
implicitni, 113
integrovatelna, 147, 176, 177,
180, 214, 215, 219
kmenova, 186
konstantni po castech, 81
Lagrangeova, 131
linearni, 89, 92
na mnozin€, 58
nekonecné mala, 88, 119
obecna mocnina, 66
ohranicena, 59, 75, 147
potencialni, 186
prazdné, 58
prodlouzena spojité, 78
prodlouzitelna spojite, 75
realna, 58
signum, 66, 73, 140
slozena, 65
soutadnicové, 64
spojita, 68
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stejnomeérné, 74, 75, 203
spojitd na mnoziné, 68
spojita v bodé, 68
spojitda v bodé

k mnoziné, 69
tridy, 91
t¥idy C, 73
ttidy C*, 67, 96
vektorova, 55, 63
funkcional, 67

vzhledem

gradient funkce, 104

gradient skalarniho pole, 99, 185
graf funkce, 58

graf funkce kartézsky, 198

helikoid, 208, 218, 233
hladina funkce, 103, 104, 116
hladina pole, 97, 104
hodnota funkce stfedni, 151, 189
hrana maxima, 81
hranice
hladka neni, 134
mnoziny, 50
oblasti v [Ej
kladne, 213
télesa orientovana kladné, 213
télesa orientovand vektorem
norméalovym vnéjsim, 213
télesa orientovand zaporné,
213
usek hladky, 133
hrot hranice, 134
hyperboloid jednodilny
224

orientovana

rotacni,

charakteristika (entier) realného
¢isla, 81
chyba aproximace, 120

identita Lagrangeova, 27, 203
index sc¢itaci, 22
infimum, 35
integral
k-rozmérny (k <n) v E,, 144
n-rozmérny v E,, 144
dvojnésobny, 153
dvojny, 147, 192
elipticky tplny 2. druhu, 189
funkce vektorové, 98
krivkovy, 144
funkce skalarni, 176
funkce vektorové, 180
Kurzweiliv-Henstocktuv, 37
Lebesguetv, 36, 67
plosny, 144
2. druhu, tuplny klasicky
tvar, 220
funkce skalarni, 214
funkce vektorové, 219

funkce vektorové ve tvaru
vnéjsich soucini diferen-
ciala, 220
Riemanniiv, 36
totalniho diferencialu, 186
trojnasobny, 162
trojny, 161
vektorovy, 227
integrovatelnost absolutni, 36
interpretace fyzikalni, 14, 63, 71,

72, 103-105, 108, 110,
181, 216, 219, 226, 229,
230

interval n-rozmérny, 47, 144
invariant, 24, 91, 105, 112
euklidovsky, 32
invariantnost
cirkulace, 181
Gaussovych koeficientt, 204
integralu plosného vzhledem
k neinjektivnosti a ne-
regularité zobrazeni, 211,
221
integralu vzhledem ke zméné
hodnot, 151, 178, 216
integralu vzhledem k parame-
trizaci, 176, 215
izoktivka, 59, 104
izoplocha, 59, 97, 103, 104, 116,
140, 195

jacobian, jakobian, 129, 156
jadro obrazce, 201
jehlan ¢tyrboky pravidelny, 81

kardioida (srdcovka), 184
klobouk Gausstv, 81, 168
klotoida, 114
koeficienty Gaussovy, 204
koeficienty Lagrangeovy, 131
kolmost vektort, 21
kompakt, 50
konoid Pliickertiv, 78, 88, 136
konoid Sroubovy kolmy, 208, 218,
233
konstantni hladina funkce, 59, 103
konvergence
posloupnosti bodi v E,,, 44
stejnomérna (funkce), 77
stejnomérna rady, 36
kosinus smérovy vektoru, 22
kéta krivky prianikové, 59
kéta vrstevnice, 59, 104
koule n-rozmérné, 42
kritérium konzervativnosti pole,
107
Kroneckerovo delta, 23
kruznice merididanova, 210, 216
krychle n-rozmeérna, 47
ktivka, 54
u-ktivka, 197

v-kfivka, 196
Gaussova, 81
hranicéni, 152
vnitini, vnéjsi, 184, 229
jako varieta, 133
jednoducha, 107
jednoducha hladka, 171
jednoducha po Castech
hladka, 175
konvexni, 119
krajni, plochy, 206
orientovana
souhlasné,
s parametrizaci, 172
prunikové (fezu), 59
regularni t¥idy C*, 104
rovinna, 104, 133
tidici plochy valcové, 212
soutadnicova, 163, 197
uzaviena, 107, 171, 175
hladka jednoducha, 171
orientovana, 175
orientovana kladné,
porné, 183
Vivianiho, 194
vnitini, vnéjsi, 152
kuzel rotac¢ni, 169, 232
kvadr n-rozmérny, 47, 144
kvadr souradnicovy, 186

nesouhlasné

Z4-

lahev Kleinova, 207
lemniskata Bernoulliova, 114, 212
lemniskata kosa, 167
lichobéznik ktivocary, 152
limita
dvojna, 76, 77
dvojnasobna, 77
funkce, 69
nevlastni, 69
posloupnosti, 44
postupna, 77
vektorové funkce, 71
vektorového pole, 71
zobrazeni, 69
lineal, 15, 16, 34
linearita integralu, 150, 178, 216
list, 198
hladky, 198
jednoduchy
hladky, 206
orientovany, 200
opacné, 200, 206

souhlasné, nesouhlasné
s okrajem, 201
souhlasné, nesouhlasné

s parametrizaci, 200
souvisly jednoduse, 198
list Descartestuv, 139
listy
prilehlé ¢i ptilepené, 205
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prilehlé  orientované
hlasné, 205

v podstaté se neprekryvajici,
193

Sou-

matice, 23, 67
diagonalni, 126
Hessova, 125, 142
Jacobiova, 129, 156, 210
Jacobiova, parametrizace, 197
jednotkovéa, 23
kontrakce, 64
ortogonalni, 25
maximum, minimum funkce
na mnozin€, 121
metoda
gradientni, 129
itera¢ni zobecnénd, 129
jacobianu, 131
Lagrangeova, 131
Lagrangeovych
131
Newtonova-Raphsonova
cen, 129
fezd, 59
secen, 129
vlozeného parametru, 129
metrika, 30
euklidovska, 14, 31, 41
kubicka, 32, 47
kvadraticka, 36
maximova, 36
oktaedricka, 32, 57
sféricka, 31
stejnomérna, 36
supremalni, 36
metriky ekvivalentni, 33, 47
mira
mnoziny dvojrozmérna, 149,
192
mnoziny plosné, 192, 193
mnoziny plosna na listu, 204
mnoziny plosna na plose, 206
mnoziny trojrozmérna, 162
mnozina
bodova, 30
derivovana, 50
elementarni, 152, 154, 166
vzhledem k ose, 61, 152
husta, 50
izolovand (diskrétni), 50
kompaktni (kompakt), 50
konvexni, 55
méfitelna, 149
méfitelnd plosné (na plose vi-
celisté), 204
miry nula, 149
miry plosné nula, 204, 211,
221
nejvyse spocetna, 44, 122

koeficient1,

te-

nespocetna, 44
nosné, 16, 30, 32
obojetna, 50
ohranicena, 45, 50
otevfena, 50
roztiné prostor, 53
souvisla, 53, 74, 75, 171
linearné, 54
obloukové, 171
spocetnd, 37, 44
téleso realnych cisel, 15
uzaviend, 50
model
personifikovany, 25
model personifikovany, 182, 201
model prostoru, 16
monotonie integralu, 151, 178, 216
motivace fyzikalni, 13, 146, 175,
179, 185, 191, 213

nadplocha, 115, 195
regularni t¥idy C* definovana
implicitné, 104
v E,, 129
nadrovina tecna, 93, 104
nasobek vektoru skalarni, 15
nejvyse spocetné mnoho, 44
nerovnost
Holderova, 33
integralni, 36
Minkovského, 33
integralni, 36
Schwarzova, 34, 40
integralni, 36
trojuhelnikova, 30, 34
nezavislost integralu kfivkového
na cesté, 185, 189
norma
gradientu, 100
prvku, 34
vektoru, 14
normala
grafu, 92
plochy, 92, 200
nosi¢ prostoru, 16, 18

obdélnik souradnicovy, 148, 192
objem intervalu n-rozmérny, 145,
166
oblast, 54
regularni, 149, 154, 212
uzaviena, 213
souvisla jednoduse, 106, 107,
111, 183, 184, 189, 213,

231
souvisld vicenasobné, 152,
184, 213

uzaviend, 54
oblouk, 171, 174
obor defini¢ni funkce, 58
obor hodnot funkce, 58

obor integrace elementarni, 152,
166
obor parametrd, 198
obraz mnoziny, 62
obrazec, 153, 18/
souvisly jednoduse, 184
souvisly vicenasobneé, 184
obsah (plo$na mira)
mnoziny na listu, 204
plochy, 192, 201, 215
grafu funkce, 192, 215
valcové, 177
obvod kruhu, 189
okno Vivianiho, 194
okoli
bodu, 41
kubické (krychlové), 47
kvadrové, 47, 76
stérické, 41
vzhledem k mnoziné, 69
Ctvercové, 42
kruhové, 42
redukované, 41
bodu vzhledem k mnozing,
69
okraj
kiivky, 172
listu, 198
listu s listem souhlasné orien-
tovany, 201
plochy dvojlisté, 205
plochy vicelisté, 206
plochy vicelisté orientovany,
206
operator, 67, 100
biharmonicky, 138
d’Alemberttav, 139
diferencialni, 67
divergence, 108, 225
gradient, 99
Laplacetiv, 109, 227
linearni, 67
maticovy, 67
nabla, Hamiltontv, 99
rotace, 106, 225
smeérové derivace, 119
orientace
grafu funkce, 199
grafu funkce je, neni induko-
vana parametrizaci, 199
grafu souhlasna, nesouhlasna
s parametrizaci kartéz-
skou, 199
hranice télesa kladna, 213
hranice télesa
vektorem
vnéjsim, 213
hranice télesa vektorem nor-
malovym vnitfnim, 213
hranice télesa zapornéa, 213

orientovana
normalovym
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kiivky, 172
listu, 200
listu a okraje, 201
listt prilehlych souhlasna, 205
oblasti v E3 kladna, 213
plochy, 205, 207
uzaviené kladna, téz vek-
torem normaly vnéjsi
apod., 212
uzaviené zaporna, téz vek-
torem normadly vnitini
apod., 212
télesa kladné, 213
orientace baze
vektorové, 28
vektorového prostoru, 25
osa realna, 32
osa realna rozsifena, 75
osa soustavy Oxyz, 21
oznaceni polokartézské, 98, 99

parabola kubicka, 114
paraboloid hyperbolicky, 60, 81,
126, 167, 232
paraboloid rotacni, 81, 126, 135,
167, 217, 224, 232, 233
parametr, 84
parametrizace, 84
ekvivalentni, 173
grafu funkce kartézska, 198
kiivky, 171
listu (jednoduchd), 198
plochy, 198
parametrizace kiivky, 131
pas Mobituv, 207, 233
plocha
dvojstranna, 200, 207
ekvipotencialni, 103, 105
grafu funkce, 199
hladina skalarniho pole, 116
hladka, 104
grafu funkce, 192
hraniéni, 213
jako varieta, 133
jednoducha, 74, 195
hladka, 198, 206
po Castech hladkd (dvoj-
listd), 205
po ¢astech hladka neboli vi-
celista, 205
jednostranna, 207
kulova n-rozmérna, 42
kulova — sféra, 140
kuzelova elipticka, 169
kuzelova rotac¢ni, 81, 232
orientovana, 207
opacné, 207
souhlasné,
s parametrizaci, 200
orientovatelna, 206

nesouhlasné

primkova, 78
regularni t¥idy C! definovana
implicitné, 200
regularni t¥idy C¥, 104, 140,
195
definovana implicitné, 104
feckého amfiteatru, 81
stfechy sedlové, 81
uzaviena, 206
dvojlista, 205
orientovana
porné, 212
orientovand normalou vné
neboli vnéjsi; dovnitt ne-
boli vnitini, 212
orientovand smérem ven;
dovnitt, 212
orientovana vektorem nor-
malovym vnéjSim; vniti-
nim, 212
vicelista, 206
valcova, 130, 177, 189
rotacni, 231
vélcova elipticka, 232
valcova parabolickd, 66, 113,
169
vélcova rotacni, 169, 234
Vivianiho, 194
vulkénu, 81
plocha kuzelova rotacni, 62
pocatek soustavy soufadnic, 19
podlist listu, 204
podlist orientovany, 206, 219
podminka nutna konzervativnosti
pole, 106, 190
podmnozina vlastni, 30
podposloupnost, 43
podprostor prostoru, 30
pojem geometricky, 172, 198, 205
pojem lokélni, 105, 112
pojem topologicky, 30, 48, 53, 71
pole
disipativni, 111, 185
elektrostatické intenzity, 225
gradientni, 100, 102, 189
gravitacni intenzity, 225
gravitacni Newtonovo, 187
harmonické, 109
homogenni, 97
konstantni, 219

kladné, za-

konzervativni, 106, 111, 185,
189, 231

Laplaceovo (harmonické),
109, 139

magnetické intenzity, 138, 190
nerotacni, 231
nestacionarni

skalarni, 107

vektorové (rychlosti), 105
nestlacitelné, 108, 227

nevirové, 111, 186, 230, 231
nezridlové, 227
orientujici, kiivky, 173
potencialni, 106, 111, 185, 231
rota¢ni (virové), 111
rovinné, 98
rychlosti, 219
rychlostni, 105, 168, 219
silové, 64
skalarni, 97, 105
stacionarni, 97, 110, 219
tithové, 189
vektorové, 63, 64, 97, 105, 179
vektorové nezridlové, 108
vektord normaélovych,
222
vektoru te¢nych, 172
polonormala listu, 212
polopiimka, 48, 98
polosféra, 232
polote¢na kiivky, 100
polyedr, 192
polygon, 54, 150, 178, 192
polynom
charakterisiticky
matice, 126
Maclauriniv, 120
Taylortav, 120
posloupnost
bodt, 43
Ciselna, 43
klesajici, 49
ohranicené, 45
divergentni, 44
konstantni, 44
konvergentni, 44
normalni, 147, 161, 176, 214,
219
nulova, 44, 74, 147
ohranicend, 45
prosta, 44
vybrana, 43
potencial, 106, 189
potencial gravitacni vrstvy jedno-
duché, 218
potencial Newtoniv pole silového,
188
pravidlo pravé ruky, 25, 201, 229
pravidlo fetézové, 94
prodlouzitelnost funkce spojita, 75
prostor
afinni, 18
aritmeticky, 19
Banachiv, 37
bodové vektorovy, 18
bodovy, 14, 18
euklidovsky, 18, 20
aritmeticky, 31
rozsifeny, 75

funkci C* (M), 96

200,
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funkcionalni, 18, 35
Hammingtv, 37
Hilbertiv, 18, 37
kompaktni, 72
konvergencni, 68
linearni, 15, 16, 34, 38
aritmeticky, 16
funkci, 17, 96
obecny, 16
metricky, 30
funkci lebesgueovsky inte-
grovatelnych, 36
ohraniceny, 56
priklady, 32
souvisly, 53, 171
souvisly obloukoveé, 171
normovany, 34, 37
funkci, 67
prehilbertovsky, 17
tecny, 132
topologicky, 30
unitarni, 17, 37
valcovy rotacni, 168, 169
vektorovy, 16
aritmeticky, 19, 30, 31
euklidovsky, 17
vnoreny, 30
prostory homeomorfni, 71
prostory izometrické, 32
prstenec, 216
prumér intervalu, 145, 166
pramér mnoziny, 50, 214
prameér plochy, 202, 219
prameét vektoru pravouhly, 22, 64,
102, 219, 220, 228, 230
prvek normovany, 39
prvek okrajovy, 201
primka, 48
prirtstek funkce, 88
pseudosféra, 84

radiusvektor, 19, 218
realizace prostoru, 16
reologie, 144
rotace pole, 110, 225
rovina tec¢na plochy, 91, 92, 116,
196, 198
rovnice
diferencialni exaktni, 186
ekvivalentni, 113
kontinuity, 108, 227
Laplaceova, 96, 110, 141, 227
Maxwellovy, 139
nestlacitelnosti, 108
operatorova, 67
vektorova nelinedrni, 129
vlnova, 139
rovnobéznost (kolinedrnost) vek-
tort, 21
rovnost definitoricka, 17

rozklad

listu, 206

plochy

orientovany, 206

rozklad plochy, 206
rozsifeni funkce, 65, 148, 153, 192
roz$ifeni zobrazeni, 30, 65, 197
rozvoj Laplacetv, 26

sedlo funkce, 60, 122
sféra, 231, 232
stéry, 234
schéma disledki funkce spojité di-
ferencovatelné, 101
schéma o klasifikaci bodu v E,,, 49
schéma testovaci konzervativnosti
pole, 111
singularita nepodstatna, 171, 198,
210
singularita pole, 109, 110
sit ¢tvercova radu k, 201
sit pravouhla, 146
skalar, 15
skofepina, 196
sloup vinuty, 207
slozka pravotihla radiusvektoru, 22
smeér, 14
smysl otaceni kladny, 86
soucet
integralni, 147, 161, 193, 219
kiivek orientovanych, 175
list orientovanych, 206
listt prilehlych, 205
soucin
skalarni, 18, 20, 38
integralni, 37
kanonicky, 31
standardni, 16, 21, 31
smiSeny, 27
vektorovy, 26
vnéjsi diferenciala, 220
soutadnice
bodu, 19, 31
vnitini, 64
cylindrické, 163
kartézské, 21, 163
kontravariantni, 19
kovariantni, 19
k¥ivocaré, 163, 197
polérni, 158, 163
zobecnéné, 212
poléarni zobecnéné, 160
pfimocaré, 163
sférické, 164
vektoru
kontravariantni, 24
kovariantni, 24
zemépisné sférické, 197, 232
zobrazeni, 63
soustava rovnic nelinearnich, 129

soustava souradnic
cylindricka pravotociva, 163
kartézska, 163
kartézska pravotociva, 25, 97
ktivocara, 163
ortogonalni, 163
linearnich, 19
polarnich, 158
pfimocarych, 19, 163
stéricka pravotociva, 164
zemépisna sféricka, 197
souvislost obloukova, 171
spad
funkce, 105
plochy, 105
pole skalarniho, 105
spocetné mnoho, 37, 44, 51
spojitost
funkce, 68
stejnomérna, 71
vektorové funkce, 71
vektorového pole, 71
zobrazeni, 68
strana plochy, 200
stfecha sedlova, 81, 102, 207
supremum funkce, 59, 142
supremum mnoziny, 35, 202
systém
disipativni, 185
funkci ortogonéalni, 38
funkci ortonormalni, 39
funkci uplny, 38
konzervativni, 185
kosint, 39
sint, 39

Sroubovice
kuzelova, 177
pravotociva, 174, 189
pravotociva dvojita, 174

tabulka zékladnich operaci teorie
pole, 112
téleso, 154, 213
souvislé jednoduse, 213
souvislé vicenasobné, 213
téleso platonské dokonalé, 33, 57
tok, 181, 219, 220, 229
topologie, 30, 107, 182
torus, 216
trajektorie, 175
transformace linearni, 64
transformace soufadnic vektoru,
23
translace bodu, 15
translace prostoru, 15
trojhran pravotocivy, 163
trojuhelnik sféricky pravouhly, 222
tvrzeni o neexistenci limity, 73
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tvrzeni o nejvyse spocetné mno-
ziné ostrych lokalnich ex-
trému, 122

tvrzeni o podmnoziné mnoziny meé-
Tfitelné, 148

tvrzeni praktickd o limitdch (vé.
postupnych), 77

thel
konvexni, 20, 22
nulovy, 199
ostry, 199
primy, 199
smérovy primky, 86
smérovy vektoru, 22
tupy, 199
vektord, 20
usec kulova, 169
ase¢ paraboloidu rota¢niho, 169
usecka, 48
uzavér mnoziny, 50, 205

véalec elipticky, 169
valec kosy, 219
valec rotacni, 137
varieta, 63, 133, 158, 207, 216
vektor, 19
aritmeticky, 16, 31
baze lokalni, 163
béze lokalni jednotkovy, 163
geometricky, 14
jednotkovy, 21, 22
klouzavy, 14
normalovy grafu funkce, 92
norméalovy hladiny pole, 104
normélovy plochy (listu), 200
normélovy  plochy  grafu
funkce, 195, 200
normalovy plochy reguldrni,
116
normaly pole, 104
normaly vnéjsi, 141
normaly vnéjsi, kiivky, 181
normaly vnéjsi, plochy, 212
normaly vnitini, plochy, 212
nulovy, 14, 16
posunuti, 14
pfimky smérovy, 92
prirustkovy, 88, 118, 120, 132
smeérovy tecen, 91
soutadnicovy, 89, 98
symbolicky, 99
tecny
krivky, 170, 172, 197
plochy, 196, 200
tec¢ny krivky, 131
vazany, 14, 18, 64
ve tvaru polokartézském, 26
volny, 14, 18
vektory
kolinearni, 14

souhlasné, 21
komplanarni, 14
linearné nezavislé, 26
linearné zavislé, 26
rovnobézné
souhlasné, 14, 21, 98
slozkové, 22
soutradnicové, 19, 86, 87, 99
véta 1. a 2. o pfechodu k limi-
tam funkci vyhovujicich
nerovnostem, 76
véta Bolzano—Weierstrassova, 46
véta Bolzanova o mezihodnoté 1. a
2., 74
veéta Fermatova, 123
véta Fubiniova pro integral dvojny,

153

véta Fubiniova pro integral trojny,
162

véta  Gaussova-Ostrogradského,
225, 233

véta Greenova, 183, 230

véta Heine-Cantorova, 75

véta Heinova o limité, 70

véta Heinova o spojitosti a limité,
70

véta Jordanova v Ey, 107

véta Jordanova v Eo, 182

véta Jordanova v Egz, 212

véta Lagrangeova o stfedni hod-
noté, 120

véta o aplikacich skofepiny, 194

véta o derivacich smérovych funkce
diferencovatelné, 100

véta o derivacich vyssich funkce
slozené, 96

véta o diferencidlu a smérovych de-
rivacich funkce, 103

véta o ekvivalenci konvergenci po-
sloupnosti, 44

véta o ekvivalenci nezavislosti inte-
gralu a nulové cirkulace,
185

véta o ekvivalenci okoli v E,,, 47

véta o ekvivalenci pole konzerva-
tivniho a nulové cirkulace
v ném, 186

véta o funkci implicitni dvou pro-
meénnych, 116

véta o funkci implicitni jedné pro-
ménné, 113

véta o fyzikalni interpretaci rotace,
230

véta o gradientu a smérové deri-
vaci funkce diferencova-

telné, 102

véta o invariantnosti 1. diferenci-
alu, 91

véta o invariantnosti integralu

vzhledem k mnoziné miry

nula, 151

véta o kompaktu, 52

véta o konzervativnosti a neviro-
vosti pole v oblasti jedno-
duse souvislé, 111

véta o kritériu diferencovatelnosti,
90

véta o kritériu diferencovatelnosti
na mnoziné, 90

véta o kritériu existence integralu
n-rozmérného, 150

véta o kritériu existence integralu
ktivkového, 177

véta o kritériu existence integralu
plosného, 215

véta o kritériu existence vazanych
lokalnich extrémi, 132

véta o kritériu neexistence ex-
trému, 123

véta o kritériu ostrého lokalniho
extrému, 124

véta o limité a hromadném bodé,
49

véta o limité podle souradnic, 45

véta o limité slozeného zobrazeni,
70

véta o limité soutfadnic zobrazeni,
72

véta o lokalni ohranic¢enosti funkce,
75

véta o matici pfechodu, 23

véta o méritelnosti elementarni
mnoziny, 152

véta o meéritelnosti mnoziny, 149

véta o mnoziné miry nula, 149

véta o neexistenci zobrazeni spo-
jitého i prostého pro-
storu euklidovského di-
menze vyssi do nizsi, 73

véta o nejvyse jedné limité, 45

véta o normalach ploch, 200

véta o nutné podmince diferenco-
vatelnosti, 89

véta o nutné podmince vazaného
lokalniho extrému meto-
dou Lagrangeovych koefi-
cientt, 131

véta o oblasti a polygonu, 54

véta o oboru hodnot funkce, 75

véta o obsahu plochy grafu, 192

véta o ohranicenosti konvergent-
nich posloupnosti, 46

véta o operacich s limitami, 76

véta o orientovatelnosti plochy
uzaviené, 207

véta o potencialu pole konzervativ-
niho, 185

véta o potencidlu pole vektoro-
vého, 106

véta o fetézovém pravidle, 94
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véta o souvislé mnoziné v Eq, 53  véta Weierstrassova 1. a 2., 36, 75 Maclaurintv, 120
véta o spojitosti elem. funkci, 73 véta zobecnéna o zaménnosti deri- Stokestv, 229
véta o spojitosti stejnomérné, 74 vaci, 117 Taylorav, 119
véta o spojitosti zobrazeni na mno- véty Guldinovy, 217 Torricellitv, 136
Ziné, 68 véty o funkcich spojitych, 74
véta o spojitosti ztiZzeni a rozsifeni, véty o vlastnostech integralu plos- zdkon antikomutativni, 27
73 ného, 215 zakon Archimeduv, 228
véta o spojitych soufadnicich zob- véty o vlastnostech integralu, 150  zdkon Fouriertiv, 227
razeni, 71 véty o vlastnostech integralu kiiv- zdkon komutativni, 15
véta o spojitych zobrazenich kom- kového, 178 zakon kontrapozice, 157
pakti 1. a 2., 72 Vivianiho okno, plocha, kiivka, zdkon Pascaliv, 228
véta o stfedni hodnoté integralniho 194 zakon termodynamiky II., 185
poctu, 146, 151, 189 vlastnost skoro vSech bodu, 150 zameéfeni prostoru, 18, 31
véta o teéné nadroviné grafu vlastnost topologicka, 30, 71, 107 zaméfeni roviny tecné, 196
v E,1, 93 vlastnosti integralu, 150 zobrazeni
véta o topologické ruznosti pro- vlastnosti integralu kiivkového, afinni, 202
stort euklidovskych di- 178 bodové, 55
menze ruzné, 73 vnéjsek difeomorfni, 157
véta o transformaci integralu, 157 mnoziny, 49 hladké, 196
véta o urceni kmenové funkce, 186 uzaviené kiivky, 183 homeomorfni, 203
véta o urceni potencialu pole kon- uzaviené plochy, 212 homeomorfni  (topologické),
zervativniho, 186 vnitrek 30, 71, 72

véta o vybrané posloupnosti, 45

véta o zachovani souvislosti spoji-
tym zobrazenim, 54

véta o zméné€ orientace kiivky, 180

véta o vypoctu integralu plosného
funkce vektorové, 221

véta Pythagorova prostoru unitar-
niho, 40

véta Schwarzova, 96

véta Schwarzova zobecnéna, 96

véta Steinerova, 159

véta Stokesova, 186, 229, 233

véta Sylvestrova pro ostry lokalni
extrém f(X), 126

véta Sylvestrova pro ostry lokalni
extrém f(z,y), 126

véta Taylorova, 119

véta termodynamiky II., 185

listu, 193, 198
mnoziny, 49, 124, 142, 144,
153
uzavtené ktivky, 107, 152, 183
uzaviené plochy, 212
vrstevnice, 112
vrstevnice funkce, 59, 104
vybér reprezentantii, 147, 219
vyse¢ kulova, 169
vyska zavitu, 189
vzdéalenost bodu od mnoziny, 50
vzdéalenost mnozin, 50
vzdalenost polarni, 158
vzor mnoziny, 63, 68, 204
vzorec
Eulertv, 39
Gausstuv-Ostrogradského, 225
Greenuv, 183

inverzni, 63
izometrické, 32, 193
kontrakce, 64
linearni, 64, 202
prodlouzitelné spojité, 171
prosté (injektivni), 155, 157
regularni, 156
sloZzené, 65
spojité, 54, 68, 156, 171
Spojité na mnoziné, 68
spojité v bodé vzhledem
k mnoziné, 69
tiidy C*, 156
typu (n,m), 62
vzajemné jednoznacné, 157
zuzeni funkce, 65, 86, 87, 100, 119,
134, 143, 192
zazeni zobrazeni, 30, 65, 197
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